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1. INTRODUCAO

Um laudo de vistoria técnica em uma regido alocada em uma regido de
mineragao, no Estado de Minas Gerais — Brasil, identificou o surgimento de
trincamento dos taludes, além de um novo sistema de trincas, e dessa forma, surgiu
a necessidade de investigar a progressao da trinca utilizando recursos mateméticos
e computacionais, buscando preencher a lacuna em virtude da escassez de dados
de deslocamento antigos, além de criar um modelo preditivo parcial para prever o
comportamento da trinca. Observa-se que a formacao de trincas foi acarretada
devido aos passivos ambientais herdados, como a presenca das bancadas que
foram abertas em uma lavra realizada no passado, sem um plano de fechamento
de mina adequado, em que nao ocorreu o descomissionamento completo da
estrutura da mina. A altitude acentuada no Estado de Minas Gerais, associado com
o clima tropical, € um fator preponderante para instabilidade de encostas, & medida
gue os fatores externos afetam diretamente parametros de resisténcia do solo
como coesao e angulo de atrito, reduzindo assim a resisténcia ao cisalhamento
deste solo.

Dessa forma, foi desenvolvido um modelo matematico utilizando equacdes
diferenciais provenientes de processos estocasticos para realizar uma predicao
temporal da formacéo de trinca a partir dos dados de monitoramento através de
marcos topogréficos instalados na encosta.

2. METODOLOGIA

Processos estocasticos sdo modelos probabilisticos que permitem investigar
um sistema dinamico, e nesse estudo foi considerado o desenvolvimento da trinca
dependendo do tempo como esse sistema dinamico, modelando a probabilidade
da trinca assumir valores aleatorios ao longo do tempo, nesse caso a probabilidade
de aumentar 1mm ou 2mm a cada 7 dias. A probabilidade de ocorréncia desses
valores € denominada como estado, a medida que as probabilidades de transigéo
considerando um cenario em que o0 estado supracitado ocorre em um instante
qualquer, séo solugbes para um sistema de equacgOes. Para esse sistema de
equacodes, a solucdo pode ser fundamentada no estado predecessor (forward),
descrito como uma solugéao que o estado anterior influencia no valor gerado, ou a
solucdo pode ser fundamentada no estado posterior (backward), encontrando
valores posteriores para obter o seu valor no estado que precede a solucao
(HARRIS et al., 1963; FEWSTER, 2020). As resolucdes da modelagem baseada
em processos estocasticos permitem obter equacdes de momentos estatisticos que
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se assemelham com a média e a variancia, possibilitando assim utilizar a média de
medicbes de deslocamento dos dados gerados pelos marcos topogréficos
instalados para predizer o comportamento da trinca.

HARRIS et al., (1963) considera Z(t) como um processo ramificado da Cadeia
de Markov com probabilidades transicionais:

Py (t,t) = Prob(Z(t) = k| Z(1) = i) i,k=012,..;0 <t<t (1)

Destaca-se que a equacdo 1 satisfaz as equacdes de Chapman -
Kolmogorov, que é definida na equacao 2.

Pik = 2?;0 Pij(T, tl) Pik(tlﬂtZ)' l,k = 0,1, ey 0 <7< tl < t2 (2)

Para esse estudo, considerou as probabilidades (P;;) na equacéo diferencial
forward para Cadeias de Markov. Dessa forma, HARRIS et al., (1963) define a
equacao forward da Cadeia de Markov como:

oP, N
L — kBP0 + b ) P (OPy (@) ®
j=1
Li=k
Py(r,7+0) = {0 i +k

Em que k é a estimativa da profundidade da trinca em um determinado
instante de tempo (em mm), b € uma taxa de progresséo, P;, € a probabilidade
transicional que a profundidade da trinca em t sera k dado que ela € i em tau, e p;
sé@o as probabilidades de ocorrer uma progressdo de j mm na profundidade da
trinca, dado que ocorreu um aumento até o tempo t.

Para obter a equacéo de primeiro momento que permite correlacionar com a
média, e a equacdo de segundo momento que se assemelha com a variancia a
partir da equacao forward descrita acima, é necessario utilizar o que é denominado
como Funcédo Geradora de Momento, que é definida na equacéo (4):

[ee]

Fi(s,7,t) = z Py (r,0)s*  Is|<1 (@)
k=0

h(s,t)zzpj(k)sf Isl<1  (5)
=0

Em que s € uma variavel auxiliar. Dessa forma, para gerar a equacao forward
geradora, multiplica-se a equacédo (3) por s, soma todos os k, e realiza o
algebrismo necessario, para obter a equacao geradora forward (Equacéo 6):

OF;(s,7, t) _ 0F;(s,1,1)
— = b(t)(h (s,t) —s) s (6)

A partir da equacao (6), busca-se encontrar a expressdao do primeiro e
segundo momento que se relaciona com a média e variancia respectivamente,
permitindo assim ajustar o0 modelo e aferir com a média dos valores de medicéo de
deslocamento realizados em campo, e assim calibrar o método preditivo.
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Derivando a equacéo (6) em relacdo a s e avaliando em s = 1, encontra-se a
equacao (7):

My (1,8)
a0

oh(1,7)
( ds

- 1> M (7,0), (7)
My (t,t=1)=1i

Derivando novamente em relacdo a s e avaliando em s = 1, encontra-se a

equacao (8):
dM;,(z,t)
—r = @O () = 1)Mz) + (b (M, (1) —m () + DMin)  (8)

My, (t,t = 1) = i?

Em que m; e m, sdo o primeiro e segundo momento dos p;. As equagdes
diferenciais (7) e (8) foram resolvidas analiticamente considerando a metodologia
para solucdo a coeficientes constantes homogénea, com as seguintes condi¢des
iniciais: b, p;, m; e m, constantes, aléem de considerar F;(s,7,t =1) =s";

OF; : ~
M (t,t=1) = a—; (1,7,t = 1), encontrando assim as solugdes para de M;; e M;,:

M;; = i eP(mi=D(E=D) (9

(my—2my+1) (my,—2my+1)
(m;—1) (m—1)

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

eb(ml—l)(t—‘t) (10)

M, = (iz e )eZD(ml—l)(t—‘r) _i

ApoOs obter a equacdo (9) e (10), foi possivel relacionar os dados do
deslocamento da trinca obtidos por marcos topogréficos alocados na encosta com
o modelo matemético gerado, realizando uma correlacéo inicial a partir dos dados
medidos no dia 30/09/2022 e no dia 07/10/2022, definindo o resultado de M;;como
a média dos dados de deslocamento vertical obtidos, e M;, foi igualado a média da
variancia dos dados supracitados. Dessa forma, cria-se um sistema considerando
T=0 e t como o tempo medido em dias partindo do dia 28/09/2022. Para a
modelagem inicial, considerou-se a medicao apos 2 dias e apos 9 dias em relacéo
ao dia 28/09/2022 que foi a data da implementacdo dos marcos na encosta.
Realizando essa relagéo, é gerado um sistema néo linear com quatro equacdes e
trés incognitas:

( ePm=DED = 1,080mm
<(m2 —zm 1)) (m-ne-n _ M2 Z2M D oo (364
(m; — 1) (m; —1)

ePm-DE7) = g 760 mm

((mz -2 myq + 1)) eZb(ml—l)(f—T) _ (mz -2 mq + 1) eb(ml_l)(t_.[) _ 1,684
k .(ml B 1) - - aye (m1 - 1) - - -

Esse sistema foi resolvido utilizando métodos numéricos de otimizacéo
(CHONG; ZAK, 2013) denominados como Golden Search Algorithm e Gradient
Descent, no qual consiste em definir uma funcéo objetiva pelo erro quadratico
médio associado com um gradiente que é obtido realizando a derivada dessa
funcd@o objetiva para a variavel b, m; e m,. A resolugdo utilizando os métodos
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numericos supracitados foi efetuada por implementacdo computacional utilizando
a linguagem Python, encontrando o valor minimo local para cada variavel. Apos
esse passo, foi definido b = 1, encontrando assim os valores de probabilidade m,
e m,, possibilitando realizar a predicdo para os valores de deslocamento médios
(Figura 1), encontrando uma predicdo para deslocamento médio da trinca no dia
30/09/2022 como 1,61 mm e para o dia 07/10/2022 encontrou-se 8,66 mm.
Destaca-se que para esse caso também foi possivel inferir a probabilidade da trinca
aumentar Imm ou 2mm, obtendo uma probabilidade de 93% da trinca ter uma
meédia de progressao de 1mm no dia.
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Figura 1 - Gréfico da predicdo do deslocamento vertical médio da trinca.

4. CONCLUSOES

Foi possivel compreender previamente os valores de deslocamento que a
trinca pode apresentar ao longo do tempo, utilizando a modelagem via processos
estocasticos associado com recursos computacionais, implementando a
modelagem com Python, modelando assim as probabilidades de ocorréncia desses
valores ao longo do tempo, realizando assim a predicdo de deslocamento médio
para 2 dias e 9 dias.
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