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RESUMO

DECIO JUNIOR, Roberto Martins da Silva. Homogeneizacdo Matematica de
Meios Unidimensionais Microperiodicos Lineares e Nao Lineares. 2019. 144 f.
Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduacao
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2019.

O Método de Homogeneizacao Assintética (MHA) tem se mostrado como uma
otima ferramenta para a resolugcao de problemas envolvendo meios com propriedades
rapidamente oscilantes, como os microperiddicos, pois nele o material original € con-
siderado fisicamente equivalente a um determinado material homogéneo (diante de
hipdteses acerca da sua microestrutura), cujos problemas sao mais faceis de resolver.
Neste trabalho, o MHA é aplicado em meios microperiédicos unidimensionais, lineares
e nao lineares. Primeiro foram considerados meios com propriedades continuamente
diferenciaveis, com o objetivo de obter aproximagdes assintoticas para a solugao
exata do problema original, que reproduzam seus comportamentos locais. Tanto
para a linearidade quanto para a nao linearidade, as aproximagdes assintoticas (de
primeira e segunda ordem) se mostraram como boas aproximacoes, percebendo-se
que em determinados casos foi necessario considerar o termo de segunda ordem
para uma reprodugao mais fiel dos detalhes locais da solugdo exata. Depois,
foram considerados meios com propriedades constantes por partes, representando
materiais compdsitos, considerando-se os casos de contato perfeito e imperfeito entre
as fases, agora com o objetivo de avaliar o fluxo efetivo, uma outra aplicacao do
método. O MHA se também se mostrou eficaz para esta determinagao, permitindo
avaliar o comportamento global de diferentes tipos de compdsitos (incluindo lineares
e nao lineares). Por fim, ainda no contexto de compositos, utilizou-se o modelo
nao linear de Volokh para as fases do material, para modelar o seu comportamento
mecanico global. Este modelo traz resultados mais realisticos em comparacao aos
utilizados anteriormente. Observou-se que nesta situacdo o compdsito apresentou
comportamento efetivo que, qualitativamente, seguiu também o modelo de Volokh,
tanto em condicbes de contato perfeito e imperfeito. Diante desses resultados,
concluiu-se que MHA é uma ferramente Util na modelagem do comportamento de
meios microperiédicos em diversas situagoes, que foram ilustradas neste trabalho,
e que mais situagoes devem ser consideradas nos modelos a fim de consolidar os
resultados aqui obtidos.

Palavras-chave: Homogeneizacao assintética, Meios microperiédicos, Materiais line-
ares e nao lineares, Materiais compositos, Contato perfeito e imperfeito.



ABSTRACT

DECIO JUNIOR, Roberto Martins da Silva. Mathematical Homogenization of
Microperiodic Linear and Nonlinear One-dimensional Media. 2019. 144 f.
Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduacao
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2019.

The Asymptotic Homogenization Method (AHM) has been presented as a good
tool for solving problems in media with rapidly oscillating properties, such as micro pe-
riodic media, because in it the original material is took as physically equivalent to a
certain homogeneous material (before hypotheses about its micro structure), whose
problems are easier to solve. In this work, AHM is applied in one-dimensional, linear
and non-linear micro periodic media. First of all, was took the continuously differen-
tiable properties media, with the objective of approaching the asymptotic ones to an
exact solution of the original problem, which reproduced their local behaviors. For both
linearity and non-linearity cases, the asymptotic approximations (first and second or-
der) was presented as good approximations, it was observed that in some cases were
determined with the second-order term for a more faithful reproduction of the local de-
tails of the solution accurate. Afterwards, was took the constant in parts media, that
is a composite material’s representant, considering the cases of perfect and imperfect
contact between the phases, in order to evaluate the effective flow, another application
of this method. The AHM its proved like effective for this determination, for the different
types of compounds (including linear and non-linear ones). At the end, in the context
of composites, the non-linear Volokh model was used for the phases of the material
to model its global behavior. This model presents more realistic results compared to
the one used previously. It was observed that this situation, the composite presented
an effective behaviour, in a qualitative way, also followed the Volokh model, both in
conditions of perfect contact and imperfect. The final result is that AHM is a useful
measure in modeling the behavior of micro periodic media in several situations, which
were illustrated in this work, and that the more situations should be used in models to
consolidate the results obtained here.

Keywords: Asymptotic homogenization, Microperiodic media, Linear and nonlinear
materials, Composite materials, Perfect and imperfect contact.
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1 INTRODUCAO

1.1 Conceitos iniciais

Materiais heterogéneos podem ser considerados como aqueles formados pela
unido de dois ou mais materiais homogéneos (os quais serdo chamados de suas fa-
ses), como no caso dos compdsitos (Figura 1a); ou pelo mesmo material, mas com
caracteristicas cristalograficas diferentes, (TORQUATO, 2001) (Figura 1b); ou ainda,
gue apresentam uma transi¢ao gradual em suas propriedades, os materiais funcional-
mente graduados (SADD, 2014) (Figura 1c).

(a) Composito (b) Policristal

(c) Material funcionalmente graduado

Figura 1: Principais tipos de materiais heterogéneos (do autor).

Exemplos de tais materiais podem ser encontrados tanto na natureza (solo, rochas,
madeira, 0ss0s, sangue, etc), como em materais manufaturados (concreto, materiais
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reforcados por fibras ou particulas, emulsoes, plasticos, etc). A microestrutura destes
materiais, que € a estrutura na escala das heterogeneidades, tem um papel importante
no seu comportamento fisico macroscopico. De fato, tal comportamento depende dos
fendbmenos fisicos que ocorrem na escala microscopica, a qual pode ser da ordem
de nan6metros (no caso de géis) ou até metros (se tratando de rochas ou outro meio
geoldgico) (TORQUATO, 2001). Desta forma, € extremamente necessario conhecer
as relagOes existentes entre a microestrutura e as propriedades fisicas do material.

Entretanto, quando apresentam microestrutura complexa, a avaliacao de tais
relagdes fica muito dificil. Devido a isso, é usual considerar apenas uma por¢ao do ma-
terial cuja estrutura e comportamento representem satisfatoriamente o material como
um todo (ZEMAN, 1999). A esta amostra se da o nome de Elemento Representativo
de Volume (ERV). Logo, o material heterogéneo original € representado de forma apro-
ximada por uma replicagao periédica do ERV, e assim a média volumétrica calculada
sobre todo o corpo equivale a calcula-la apenas sobre o ERV (ZEMAN; SEJNOHA,
2001). E por isso, é relevante o estudo de estruturas periodicas.

Neste trabalho o foco sera dado aos materiais periddicos em relagao a microestru-
tura, caracterizando-se assim uma microperiodicidade. A existéncia da microestrutura
significa que a hipdtese de separacao de escalas estrututurais € satisfeita, isto €, a
escala microscépica € muito menor que a escala macroscoépica. Tal separagao € ca-
racterizada por um parametro pequeno ¢ > 0, que pode ser tomado como a razao de
um comprimento [zry, caracteristico do ERV, pelo comprimento [ do material como
um todo, ¢ < 1. Além disso, sera considerado que a hipétese do continuo é satisfeita,
ou seja, a escala microscopica (a partir da qual o material é considerado continuo)
€ muito maior que a escala atbmica/molecular, em que a matéria € naturalmente dis-
creta. Tais ideias sao ilustradas na Figura 2.

4

Escala Macroscopica  Escala Microscopica Escala Atémica

Figura 2: Separacao de escalas (do autor).

Diante dessas duas hipoteses, as equacgdes diferenciais envolvidas na modela-
gem do comportamento fisico desta classe de materiais apresentarao coeficientes
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rapidamente oscilantes em relagdao a macroescala. Isto dificulta a resolucao através
da aplicacao direta de métodos numéricos usuais (como Diferencas Finitas ou Ele-
mentos Finitos), ja que as malhas teriam que ser tomadas tao finas quanto menor
for o parametro ¢, para que se acompanhe com precisao a oscilagao rapida dos
coeficientes. Por outro lado, como consequéncia dessas duas hip6teses garante-
se que a hipotese de homogeneidade equivalente seja satiseita, e o material po-
dera ser considerado macroscopicamente homogéneo. Mais precisamente, o mate-
rial micro-heterogéneo sera fisicamente equivalente a um determinado material ho-
mogéneo ideal, cujo comportamento fisico € modelado por equagdes diferenciais com
coeficientes constantes. Assim, as propriedades macroscopicas (ou efetivas) do ma-
terial heterogéneo original serao as propriedades do material homogéneo equivalente
(PANASENKO, 2008). O processo de obtencao deste material equivalente chama-se
de homogeneizacao. Claramente, as equacoes diferenciais para os materiais hete-
rogéneo e homogéneo equivalente sao complementadas por condigdes de contorno
ou iniciais (e ainda de contato, no caso de compdsitos), definindo assim os chama-
dos problemas original e homogeneizado, respectivamente. Assim, do ponto de vista
matematico, a homogeneidade equivalente significa que a solugao «¢ do problema ori-
ginal seja e-préxima da solugao v, do problema homogeneizado com relagao a norma
do espaco de fungdes em que elas sao procuradas. Em outras palavras, a sequéncia
{ue}se(o,l) de solucoes da familia de problemas originais indexada por ¢ tende para
a solucao v, do problema homogeneizado quando ¢ — 0" na norma do espaco de
fungbes correspondente (Figura 3).

Material Material Homogéneo
Micro-heterogéneo Equivalente

| e-0 i

Figura 3: Hipotese de Homogeneidade Equivalente (do autor).

Tradicionalmente, aparecem duas aplicacdes da homogeneizacao: determinar o
comportamento efetivo do material heterogéneo (através do comportamento do mate-
rial homogéneo equivalente), e encontrar uma aproximacao satisfatoria para a solugao
do problema original, resolvendo o problema referente ao material homogéneo equiva-
lente (o problema homogeneizado). A primeira aplicagao tem a ver com as proprieda-
des intrinsecas do material heterogéneo, das quais dependem a sua forma de reagir
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as influéncias externas. Ja a segunda é a reagao de fato do material heterogéneo a
tais influéncias, sejam elas de natureza mecénica, térmica ou eletromagnética. Neste
trabalho serao abordados estes dois usos.

Dentre os varios métodos de homogeneizagdo matematica, neste trabalho
emprega-se o Método de Homogeneizacao Assintotica (MHA) (BAKHVALQOV; PANA-
SENKO, 1989), o qual considera uma aproximacao assintotica da solugdo exata do
problema original, em forma de série de poténcias de ¢ e em dupla escala (macro e
micro). Ao aplicar esta série assintotica no problema original, obtém-se uma sequéncia
recorrente de problemas para os coeficientes das poténcias de ¢, que dardao origem
a problemas locais cujas solugcdes serdao os termos da série assintotica. O MHA é
relevante quando o material apresenta microestrutura periddica, e permite estudar
fenébmenos de diversas naturezas, como vibragdes elasticas, fluxo de calor, difusao,
interacdes fluido e estrutura, oscilacdes eletromagnéticas, dinamicas populacionais,
entre outros (mais detalhes na secaao 1.2 da revisao bibliografica). Entretanto, pode
ser estendido para casos onde nao se tem periodicidade, através do método de dois
espacgos (KELLER, 1980). Dentre suas vantagens, destacam-se os fatos de apresen-
tar baixo custo computacional no uso de métodos numéricos para resolver os pro-
blemas da sequéncia recorrente, e produzir boas aproximacoes da solugao exata do
problema original.

Tradicionalmente, é utilizada a solugao assintotica de primeira ordem (a série as-
sintética truncada na primeira poténcia de ¢) para aproximar a solugcao exata do pro-
blema original, por esta também apresentar c-proximidade e incluir informagao mi-
croscopica. Contudo, em determinadas situacdes esta assintética nao consegue re-
produzir alguns detalhes locais da solucao exata do problema original, sendo ne-
cessario entao considerar solugoes assintéticas de ordem superior (SU et al., 2011a,b;
DONG; CAOQ, 2014).

Por outro lado, consideravel progresso tem sido obtido com a aplicagao de métodos
de homogeneizagao matematica nos casos em que o material heterogéneo apresenta
comportamento linear, por exemplo a Lei de Hooke no caso mecanico, a Lei de Fou-
rier no caso térmico e a Lei de Nernst para o fluxo de particulas de um gas (mo-
delos matematicamente equivalentes (HASHIN, 1983)). Entretanto, existem muitos
fenémenos fisicos de natureza nao linear, os quais ndo podem ser estudados através
de modelos lineares, por exemplo: plasticidade, viscoelasticidade, hiperelasticidade,
eletrostricdo, magnetostricdo, termoplasticidade, entre outros (PONTE-CASTANEDA;
SUQUET, 1998). Ainda como exemplo de nao linearidade, tem-se um modelo para
hiperelasticidade com amolecimento, o0 modelo de Volokh (VOLOKH, 2007), o qual
ajusta o modelo linear tradicional (Lei de Hooke) a fim de trazer resultados mais
proximos do comportamento mecanico real de um material. Dessa forma, procura-
se entao obter, para materiais nao lineares, resultados tao proeminentes quanto os
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obtidos para os casos lineares.

Outra peculiaridade € o caso dos compositos que apresentam imperfeicdes na
interface das suas fases. A maioria da literatura existente considerava que os materiais
constituintes eram perfeitamente ligados, implicando na continuidade da solucao do
problema nesta interface (HASHIN, 1983), sendo esta uma situacao ideal em relacao
ao que ocorre realmente. Na pratica, a adesao entre as fases do material nao satisfaz
essas condicoes, fazendo-se entao extremamente necessario considerar condicoes
de descontinuidade (ou de contato imperfeito) nos problemas que modelam algum
fenébmeno nestes materiais. De fato, algum contato elétrico ou térmico na interface
pode diminuir consideravelmente a respectiva condutividade efetiva de algum material,
ou algum descolamento entre as fases, prejudicar o comportamento elastico efetivo do
compésito (TORQUATO; RINTOUL, 1995).

Essas imperfeicoes estruturais podem ser compreendidas tanto sob o ponto de
vista estrutural e morfoldgico ou puramente mecanico, sendo algumas das causas en-
contradas na literatura (LIPTON; VERNESCU, 1996; LEVY NETO, 2012): ocorréncia
de processos quimicos na interface (como oxidagao), caracteristicas da microstrutura
como atragao eletrostatica entre as fases, problemas na adesao mecanica dos materi-
ais devido a presenca de porosidades ou rugosidades na sua superficie, entre outros.

Neste trabalho, de forma geral, pretende-se aplicar o MHA em meios micro-
periddicos, unidimensionais, lineares e nao lineares para: (i) encontrar solucdes as-
sintéticas de primeira e segunda ordens para problemas de valores de contorno, com
coeficientes continuamente diferenciaveis, pretendo-se assim integrar e generalizar-se
os estudos realizados em LEITZKE (2017) e LIMA (2016); (ii) determinar a lei efetiva
em problemas de valores de contorno com coeficientes constantes por partes, sob
condicdes de contato perfeito e imperfeito, fazendo ainda o estudo de um caso es-
pecifico de nao linearidade, com relevante significado fisico: o Modelo de Volokh.

1.2 Revisao bibliografica

Materiais heterogéneos tém sido objeto de vasto estudo de cientistas (ma-
tematicos, fisicos, engenheiros, etc) ha aproximadamente dois séculos (KACHANOV;
SEVOSTIANQV, 2013). Os primeiros trabalhos sobre o assunto datam do inicio do
século XIX, com o estudo das propriedades dielétricas e magnéticas efetivas de meios
homogéneos com inclusdes esféricas, envolvendo notaveis cientistas como POISSON
(1824), FARADAY (1838), MAXWELL (1873), LORENZ (1880), RAYLEIGH (1892),
entre outros. No século XX, inicia-se o estudo das propriedades mecanicas destes
materiais, com o trabalho de Einstein (EINSTEIN, 1906), onde é determinada a vis-
cosidade efetiva de um liquido com microparticulas esféricas em suspensao. A partir
destes, houve uma explosao na literatura sobre o assunto, devido ao desafio e a ri-
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gueza de resultados envolvidos nos problemas referentes a estes materiais, e também
a sua importancia tecnologica (TORQUATO, 2001).

O MHA surge mais tarde, tendo, como trabalhos pioneiros e norteadores, os
de SANCHEZ-PALENCIA (1970), SANCHEZ-PALENCIA (1980), DE GIORGI; SPAG-
NOLO (1973), MARCHENKO; KHRUSLQV (1974), BAKHVALOQV (1974), BAKHVALOV
(1975a), BAKHVALOV (1975b), OLEINIK (1975), BERDICHEVSKY (1975), BABUSKA
(1976a), BABUSKA (1976b), BABUSKA (1976c), BENSOUSSAN; LIONS; PAPANI-
COLAU (1978), CHRISTENSEN (1979) e BAKHVALOV; PANASENKO (1989). Atual-
mente, o método tem sido aplicado com sucesso em problemas das mais diversas
naturezas e aplicagdes, mostrando sua versatilidade e eficacia. Alguns exemplos in-
teressantes serao comentados a seguir.

Aplicagbes na determinagdo de propriedades mecéanicas sao encontrados em
abundancia na literatura, como em FRANCFORT; MURAT (1986), LEE; GHOSH
(1999), KAMINSKI (2008) e PENTA; GERISCH (2017), onde o MHA ¢é aplicado na
determinacao do tensor elastico efetivo para diferentes geometrias e tipos de mate-
riais. Fendmenos de natureza mista também sao estudados com o MHA, como em
WAN; FAN; YU (2013) onde sao estudadas as caracteristicas eletro-mecanicas de
um filme piezoelétrico celular, ou em SHABANA; WANG (2013) onde sao avaliadas
propriedades termoelasticas de matrizes poliméricas refor¢gadas por nanofibras.

O método também é aplicado em problemas envolvendo a mecanica de fluidos.
Em DIMITRIENKO (1997), a fim de obter a expressao para a transferéncia de massa
que ocorre no fluxo de gas em um meio poroso, determinaram-se os coeficientes
efetivos de permeabilidade, elasticidade e expansao térmica (entre outros). Em LE-
MAIRE et al. (2013), o fluxo de nutrientes em estruturas 6sseas é estudado através
da difusao eletromecanica efetiva, obtida via MHA, considerando um meio poroso com
canais muito finos. Outra aplicagao interessante € em problemas envolvendo difusdo
ecoldgica, nos quais a complexidade natural dos ambientes reais torna possivel (e ne-
cessaria) a aplicagcao de métodos multiescala, inclusive do MHA. Em GARLICK et al.
(2011), o método € utilizado em um modelo de difusdo simples para uma espécie
de veado, e em DUNCAN et al. (2017), para determinar a taxa de espalhamento de
plantas invasivas.

Por outro lado o método pode ser aplicavel ainda em fendémenos envolvendo a
classe dos metamateriais (ROHAN; NAILI; NGUYEN, 2016), caracterizados por apre-
sentarem propriedades que nao sao encontradas na natureza, obtidas através de mi-
croestruturas minimamente idealizadas. Como exemplo, tem-se os polimeros quirais,
cujo estudo tem se intensificado nos ultimos anos, dado seu potencial de aplicagao no
ramo de metamateriais com indice de refracdo negativo (NOWACKI et al., 2017). Em
FIETZ (2013), tem-se o MHA aplicado no estudo do comportamento de um compasito
bifasico, cujo um dos constituintes apresenta quiralidade, podendo representar assim
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a presenca de uma matriz polimérica quiral no material.

Tratando-se ainda da versatilidade do método, além de ser aplicavel em problemas
de diversos contextos, o MHA produz resultados satisfatérios também em diferentes ti-
pos de microestruturas, por exemplo: compoésitos multilaminados (SIXTO-CAMACHO
et al., 2013), em meios porosos (SVIERCOSKI; TRAVIS; HYMAN, 2008), ou ainda em
casos unidimensionais. Este ultimo, por mais que parega simples, se faz importante
pois, além de representar muitos fendbmenos que ocorrem em uma dimensao, serve
de base para casos multidimensionais mais complexos e fornece resultados analiticos
que dificilmente sdo obtidos nos outros casos. E o que ocorre nos seguintes traba-
lhos: CHAPMAN; MCBURNIE (2011) e PERALTA et al. (2016). Neste ultimo, que
trata do comportamento mecéanico de pecas de alvenaria, além de se utilizar exem-
plos unidimensionais para obtencao de resultados analiticos, sao realizados testes de
compressao cujos resultados validam aqueles obtidos via MHA.

Sobre as aproximacgdes assintoticas consideradas na aplicagao do MHA, os traba-
lhos de SU et al. (2011a), SU et al. (2011b) e DONG; CAO (2014) trazem resultados
interessantes sobre considerar termos de ordem superior. Em SU et al. (2011a) foi
obtida uma aproximagao para a solucao de uma equacao parabdlica com coeficientes
rapidamente oscilantes através do MHA, e em SU et al. (2011b), através de elementos
finitos mostrou-se que sé a assintética de segunda ordem reproduziu detalhes locais
da solucao do problema original. Resultado similar foi encontrado em DONG; CAO
(2014), onde aplicou-se 0 MHA para a equacao da onda em um dominio perfurado,
obtendo-se também que o termo de ordem 2 da assint6tica foi necessario para apro-
ximar melhor a solucao exata do problema.

Atengao tem sido dada também aos materiais com comportamento nao linear,
como em: KILIC; HAJ-ALI (2003), MERODIO; OGDEN (2005), SONG; GAO; LI
(2015) e PADMANABHAN; PRABU; ALI (2018), onde surgem importantes resulta-
dos que relacionam a nao linearidade com o comportamento global do material. In-
clusive, com a aplicacdo de métodos de homogeneizacdo matematica, como em:
PONTE-CASTANEDA; WILLIS (1999), IDIART; PONTE-CASTANEDA (2003), KHISA-
EVA; OSTOJA-STARZEWSKI (2007), TRAN; MONCHIET; BONNET (2014) e PEREZ-
FERNANDEZ et al. (2018). Em KHISAEVA; OSTOJA-STARZEWSKI (2007), por exem-
plo, ao aplicar homogeneizacdo em materiais micro-heterogéneos com propriedades
termoelasticas nao lineares, constata-se que as formulacdes local e efetiva da energia
nao coincidem, o que ocorre no caso da linearidade infinitesimal. Resultados novos e
desafiadores assim reforcam a importancia de se estudar materiais que apresentam
comportamento nao linear.

Em relagao a imperfeicdo na interface, muitos resultados publicados vém mos-
trando a importancia de considerar esta caracteristica nos problemas envolvendo
compésitos, dada a sua influéncia no comportamento local e macroscépico. Em
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BRAVO-CASTILLERO et al. (2001); LOPEZ-REALPOZO et al. (2008); LOPEZ et al.
(2013); LOPEZ-RUIZ et al. (2015); PENTA; GERISCH (2017) os resultados sao obti-
dos de forma teodrica considerando esta imperfeicado nos problemas que modelam o
comportamento fisico destes materias. Ja em GAO et al. (2012); MARA; BEYERLEIN
(2014); ROHINI; KATTI; BOSE (2015), a influéncia do contato imperfeito entre as fases
€ avaliado experimentalmente, onde o tipo de imperfeicdo é variado de acordo com o
processo de fabricagcao das pegas utilizadas nos testes.

Teoricamente, o caso de contato imperfeito tem sido abordado praticamente de
duas formas: considerando a interface como uma outra fase, com caracteristicas in-
termediarias entre as das fases vizinhas (como em ANDRIANOV; TOPOL; WEICHERT
(2011)), ou entao considerando condi¢cdes de contato para a solugao do problema e
o respectivo fluxo, que representam o “salto” realizado pela respectiva grandeza ao
passar pela interface (como em ALVAREZ-BORGES et al. (2018)). Surgindo em dife-
rentes contextos, pode ser interpretada como um capacitor que gera uma diferenca de
potencial em um contexto eletro-mecanico, uma barreira no fluxo de um fluido em um
meio poroso, ou entdo uma barreira térmica entre as fases do material

1.3 Objetivos

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo geral de utilizar o MHA em problemas
de valores de contorno referentes a meios microperiddicos e nao lineares, em duas
situacoes principais:

1. Problemas cujas equagoes, lineares ou nao lineares, apresentam coeficientes
continuamente diferenciaveis, a fim de obter aproximacdes da solucao exata do
problema original;

2. Problemas cujas equacoes, lineares ou nao lineares, sob condi¢cdes de contato
perfeito ou imperfeito, apresentam coeficientes constantes por partes a fim de
obter estimativas do fluxo efetivo do meio.

Assim, foram tragados os seguintes objetivos especificos, para o objetivo geral 1:

e Resolver analiticamente o PVC original, com coeficientes continuamente dife-
renciaveis, para o caso da relagao constitutiva linear;

e Aplicar o MHA neste PVC, formular e resolver os problemas locais e homoge-
neizado, a fim de encontrar de forma analitica as solucdes, e determinar as
aproximacoes assintoticas de ordens 1 e 2;

e Aplicar o MHA ao caso da relagdo constitutiva nao linear de forma genérica;
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e Obter os problemas locais e homogeneizado, garantindo existéncia e unicidade
das respectivas solugoes;

e Considerar um exemplo de nao linearidade a fim de resolver os problemas, e
determinar as solugdes assintoticas de primeira e segunda ordens;

e Atraves de implementagdes numéricas, avaliar o erro destas aproximagdes com
a solugao exata do problema original obtida de forma analitica no caso linear, e
numérica no caso nao linear; para investigar a influéncia do termo de segunda
ordem da solugao assintética.

E para o objetivo geral 2:

e Resolver analiticamente o PVC original com coeficientes constantes por partes,
contato perfeito e relacao constitutiva linear;

e Aplicar o MHA neste PVC, formular e resolver os problemas locais e homoge-
neizado, a fim de encontrar de forma analitica as solugoes, e determinar as
aproximacgoes assintoticas de ordens 1 e 2;

e Utilizar o desenvolvimento do método neste caso para determinar uma férmula
para o fluxo efetivo do meio;

e Aplicar o MHA neste PVC linear, mas com contato imperfeito entre as fases, e
utilizar do desenvolvimento do método para determinar uma formula para o fluxo
efetivo do meio, comparando com os resultados de contato perfeito;

e Aplicar o MHA ao caso do PVC com coeficientes constantes por partes, contato
perfeito e relacdo constitutiva nao linear de forma genérica;

e Obter os problemas locais e homogeneizado, garantindo existéncia e unicidade
das respectivas solucoes;

e Utilizar deste desenvolvimento do método para determinar o fluxo efetivo no
meio;
e Considerar exemplos de nao linearidade na relacdo constitutiva motivadas por

situagOes fisicas reais, a fim de determinar o fluxo efetivo nestas situagoes;

e Aplicar o MHA a este PVC nao linear, mas com contato imperfeito, e utilizar do
desenvolvimento do método para determinar uma férmula para o fluxo efetivo do
meio, comparando com os resultados de contato perfeito;

e Explorar os resultados obtidos com a aplicagcdo do MHA, para um composito
bifasico, nao linear, cujas fases seguem o modelo de Volokh.



2 INTRODUCAO AO METODO DE HOMOGENEIZACAO AS-
SINTOTICA

2.1 Conceitos e ideias preliminares

2.1.1 Descricao Matematica de um meio microperiddico unidimensional

Como meio unidimensional pode-se idealizar uma barra de comprimento [, repre-
sentada por um intervalo [0,/] ¢ R. Sendo uma estrutura microperiédica, ou ainda,
e-periodica (com 0 < ¢ <« 1), tera como ERV (ou célula periddica ou basica) o in-
tervalo [0,¢]. As propriedades do material (elasticidade, condutividade térmica, etc)
serdo representadas por fungdes K (z/c), claramente também c-periddicas. A partir
de agora, sera considerada a seguinte notacao para as fungdes que dependam de ¢:
Fe(x) = F (z/e). Logo, escreve-se K¢ (z) no lugar de K (z/¢).

Abaixo, ilustra-se o seu comportamento rapidamente oscilante tomando

K (g) =1+ isen(%rg) , (2.1)

para alguns valores de «.

M

Figura 4: llustragao do comportamento rapidamente oscilante de um coeficiente
K (%) =1+ jsen(2n2).

==1/2
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A separacao de escalas se dara da seguinte forma: = sera a variavel global ou
lenta, caracteristica da macroescala, enquanto que y = Z, sera a variavel local ou
rapida, caracteristica da microescala. Sendo assim, a célula basica [0, ¢| sera equiva-
lente ao intervalo [0, 1] na microescala. Na Figura 5, estao ilustradas as ideias até aqui
explanadas.

Célula Periddica

X

»y=XIE

Figura 5: Meio microperiédico unidimensional com propriedade funcionalmente gradu-
ada (do autor).

Outro aspecto importante de se esclarecer € o do operador média. Considerando
uma grandeza p*(z), e-periodica e continua em [0, ], o seu valor médio neste dominio
sera:

1 l

! / o (2)ds (22)
L Jo
Porém, é visto que diante da condi¢cao de e-periodicidade, tem-se [ = ne para algum
n € N. Logo, obtém-se para a média em (2.2):

i [ e =2 [, 23

ou seja, a média sobre todo 0 meio equivale a média sobre a célula basica (integral
da direita em (2.3)).

Fazendo-se agora uma mudanga de variavel para y = z/¢, a média se reduz a
integral

1
/0 p(y)dy . (2.4)
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Assim define-se o operador média sobre a célula basica como (.), ou seja,

<>=A{@. (2.5)

2.1.2 Ordem

Sejam B.(€2) um espago normado, e u(z,e) € B.(2), com Q C R, cuja norma
|u(z,€)||s.o) € definida para cada ¢ > 0, suficientemente pequeno. A notagéo
|u(z,e)||p.) = O(eN), para algum N € N, enquanto ¢ — 0" na norma de B.(f2),
significa que existem constantes A, ¢, > 0, tal que |ju(z,¢)|/p. () < A" para todo
e € (0,50), 0 que em outras palavras quer dizer que u(z, <) é da ordem de £”.

2.1.3 Expansao assintotica e solugao assintotica formal

Uma expansao assintotica (EA) de uma funcao u(z,¢) (u :  — R) € uma série
assintotica (ndo necessariamente convergente), na forma

u(,2) ~u (2,) = 3 b .2, 256)
k=0

com ug(z,e) € B.(2), onde VN € N, existe M(N) > 0 tal que, Vm > M,

lu(z, &) = u™ (2, )| .2y = O(Y), (2.7)

na norma de B.(Q2) quando ¢ — 0". Ou seja, € possivel aproximar a fungao u(z,¢)
com um erro da ordem de ¢V, tomando um certo nimero m (> M(N)) de termos da
sua EA.
Agora, seja L. um operador diferencial que opere de B;.(Q2) para B,.(f2) (ambos
espacos normados), e a equacao
Lou=f, (2.8)

com f(x,e) € By.(Q2). Denota-se por solugao assintotica formal (SAF) de (2.8) a série
assintética u(z, ) = >°0° cfug(z,e) € B1(Q) tal que VN € N, existe M(N) > 0 tal
que, Vm > M,

|Leu™ = fll i) = O(E), (2.9)

na norma de B,.(f2) quando ¢ — 07.

E visto que os conceitos de EA e SAF sdo semelhantes, entretanto, tratam de
ideias diferentes. Pode-se dizer que a diferenca esta no fato que uma EA trata de
aproximar uma funcao através de uma série, com um erro de determinada ordem, e
uma SAF, aproximar a solucdo de uma determinada equacao diferencial. Entretanto,
nao se pode dizer sempre que ao considerar uma SAF, esta sera uma EA da solucao
do referido problema.
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No caso em que L. linear, por exemplo, tal propriedade é garantida caso se tenha
uma estimativa' do tipo ||u|p,.q) < 1% f|| B,. (), ONde ¢; > 0 € ¢, SAo constantes que
nao dependem de =. Neste caso, segue da SAF em (2.9) que VN € N existe M > 0
tal que ||u — u'™||5,. = O(eV), com ¢ — 0%, Vm > M. Ou seja, a SAF é uma EA da
solucao exata do problema (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

2.1.4 Introducao ao formalismo do MHA

O MHA aqui considerado se baseia em considerar uma SAF em dupla escala para
a solucao exata u© de um PVC, na forma:

u™ (z,e) = Z efu (2,7), (2.10)
k=0

com y = z/e, ug(z,y) € C3(Q), w (z,y) € C?(Q) para k > 1, 1—periddicas em y
(devido a e-periodicidade), e 2 0 dominio considerado.

Ao assumir esta SAF para algum problema com equacgoes diferenciais, passa-se
a trata-lo em duas variaveis, sendo necessario considerar nas derivagoes a regra da
cadeia. A saber, para uma fungdo de duas variaveis F' (hy, hy), com hy = hy(x) e
ho = hs (), tem-se (ILYIN; POZNYAK, 1982):

OF _ OF Ohy,  OF 0hy

or _ . 211
oz~ Oh, 0x | Oh, Oz (211)

Considerando entao u; (x,y), onde = e y sao fun¢des de z, da regra da cadeia em
(2.11) obtém-se que:
Ouk Ouk _1 6uk
Tk Tk il 2.12
ox ox te dy ( )
A fim de mostrar como se procede no MHA, nos problemas deste trabalho, sera
considerada a equacao eliptica que modela o estado estacionario de um fenébmeno

difusivo e unidimensional, em um meio micro-heterogéneo, a saber,

% {Us (x CZL;)] (), (2.13)

onde u¢, a solugao, é variavel do tipo densidade, e ¢¢, do tipo fluxo. Além disso, se
tratando de um caso em que a relagao constitutitva para o fluxo € linear, tem-se:

af( dua) S (2.14)

ot dx dz’

onde K¢ é o coeficiente rapidamente oscilante da equacao. Para cada fendmeno

'Se faz interessante comentar que n&o existe tal estimativa generalizada para problemas elasticos
bi e tridimensionais. Mas no caso unidimensional, pode-se aplicar esta (WHEELER, 1996).
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difusivo, u®,0° e K¢ terao um sinificado fisico especifico, dos quais estao citados os
principais na Tabela 2.1.4, conforme HASHIN (1983):

Tabela 1: Significado fisico dos principais termos da equacao difusiva para diferentes

contextos de aplicagao.

Contexto o° u® du® /dx K¢

Mecanico Tensao de Deslocamento Deformacao Rigidez
deformacéao

Conducao Fluxo de calor Temperatura Gradiente Condutividade

térmica térmica

Condugao Corrente Potencial Campo Condutividade

Elétrica elétrico elétrico elétrica

Eletrostatica Inducao Potencial Campo Permissividade
elétrica elétrico elétrico elétrica

Magnetostatica Inducao Potencial Campo Permeabilidade
magnética magnético magnético magnética

Detendo-se no caso linear (equacao (2.16)) nesta secao, sera tomada uma notacao
para um operador diferencial, que simplificara consideravelmente as grandes ex-
pressoes que surgirao no desenvolvimento da metodologia, sendo esta:

0
Lop () = S

(K v) 80—(5)

>, a, B € {z,y}.

Agora, toma-se uma porcao finita da SAF de «*, como

U’(m)<x7 5) = Z gkuk (ZE, y) )
k=0

(2.15)

(2.16)

com m € N e aplica-se em (2.13). No momento, os detalhes do procedimento serao
omitidos, a fim de mostrar de forma mais breve o funcionamento do método. Entao, uti-
lizando a regra da cadeia (2.12), e organizando os termos de acordo com as poténcias
de ¢, obtém-se a seguinte expressao:

Lmu(m) —f(z) = g7 (Lyyuo) + e’ (Lyyur + Layuo + Lyzuo) +
+&0 (Lyyus + Lyyuy + Lyguy + Lygug — f(x)) +

51 (Lyyu3 + nyu2 + Lyxu2 + La:x“l) + ) (21 7)

+...+ €i (Lyyqu + nyuzqu + Lyxuiﬂ + waul) + ...+

+€m—1 (Lwyum + Lyzum + Lxmum—l) + 5mLxmum
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com i € N. Lembrando do conceito de SAF, observa-se que para ™ cumprir (2.9), é
necessario que coeficientes das poténcias de £ com expoente menor que m — 1 sejam
nulos, incluindo os das poténcias que nao tendem para 0 quando ¢ — 0", para dai
ter-se que:

[ Laoul™ = f (2) || 3oy = O (€™ 71) . (2.18)

Dessa forma, tera-se que N = m — 1, logo, tomando M (N) = N + 1 conclui-se que
YN eN,IM(N)=N+1>0: ¥m>M = |[Lu™ — f(2) i) =0 (V). (2.19)

Especificamente, (2.16), sera uma SAF se existirem wu(x,y) 1-periédicas em y que
satisfacam as seguintes condigdes:

e? ¢ Lyug=0, (2.20)
et Lyup = —Lyzug — Lyyuo, (2.21)
e % ¢ Lyus=—Lyyus — Lyuy — Lygug — f (), (2.22)
el o Lyus=—Lyus — Lyus — Lyuy, (2.23)
€ ‘ Lyyui+2 = _nyui+1 - Lyxui—i-l - ancuia (224)
e ™2 ¢ Lyum-2=—Lyyum_1 — Lyztp 1 — Lygliy,_a, (2.25)

as quais formam uma sequéncia recorrente de equacoes diferenciais, de onde obtém-
se os termos u;(x,y) (¢ = 1,...,m) da SAF considerada em (2.16).

Na pratica, geralmente é considerada uma SAF de segunda ordem, ou seja,
u® (x,7). Isto acontece porque, observando as equagdes, é necessario considerar
a poténcia 2 na SAF para que se tenha a equacéo (2.22), pois é desta que extrai-se o
problema para encontrar uq(z, y), como sera visto mais adiante. Nas proximas segoes,
onde o MHA sera aplicado a diferentes casos, tais conceitos serdo explanados com
mais detalhes, assim comos serao mostrados os detalhes dos calculos dos principais
resultados da aplicacao do MHA.

2.2 Aplicacao do MHA no caso da Equacao de Difusao esta-
cionaria, linear, com coeficiente continuamente diferenciavel
2.2.1 Caracterizacao do problema e Solucao Analitica

Sera considerado um PVC para a equacao eliptica em (2.13), o qual sera chamado
de Problema Original (Py), a saber:
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d . du®
) @[K (2) dx]—f(x),xE(O,l) .
o - ue‘x:O =q ) ( . )
u€|a::l = g2

onde K¢ (x) € C'([0,1]), e-periédico em =z, positivo e estritamente limitado em [0, ],
além de f (z) € C([0,1]). Sob essas hipdteses, a solucao geral da equagao deste
problema pode ser obtida por integracao direta, chegando-se a:

() = /0 VOS f?d(g Cl} ds + Cs, (2.27)

visto que, pela continuidade de K* (x) e f(z), € garantida a existéncia das integrais
em (2.27).

As constantes de integracao C; e C, sdo obtidas através das condi¢cdes de con-
torno do problema, a saber,

Cy = Uol K:(S)ds} h (92 — g — Ol f;K":—(Z)dtds) ,Ch =gy (2.28)

l
. , 1
Atenta-se para o fato de que da hipétese de K< (z) > 0, terd-se que / Ks—(s)ds > 0,
0

garantido o calculo de C; em (2.28). Sendo assim, através de (2.27) e (2.28), obtém-se
a solugdo exata do P, em (2.26).

2.2.2 Construcao da SAF

Agora, iniciando a abordagem do MHA, propde-se uma SAF em dupla escala para
a solugao u°(x), como em (2.16), porém de segunda ordem, ou seja,

ut ~ U(Z) (‘1.76) = Ug (xvy) + euy (ill',y) + €2U2 (%,y) y Y = ga (229)

onde uy(z,y) sdo 1-peridédicas em y (para k = 0, 1, 2).

O proximo passo é aplicar «(? no problema Py em (2.26). Como sera admitida a
separacao de escalas, as derivadas ordinarias tornarao-se parciais, obtendo-se, pela
regra da cadeia em (2.12):
du®  du®  Ouy  _,0ug Ouy N ouy N 5 Oz Ous

~~ = : 2.
dx dx 8x+€ oy +€8:17 Jy c ox +68y (2.30)
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Considerando agora equacao em (2.26), aplicando a regra de cadeia, obtém-se

5K 3;;;”} — (k@G ) v 5 (k050 +

+ et % K(y)% +e72 aﬁ K(y)% + (2.31)
y y y

-2 (k05«2 5 (03]

- g (RG]« 5 (ko) oo

Agora, subtraindo f(z) em ambos os lados de (2.31), e reorganizando de acordo com
as poténcias de ¢, pode-se escrever

tlr@i]-rw = 2rwi]-rw =2 (kw5e)]+
s g (ko (G 5)) o (kg ) | s es)

[2 o (3 5)) - (r02) -]

+ Ofe) .

Dessa forma, reescrevendo (2.32) na notagao do operador Lz, tem-se

d du®
@] 1@~ e ) 4 Cr 4 Lt L)+ (239

+ £° (Lyyug + Lyyuq + Lyguy + Lyzug — f () +O(e) -

Retomando o que foi explanado na Secdo 2.1.4, a fim de que a SAF u? seja uma EA
da solucao exata do P, em (2.26), € necessario que os coeficientes das poténcias de
e em (refeq: eau6) se anulem. Dessa forma, obtém-se as seguintes equacgdes, para
cada poténcia de ¢

e 2 Lyug=0; (2.34)
et o Lyus + Lyzug + Lyyug = 0; (2.35)
e % ¢ Lyyus+ Lyyus + Lyguy + Lyzug — f(z) = 0. (2.36)

Satisfazendo as equagdes acima, garante-se que «(? é uma EA da solugdo exata
u®. Ou seja, encontrando ug, u; € ug, solucées 1-periddicas em y destas equacoes,
obtém-se uma solucao aproximada tal que

1Lowt'® — f (2) llczo = O(e), (2.37)
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conforme foi discutido na Segéao 2.1.4.
Analisando agora o problema para e2 em (2.34), tem-se

0 8“0 .
5 (F05y)] - e
observando-se dai que K(y)%—z;o nao depende de y, logo
K 2™ — o) (2.39)
y ay - 9 .

e da hipdtese de K¢ (x) > 0, sera possivel isolar dug /0y em (2.39), obtendo

duy  C(a)
oy  K(y)

(2.40)

Aplicando agora o operador média em (2.40), tera-se

! 8”&0 ! 1

Da integral da esquerda, pela 1-periodicidade de uy em y, tem-se

! 8u0
—dy = ug|y—1 — Ug|y—o = 0, (2.42)
/0 By Y O‘y 1 O‘y 0
levando ao fato de que C'(x) fol (K(y))~"dy = 0. Disto segue que C(z) = 0, pois sendo
K(y) > 0,tem-se (K1) > 0.

Dessa forma, de reescrever (2.40), agora considerando C(z) = 0, conclui-se que

) =0, (2.43)
dy
ou seja, up ndo depende da microescala, e entdo é possivel denotar ug(z,y) = vo(z).
Este é um resultado muito interessante, pois implica que, na construcédo da SAF «?, o
primeiro termo descreve apenas o fendmeno na macroescala do material, ndo sendo
influenciado pela microescala.
Entao, considerando (2.43), as equacgodes (2.35) e (2.36) podem ser simplificadas
Ccomo segue:

e™' ¢ Lyyuy = — Ly, (2.44)
50 : Lyyu2 = _nyul - Lyxul - LmeO + f(l') (245)

As equacoes diferenciais em (2.44) e (2.45) fornecem os termos u; € u, da SAF
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considerada inicialmente. Sendo assim, de forma analoga a P, em (2.26), espera-
se que os problemas para determinar tais fungées tenham condigdes de contorno.
Assim, deve-se aplicar a SAF (2.29) também nas condicdes de contorno de (2.26),
obtendo-se:

U(2) (07 0) = UO(O) + cuy (07 O) + 62152(07 0) ~ Ji1, (246)

u® (z, 1) = wvo(l) + ey (z, 1) + e%uy (z, 1) ~ . (2.47)
g g g

Entretanto, lembrando que ! = ne (n € N), é valido dizer que w (1,%) = u(l, n),
com k = 1,2. Além disso, da 1-periodicidade em y de u;, conclui-se que u(l,n) =
u(l,1) = ug(l,0), e assim wy, (I,1) = w; (1,0), para k = 1,2. Assim, (2.47) pode ser
reescrita como:

vo(l) + cuy (1,0) + 2y (1,0) = go. (2.48)

Observe que as condi¢des de contorno do problema original sejam de ordem ma-
croscopia, por ndo dependerem de ¢, tem-se g1, go = O(1), e entao faz sentido atribui-
las exclusivamente ao termo v, da SAF. Dessa forma, originam-se de (2.46) e (2.48)
novas condi¢cdes de contorno, a saber

v0(0) = g1, vo(l) = g2 ; (2.49)
u1(0,0) = uy (1,0) =0 ; (2.50)

Tomando nesse momento vy(x) como um termo conhecido, formula-se a partir de
(2.44) e (2.50), (2.45) e (2.51), os seguintes problemas:

L = =Lyato (2.52)
ul(0,0) = U (l,O) =0 ’

: (2.53)

u2(0,0) = u2 (1,0) =0

0s quais sdo os problemas para determinar os termos u; € u, de u(?.
Agora, tomando  como um parametro, os problemas acima que envolvem deriva-
das parciais se tornam problemas diferenciais ordinarios, cujo formato é:

d dN
d_y |:K (y) d_y:| = F(y), Yy e (07 1) : (254)
N(O) =0

sendo N(y) a solugéo 1-periédica procurada.
A existéncia (assim como a unicidade) desta solugao é garantida por uma condicao
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necessaria e suficiente. Disto trata o Lema que sera enunciado e demonstrado a
sequir:

Lema 1. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejam K (y) uma fungo 1-periodica, po-
sitiva, limitada e continuamente diferenciaveis em [0, 1], e F(y) continua e 1-periodica.
Entao, uma condicdo necessaria e suficiente para que exista uma solugdo N(y) 1-
periodica da equacao

d dN
Tl - ro) (2.5

éque (F) =0.

Além disso, N(y) é unica a ndo ser por uma constante aditiva, ou seja, N(y) =
N(y) + C, onde N é uma solugdo 1-periddica de (2.55) tal que N(0) = 0, e C é uma
constante arbitraria.

A demonstragdo deste Lema é interessante por trazer detalhes para a
determinacao de N(y) que serao Uteis posteriormente.

Demonstracdo. (Necessidade) Seja N(y) 1-periodica uma solugao de (2.55), de apli-
car o operador média obtém-se:

(s3]

y=0

— (F), (2.56)

e da 1-periodicidade de K(y) e N(y), tem-se que (F') = 0.
(Suficiéncia) Agora deve-se considerar de partida que (F') = 0. Assim, integrando
(2.55), tem-se

(K ) ‘gyv ) o /0 " F(s)ds (2.57)

em que C; = (K (s) 4¥ (s)) L
Lembrando que K (y) > 0, obtém-se de (2.57) que

=y e [Troa). (259

e, por integragao, chega-se a seguinte expressao para N (y):

N(y):/oy (K(s))™" [01+/OSF(t>dt] ds + Cy, (2.59)

em que Cy = N(0).
Da continuidade de K (y) e F (y), € garantida a existéncia das integrais em (2.59).
Assim prova-se a existéncia de N (y). Entretanto, ainda € preciso mostrar que N(y) €
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1-peribdica, ou seja,
N(y+1)— N(y) =0. (2:60)

E interessante observar que, do fato de F (y) ser 1-periédica, para G(y) = JS F(t)dt
tem-se

Gly+1) — Gly) = / " Pt = /0 Fly)dy = (F). (2.61)

Assim, da condicao de partida de que (F") = 0, conclui-se que G(y+1) = G(y), ou seja,
G(y) é 1-periddica. Dessa forma, o integrando em (2.59) também sera 1-periddico,
fazendo com que

N(y+1)—N(y) = <(K(y))1 {01 + /0 ’ F(t)dt} > . (2.62)

A fim de se obter N(y+ 1) — N(y) = 0, pela linearidade do operador média, conclui-se
que

cr=—y (o | [ roal ). (2.63)

sendo entdo esta a definigdo para C; 0 que assegura a 1-periodicidade de N (y).

Por fim, da integragao em (2.58), tem-se uma constante independente C, referente
a respectiva antiderivada no ponto y = 0. Assim, conforme enunciado, tera-se N (y) =
N (y) +C,com C = Cy, e

8= [ @) [~ (wen | [TFow) )+ [ roa] s @es

]

Agora, em posse do Lema 1, é possivel avaliar a existéncia da solu¢ao nos pro-
blemas (2.52) e (2.53). Comegando por (2.52), é visto que tem-se N(y) = u;(z,y)
(lembrando que z estd sendo considerado como fixo) e F(y) = —L,v,. Dessa
forma, para que este problema tenha solucdo 1-periddica € necessario e suficiente
que (—L,,v) = 0, ou seja,

'd dvg
/O d_y [K (y) %} dy = 0. (2.65)

Da independéncia de vy(z) em relagdo a y, e de resolver a integral em (2.65), obtém-se

! d dUO dUO
— K (y) =2 | dy = —2K
/O dy{ () dl,} y=—"K)

e como K (y) é 1-periddica, tem-se que K(y)|gié = 0, concluindo assim que (—L,,v) =

0. Ou seja, a condigdo do Lema 1 estd satisfeita, entao existe u;(z,y) 1-periddica em

, (2.66)
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y, solugao do problema em (2.52).
Observando novamente a equagao (2.52), tem-se

0 8u1 dUQ 0K

— |K(y))—| = ———. .

L 2.67)
O formato do lado direito de (2.67) sugere que u;(x,y) seja uma fungao de variaveis

: d
separadas, ou ainda, que pode ser tomada na forma u,(z,y) = Nl(y)%, observando
i
- : : : d?
que N;(y) deve ser 1-periddica. Diante disso, e considerando d—v,f # 0, do problema
T

(2.52) obtém-se 0 que sera denotado por PY, o Problema Local para encontrar N:(y),

a saber p N K
— |K(y)—| = ——, y (0,1
P { dy { ) dy } dy? ©.1) , (2.68)
cuja solugcao 1-periédica € garantida pelo Lema 1, fazendo F = —dK/dy.
Seguindo o procedimento feito no Lema 1 para encontrar a solugao do problema,
integra-se a equacao em (2.68), obtendo-se

dN-
K (y)—= = C1— K(y), (2.69)

Y
onde C = (K (y) ‘fi—];’ +K(y)> ‘ _
Da hipo6tese de K (y) ser positiva, (2.69) € simplificada para

AN, O,
. 1, 2.70
dy  K(y) (2.70)

onde aplica-se o operador média, a fim de determinar a constante C':

AN, Y G
|G- (K(y) 1)’ @)

Resolvendo entdo (2.71), obtém-se

N()li= = Cy <%> ~ 1. (2.72)

Da 1-periodicidade de N, (y), e da condigdo de contorno em PL(I) em (2.68), o lado
esquerdo de (2.72) sera nulo. Assim, & possivel enfim determinar C, obtendo-se

C,=(KNH'=K, (2.73)

sendo K é o chamado coeficiente efetivo do material, um conceito que ficara mais
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esclarecido a frente (ver (2.86)).
Conhecendo agora C', prossegue-se com a integragao de (2.70), obtendo:

Ni(s)|:Zh = / ' ( KZ) - 1) ds, (2.74)

e, da condicao de contorno do problema, que sera também a condigao de unicidade,
onde N;(0) = 0, obtém-se finalmente a férmula explicita para N,(y), a qual sera

! K 2.75
N = — =1 . )
Logo, esta determinado o termo «;, da SAF «?), a saber,
o dUO Y K

Agora, voltando a atengao para o problema para determinar u, em (2.53), cuja
resolucao sera analoga a seguida para u;, tem-se:

s xS = kG- 5 k0 52 - 5 [k 2] + o). @77

Considerando o carater recorrente da sequéncia de problemas, aqui ja pode ser
considerada a forma com variaveis separadas de uy, transfomando (2.77) em

0 811,2 - le d2U0 d dZUQ d2’U0
oy [K (y) %} =—K(y) Oy A2 dy [K (y) N1 (y)] T2 — K (y) WJFJC(%), (2.78)
ou ainda,
0

2 rw | =-[rw (1+5)] 22 - Ly v S+ s @279

De (2.70) e (2.73), tem-se que
K =K (y) (1 + @) : (2.80)

logo, é possivel escrever (2.79) como

0

81@ ~ d2U() d d21}0
ay [K () %}

= _KW_d_y[K(y)Nl (y)]wﬂLf(x) (2.81)

Retomando agora o Lema 1, tem-se N(y) = us(x,y) e F(y) sera o lado direito de
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(2.81). Assim, a condicao para existéncia da solugao u, 1-periddica em y sera:

! ~ d2U0 d d2U0
[ (505 = K 0 ¥ 0] T2+ 1)) dy =0 2.82)

Levando em conta que & é uma constante, e que vy(z) e f(z) ndo dependem de v,
(2.82) equivale a
L dPvg dPog [P d

Ky 2 dy (K (y) N1 (y)] dy = —f (). (2.83)

Observando a integral em (2.83), tem-se

1
[ 1 ) N )l = (5 ) M )] (2.84
e da 1-periodicidade de K(y) e Ni(y), seu resultado sera 0. Assim, (2.83) pode ser
simplificada para
i _ f(x). (2.85)
dx?

Ou seja, enquanto que a condigao do Lema 1 ocorre naturalmente no problema para
w1, NO caso de u, ira depender da existéncia da solugao v, da equacao diferencial em
(2.85).

Ocorre que a equagao (2.85) juntamente com as condi¢goes de contorno para vy
em (2.49), formam o que € chamado de problema homogeneizado Py, a saber,

2
A% :f(l’), S (O,l)
vo(0) = g1
vo(l) = g2

Py : (2.86)

Este € o problema citado anteriormente, na descricdo do MHA, que € limite da
sequéncia recorrente de problemas para as poténcias de ¢, quando ¢ — 0", repre-
sentando o material homogéneo equivalente ao micro-heterogéneo estudado. Dessa
forma, o coeficiente efetivo i representa a propriedade deste material ideal.

Como foi comentado, a obtencao de u, depende diretamente da existéncia de vy,
gue resolve Py em (2.86). Acontece que nesse caso a obtencao de v, consiste em
um problema simples de valor de contorno. Logo, integrando a equacao de (2.86) em
ambos os lados, tem-se

dUo 1 *
—-— == ds+ A :
e Y RO 2.87)
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d .
onde A corresponde a Hol Repetindo este processo,

dx =0
vo(z) — ve(0) = i/ (/ f(t)dt + A) ds. (2.88)
K Jo 0
Agora, das condicoes de contorno do Py em (2.86), tem-se
1 l s
g2 — g1 = 7/ (/ f(t)dt + A) ds. (2.89)
K Jo 0

Assim sendo, isolando A na equagao (refeq: n28a), a solugao vy(x) sera:

vo(x):% U:/Osf(w dt ds+§(f?(g2—gl)_/ol/:f(t) dtds)] Fo (2.90)

Da continuidade de f(z), garante-se a existéncia das integrais em (2.90).
Considerando vy(z) solugdo de Py em (2.86), a equagao (2.81) pode ser reescrita
como: 5 5 p »
U2 Vo
i == —. 2.91
O e e 2.91)
Agora, observando o formato do problema para u, em (2.91), de forma analoga ao

caso de u;, uy sera tomada uma fungao de variaveis separadas, na forma

d2U0

uz(z,y) = Naly)—— (2.92)
e disto, a equacao (2.91) pode ser reescrita como:
d AN, d*vy  d d*vy
dy [K () %} T dy LK () N ()] - (2.93)
d2’U0 ;. e
Tomando ) # 0, (2.93) é simplificada para
d dN,|  d
Slro D] =L wwm . 299

Sendo assim, levando em consideragao que u, € 1-periddica em y, o problema em
(2.53) é transformado no problema local para encontrar N,, denotado por P?, sendo
ele

d d Ny d
o, { T r0%E] - weneL 0y

N3(0) = No(1) =0

cuja solugao é garantida pelo Lema 1, fazendo F = _di [K (y)N1(y)]-
A fim de encontrar a formula para N»(y), integra-se a equagao de (2.95), obtendo-
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> dN: D
2 _ 1
Wy 1(y) + —K(y)’ (2.96)
emque D; = [—K(y)‘%] ‘y:o'
Aplicando entao o operador média, obtém-se:
_ 1
NS =~ + D1 (o), 2.97)

sendo assim, da 1-periodicidade em y de N,, garantida pelo Lema 1, conclui-se que
D, = (N})K, lembrando que K = (K1),

Agora que se conhece uma expressao para D;, integra-se (2.96) novamente,
chegando-se a:

A

No(s)|'f = / ' (%”f - N1<s>> ds, (2.98)

e, lembrando que N,(0) = 0, a equacgao (2.98) torna-se:

_ [ <N1>K— s) | ds
M) = | (K(S) N ))d. 2.9

Assim, o termo u, de u® serd da forma:

d? v ((NVK
U'Q(Ivy) = ﬂ << 1>
0

=0 ), R _N1(8)> - e

E dessa forma, obtém-se os 3 termos da SAF u(? (z, ¢).

2.2.3 Relacao de proximidade

Como visto no contexto do MHA que foi explanado, é de interesse que a solugao
vo(z) do Problema Homogeneizado seja proxima da solugao «° (x) do Problema Ori-
ginal, e que a diferencga entre estas diminua a medida que ¢ — 0". Este fato quando
garantido, justifica a aplicacao do MHA: determinar uma solugcao de um problema para
um meio homogéneo que seja suficientemente proxima da solugao do problema para
0 meio micro-heterogéneo. Porém, para esta abordagem, € necessario estabelecer
em qual espaco de funcdes se estara considerando as solucdes, pois sua norma sera
a medida para aferir tal diferenca.

Diante das suposi¢coes de continuidade dos termos do P, em (2.26), parece con-
veniente estabalecer que a solugédo «° sera tomada de C ([0, ]), o espago das fungdes
continuamente diferenciaveis no intervalo [0,{]. Sera considerada a norma usual do
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espaco (KOLMOGOROQV; FOMIN, 1975), a saber:
: = |- 2.101
I-le o fel[%fﬁ’ | (2.101)

A estimativa para essa diferenca entre as solugdes, considerando este espaco,
sera ||[u® — wllcqo) = O (e). Para a demonstragio serd necesséaria um resultado
oriundo do principio do maximo, o qual segue abaixo:

Teorema 2. (LARSSON; THOMEE, 2003) Seja o seguinte PVC:

dr dx
u(0) = g1, u(l) = ¢

d du du
{ [a(x) ] + b(:p)% + c(x)u = h(zx), z € (0,1) | (2.102)

onde os coeficientes a(x), b(z) e c(x) sdo continuamente diferenciaveis, e ainda a(x) >
ap > 0 ec(x) > 0, para todo x € |0,1].
Sewu e C([0,1]), entdo

ulleqo < max{|q, lg2l} + C* || Lullogoun), (2.103)

onde a constante C* depende apenas dos coeficientes em (2.102), mas nao de .

Sera necessario também considerar um problema auxiliar na seguinte forma:

{ Leul) = f(z) — F (,0) .2 € (0,]) - (2.104)
uM(0) = g1, uM(1) = g,
onde d d()

(-4 [Kg(m)d_a;} | (2.105)

uM(z,e) = vo(z)+eui(z,y) € F(x,e) = Lou*— L°u, sendo a Gltima o erro de aproximar
a solugéo exata do P, em (2.26), através de u(!). O objetivo agora sera encontrar uma
formula para F (x,¢), a fim de estimar a magnitude deste erro e obter a aproximagao
desejada.

Dessa forma, levando em conta o problema original em (2.26), € possivel transfor-
mar (2.104) em

(2.106)

Lf (v —uM) = F (2,¢) 2 € (0,1)
(uf —u®) (0) =0, (u® —uM) (1) =0

Assim, como este problema claramente satisfaz as condi¢des do resultado acima
enunciado, é correto aplica-lo, obtendo-se

H“E - U(I)HC([OJ}) <c HLE (u” “(1)> ”0([0,11) ’ (2.107)
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ou ainda, equivalentemente,

o -

U(I)HC([OJ]) < CH[F (x,¢) leon- (2.108)

Da definicdo do operador LF em (2.105), tem-se que

Vo

Lu® — f(a) d(K@k%(m@ﬁ+dW®k5))—ﬂ@, (2.109)

T dr

. d : :

ja tomando uy(z,y) = Nl(y)%. Assim, considerando o problema para ° em (2.45),
X

desprezando o termo referente a u,(x, y) (ja que a assintotica considerada € u™ (x, ¢)),

(2.109) torna-se

d2 Vo d d2 Vo

K(Q)W + dy [K(y)N1(y)] T

dN1 dQU() .

Levando-se em conta (2.80), (2.110) pode ser reescrita como:

~ d2U0 d dQUO
K— - — — |K(y)N —_— = 2.111
e, lembrando que vy(z) € solugdo do Py (em (2.86)), conclui-se de (2.111) que
d d*v .
p (K (y)Ni(y)) %2“ = 0. Assim, (2.109) torna-se
Lu — (@) = K () Ma(y) S22 2112)
dz3’
de onde,
dgl)[)
F(r,e) = —K(y)Ni(y) 75 (2.113)
€ a expressao do erro procurada.
Dessa forma, considerando a norma ||.{|co,), € (2.113), obtém-se
1F (o) lleqon = mas (e, 2)] = max [k (£) 3 (£) T2 2114
© 8oy = mms 1F (2, 2)] = mae |21 (2 ) N1 (2) s -

Nesse momento, se faz necessario considerar o Teorema de Weierstrass (LIMA,
2013), enunciado na sequéncia:

Teorema 3. Segja uma funcao f : X — R, continua em um espago compacto X. Entao,
f(z) é limitada e atinge seus extremos em X.

A fim de assegurar a existéncia desses extremos em (2.114), a condi¢cao pendente

€ a da continuidade (ja que o intervalo considerado € compacto). Sendo assim, con-
3

. , o d
siderando que v, € C3([0,1]), é assegurada a continuidade de %1)30 em [0,1], e desta
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forma, pelo Teorema 3, existe uma constante A > 0 tal que

d3U0
da3

<A (2.115)

em [0, 1].

Além disso, por definicdo, K (y) e N1(y) sdo continuas em [0,1] em y, e em z, serao
continuas em [0, !]. Assim, pode-se afirmar que K (z/¢) N, (z /) séo continuas em
[0,e71], compacto. Aplicando entdo novamente o Teorema 3, estara correto afirmar
que existe uma constante B > 0 tal que

xr X
‘K (g) Ny (g)’ < B, (2.116)
e assim estima-se (2.114) como
| F(z,€)|lcqoy) < eBA, (2.117)

e entéo, ||F(xz,¢)||cqo.) = O(¢e). Dessa forma, do que esta definido em (2.108), conclui-
se diretamente que

(o

uV HC(M = O(e). (2.118)

E necessario obter-se também que ||u®) — volleo) = Of(e). Paraisto, basta consi-
derar

1

[u = ol .y = | (0 + £11) = woll oy = llewr ooy, (2.119)

e do fato de ui(x,y) = N (y) %’ utilizando o Teorema 3 de forma analoga ao caso
anterior, segue que ||u:||c(o,) < C, sendo assim possivel obter de (2.119) que

Hu(l)

— UOHC([O,I}) = ||5UIHC([O,Z]) S €C, (2120)

ou seja, ||u(1) — UOHC([O,I]) = 0(6)
Por fim, sabendo que [[u® — u™M| ¢ o) = O(e) € [[u™ = vollcon) = O(e), tem-se

€ . 5 1 1
|u® — volle o) = Hu — M = UOHC([O,I]) , (2.121)
e pela propriedade da desigualdade triangular de uma norma, obtém-se que
€ € 1 1
lu® = wvolleoy < Juf — u' )HC([O,I]) + [|ut - UOHC([O,Z]) ’ (2.122)

de onde conclui-se que ||u® — vo|c(o,) = O(€), como queria-se demonstrar.



46

2.2.4 Aplicacao a um exemplo

O exemplo a ser resolvido sera o seguinte PVC:

dx dx
u(0) =u(1) =0 ; (2.123)

1
Ke(z)=1+ Z—lsen<27r§)

d {Ka () dug] =1, z€(0,1)

onde o coeficiente K¢ (z) foi tomado dessa forma a fim de atender as hip6teses de con-
tinuidade, limitagao estrita e c-periodicidade. O comportamento de K¢ (x) em (2.123)
foi ilustrado na Figura 4 na Segao 2.1.1.

1. Problema Homogeneizado Py:
Para formular o problema como estd em Py em (2.86), se faz necessario calcular
o coeficiente efetivo &', como esta em (2.73). Dessa forma, tem-se:

=1
(K™) /1 ! d 2 arct { ! (t +1>} y (2.124)
= = arctan | —e an m — .
o 1+ isen(27ry) 4 157 v/15 y 4 o
. . . ~ . 2z Y
que é obtida através da transformacao: sen(y) = T2 z = tan (5) edy = mdz,

proposta em (LEITHOLD, 1994).
Para calcular entao o valor de f(, se faz necessario considerar a descontinuidade
da tangente quando y = 1. Assim, faz-se:

4 4 1 4 1
K1 = arctan | —— | tanm + —)] — lim arctan [— (tanﬂ + —)] 2-125
< ) vV 157 ( L/ 15 ( 4 y—0.5% V15 Y 4 ( )
4 1 4 1
_ = il li = -
arctan {\/ﬁ (tan(H— 4)1 +yj(€%, arctan {\/ﬁ (tanwy#— 4>})

ou ainda, utilizando uma variavel muda s para representar o comportamento de
tan (my) nos limites,

(K™) = ! <— lim arctan li <8 + 1)} + lim arctan {i (5 + 1)})
\/ﬁﬂ- §—=—0 \/ﬁ 4 s—00 \/ﬁ 4 :
(2.126)

Agora, de acordo com as assintotas verticais da fungao arco-tangente, obtém-se:

(K1) = Jf_m (- [—g} + g) - % , (2.127)

logo, K = v/15/4.
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Assim, determina-se a solugao vy(z) do Py, conforme (2.90), obtendo-se:

vo(z) = %5 (z —2?). (2.128)

2. Problema local P":
A solugao 1-periodica em y do problema local PV, conforme (2.75), sera:

[ 4 1\ ] 1 1

arctan | —= | tanmy + — | | — arctan | —— -y, ye |0,
_¢15< ’ 4)_ (V15)) oy { 2)

s ) 1 1 1

— —arctan | — — =, Yy==

S WV T 2 Y73 ’
! -

1 1 1

t — | tanmy 4+ - | | —arctan | — | + -y, ye | =,1
m( " 4)_ (m) ”) " (2 }
(2.129)

que é assim definida para garantir a continuidade de N;(y) em y = 1/2, também devido
a descontinuidade da tangente neste ponto.

(

=
S
I
I IR
<

\

3. Resultados Computacionais:

Para ilustrar os resultados obtidos no exemplo considerado, compara-se as
solugbes uf(x), vo(x) e as SAF’s uV)(z,c)e u®(x,e). A solugdo exata® us(x) foi ob-
tida de acordo com (2.27), sendo:

v = [

1 1 -1 1 s
d d 2.131
/0 1+ }l sen(?wf) S] (/0 14 }lsen(27r§) S) (2.131)

conforme (2.28). As integrais para u°(x) e C; foram calculadas numericamente,
através da Regra de Simpson 1/3, seguindo BURDEN; FAIRES; BURDEN (2015),
com passo h = 0.05¢ (o qual foi assim tomado a fim de que a malha acompanhasse a
variacao do ¢ para os valores considerados).

A solucao do Py foi considerada na sua forma analitica obtida em (2.128). E para
a SAF u(V(z, ¢),

—s+ C}
1+ Isen(272)

ds, (2.130)

com

01:

uM(x,€) = vo(x) + Ny (=)= (2.132)

considerou-se a forma analitica de vy(x) e a extensao periddica da solugao N;(y) na
sua forma analitica em (2.129), para o intervalo [0,1] em z. Ja o termo N,(y) para a
SAF u®) (z, ¢) foi obtido integrando numericamente a expresséo em (2.99), utilizando a

°Nesta subsecdo continua-se a chamar de solucdo exata do problema original a aproximagao
numérica direta de u°.
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forma analitica em (2.129) de N,(y), utilizando também a Regra de Simpson 1/3, com

h = 0.05¢.

Figura 6: llustracdo gréafica das solugbes u° e v, e da assintética v") para ¢ =
referentes ao exemplo em (2.123).
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Na Figura 6 fica claro o carater oscilante de u°(z), e sua proximidade com vy (z),
conforme foi demonstrado na Segdo 2.2.3. E visto também que a SAF u(®)(z,e)
apresenta-se como uma melhor aproximagao de v (), conforme ja era esperado, pois
ao contrario de vy(x), ela considera informagdes da microescala y, 0 que a torna mais

proxima do comportamento da solug¢éo original.
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(b) e = 15

6

—

Figura 7: llustragdo grafica das solucdes u° e v, e da assintdtica u'") para ¢ =
referentes ao exemplo em (2.123).

e

N

1
8

Na Figura 7 fica claro outro carater dessas aproximacdes: estas se tornam me-
lhores a medida que ¢ — 01, o que também ja era esperado. Observa-se que para
e = 1/16, por exemplo, ilustrado na Figura 7b, a diferenga entre as trés curvas é prati-
camente imperceptivel.

A SAF u®(z,¢) néo foi plotada por ser visualmente indistinguivel de u*(x). Sua
proximidade com u*(z) foi entdo avaliada apenas de forma quantitativa, através da
norma de L*3 (o espago das fungdes de quadrado integravel), estando os resultados
obtidos na Tabela 2:

oz = (i (2ar) "
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Tabela 2: Estimativa da proximidade de v, e das assintéticas «(! e «(» em relagéo a
solucao exata u° de (2.123).

€ [[u® — v lus — w2 lus — u®]|z2
1/2 6,4372.1073 1,3004.1073 2.9839.10~*
1/4 3,5704.1073 3,2510.10~4 7.6098.107°
1/8 1,8265.1073 8,1275.107° 1,9209.107°
1/16 9,1836.10~4 2,0319.107° 4,8253.1076
1/32 4,5982.10~4 5,0797.1076 1,2092.10~6
1/64 2,2999.10~4 1,2699.107¢ 3,0265.10~7

De acordo com estes resultados, além de confirmar o que foi constatado nos
graficos, foi possivel fazer uma avaliacao mais detalhada, principalmente para a SAF
de segunda ordem, além de verificar a proximidade para valores muito pequenos de
e (que sao praticamente impossiveis de avaliar graficamente). Aqui foi verificado que
u®(z,¢) cumpriu seu papel de representar detalhes mais locais da solugao original,
mostrando-se como melhor aproximacao para todos os valores de ¢ propostos.



3 ESTIMAGCAO DA SOLUCAO DE UM PVC COM FLUXO
NAO LINEAR, RAPIDAMENTE OSCILANTE E CONTINUA-
MENTE DIFERENCIAVEL, COM O MHA

O problema analogo a P, em (2.26), agora para o fluxo ¢¢ nao linear, sera dado
por:

u [a (_fli)} — f (@), v e (0,

U |pm0 = g1 ’

UE’x:l = g2

PO : (31)

com o° € C'([0,1]), e-periddico em z, positivo e estritamente limitado, e f(z) €
¢ ([0,1)).

3.1 Formalismo do MHA

3.1.1 Construcao da SAF

Novamente, sera proposta a aproximac&o assintética u? (x, ¢) como em (2.29) para
o problema P, em (3.1), de forma que, pela regra de cadeia, tem-se (2.30). Além disso,
nessa discussao, se tomara tal notacao:

du® N du®

dx de

(3.2)

€ =

O fluxo nado linear o¢ sera aproximado por um polindmio de Taylor no ponto ¢ =

% + 38_1;1 gue consiste no gradiente da densidade em (2.30) de ordem O(1), ou seja,

macroscopico. Assim, ja considerando a separagao de escalas, obtém-se:
10kc [ Buy  Ouy dug  Aur\1"
=S aar(n 5 y) [ ()] e

Substituindo (3.2) em (3.3), levando em conta (2.30), serao geradas infinitas
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poténcias negativas de e, o que resultaria em resolver um sistema de infinitas
equagodes correspondentes as poténcias de £ com expoente menor que —1. Devido
a isso, sera considerada a linearizagao para o (y, €), dada pelo truncamento de (3.3)
para k = 1, ou seja,

0(y,e)za<y,%+%—?)+2—i(y,%+%—?) {6—(%—1—8@—?)]. (3.4)
Aqui se faz interessante uma observagao: mais adiante, sera mostrado (como no
caso linear) que u(z,y) ndo depende de y. Sendo assim, ndo se tera mais a poténcia
negativa em (2.30), e entdo as equacgdes do sistema referentes as poténcias de ¢
com expoente menor que —1 serdo identicamente satisfeitas. Isto, de considerar os
termos até O(e), mostra que a linearizacdo considerada em (3.4) ndo acarretara erros
na aplicacao do MHA, visto que produzira os mesmos resultados do que considerar a
série de Taylor completa.
Agora, substituindo (2.30) em (3.4), obtém-se:

oug 0
o (y.e) ~ a(y,%+aiyl)+ (3.5)
ou ou ou Ous | 0o ou ou
Ouy (0w Oup) | 50up] Do ( Dug  Ou
* {6 dy “<ax - 8y)+€ Gm] De (y o ay)'

O proximo passo sera substituir a aproximacao (3.5) na equagao do P, em (3.1),
levando-se em conta a regra da cadeia em (2.11). Disto e de organizar os termos
obtidos de acordo com as poténcias de ¢, chega-se a:

d r du® o[ 0 [Ougdo ouy  Owy
wl ()] - o= g (G e )]
oo ou ou 0 [ OugOo ou ou
|90 ( Ouo  Our O (Ougdo ( Oug , Ouy
e {0y<y, 0x+8y>+8$(0y De <y’ax+ay))]+ (36)
40|27 (0 Ou O (O Oup Do [ Oug  Oun) |
“Noe\Mor Ty ) Ty |\or T oy ) ae \Par T oy
— f(@)]+0O(e)

Para que u'?(xz, ) seja uma SAF do problema P, em (3.1), é necessario que os
coeficientes das poténcias de ¢ com expoentes menores que 1 sejam nulos, para

obter-se:
(582 - sw =0 3.7)

dr ¢’ dx
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Disto, seguem as seguintes equacoes para as referidas poténcias de «:

— 0 8u0 do 3u0 8@61
2 === - - R =
© oy [8y Oe (y, o y )} 0 (3.8)
3 0 Oug  Ouy 0 (OugOo Oug  Ouy
1 . s s I e s s —
c Ay [U <y, Ox + 8y)} +8x (8y Oe <y, Ox * 8y>) 0 (3.9)
0 Jug  Ouy 0 Ou;  Ous \ Jo Jug  Ouy
0 . -V - _ - Rt R - -t .
) 5@“{0(78$+8y>}+8y{<3$+3y)06(y’3$+3y)]
— f(z)=0. (3.10)
De (3.8), obtém-se que:
8u0 do
a4 = A1
. do
e assumindo que 5 > 0, chega-se a:
€
dug do\ !
e (8_> | (3.12)

Aplicando agora o operador média em (3.12), tem-se:

tolyes — tiolyeo = C () < (g—:) 1> | (3.13)

e da 1-periodicidade de uy(x,y) em y, conclui-se que C () <(‘9") 1> 0. Lembrando

Be
que g—a > 0, e da definicao do operador média, segue que <( ) > > 0, e assim,
€

obtém-se que C (z) = 0. Dessa forma,
— =0, (3.14)

ou seja, vy (z,y) nao depende de y, ou ainda, ug (z,y) = v (z).
Diante disto, (3.9) e (3.10) sao reescritas como:

e [0 (y, dug , 8“1)] —0, (3.15)
dx
duyg 8u1 0 Ou; Ous\ Oo dug  Ouy
[O(y’ e )| l(E )7 e 5]
— =0. (3.16)

Levando-se em conta a SAF «(? (z, ) nas condigdes de contorno de Py em (3.1),
chega-se as mesmas condigcdes para vy, u; € us em (2.49), (2.50) e (2.51), respectiva-
mente.
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Tomando nesse momento dv,/dz como um parametro, formula-se a partir de (3.15)
e (2.50), a seguinte familia uniparamétrica de PVC para encontrar u;(x,y) 1-periddica

em y, na forma:
P { oy |"\Vdr Tay )| T (3.17)

Ul(0,0) = U (l,O) =0

cuja existéncia da solugao é garantida pelo seguinte Lema:

Lema 4. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Seja k um parametro e o(y, ¢) continua-
mente diferenciavel em [0, 1]. Entao, existem fungdes N (y,%) 1-periodicas em y que
sdo solugdes da familia uniparamétrica de problemas Py com parametro , definida

por:
9 { ( Rt ﬂ)] ~0
Pl oy [P\ Ty )] T (3.18)
N (0,8) =0
A condicao N (0,%) = 0 garante a unicidade da solugao, para cada x.

~ ONy . ~ ~
Demonstracao. Tomando k =k + % integra-se a equacao do problema em relacao
Y

a y, obtendo-se:
o(y,x) =7 (), (3.19)

Definindo agora uma fungéo 7' (y, ) como

T (y,k) =0y, k) —7(F), (3.20)
observa-se que
oTr  OJo
- - 21
ok Ok’ (3.21)

. T ~
e, de assumir ? > 0, logo tera-se 27 =+ 0. Dessa forma, pelo teorema da funcao
K
implicita (ILYIN; POZNYAK, 1982), existe uma fungéo « (y, o), continua e diferenciavel
na vizinhanga de um ponto (y,a), 1-periddica em y, inversa de T (y, ) em relagao a ,
tal que

k(y,0) ="+ —. (3.22)

De isolar dN;/dy em (3.22), e posteriormente integra-la, obtém-se:
B Yy
Nim) = [ (o(s.0) — Ry ds, (3.23)
0
e levando em conta a condigao N (0, %) = 0 do problema, conclui-se que:

M (y,R) = /Oy (k(s,0) — R) ds. (3.24)
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A fim de garantir a 1-periodicidade em y de N (y,%), deve-se ter V; (y + 1,%) —
N (y, %) = 0. Assim, considerando (3.24), tem-se:

y+1
Ny +1.F) — N, (y,E):/ (5 (5,5) — F) ds. (3.25)

Lembrando que % é constante em relacdo a y e « (y,o) € 1-periddica em y, a integral
em (3.25) pode ser simplificada, obtendo:

M (y+1,%) — M (y,R) :/0 (k(s,0) —R) ds = (k) — F, (3.26)

ou seja, para que N (y, %) seja 1-periddica em y € necessario que (x) = . Porém, ob-
d. . 4 . .

servando que kK = K + d_l de aplicar a o operador média nesta igualdade, a condigao

para 1-periodicidade estara naturalmente satisfeita. O

Dessa forma, é garantida a existéncia e unicidade das solugdes dos problemas
dvg
locais P, em (4.142), considerando & = dvy/dz € uy (z,y) = Ni(y,K). Ademais,
obtém-se: y p
_ Vo
_ _ 20 27
U1($,y) /0 (6(370> dx ) dS, (3 )
- d?}() 8u1
onde ¢(y,5) = v + n
garantida pelo teorema da fungao implicita (ILYIN; POZNYAK, 1982)).
Agora, para o termo u,(z,y) da SAF, considera-se a equagao para ¢ em (3.16)
e as condi¢coes de contorno em (2.51). Reorganizando (3.16), obtém-se o seguinte

problema:

S[E(8-5) %) -0 £ (o)) -4 [e 8 8) %
u2(0,0) = u9(1,0) =0

, ainversa de T(y,e,) em relagdo a e (cuja existéncia é

(3.28)
paray € (0,1)/{c}, onde, considerando = como um parametro, e assumindo u; conhe-
cido, a solucao 1-periodica e Unica de (3.28) é garantida pelo Lema 1, sob a seguinte
condigao:

do dvg  Ouy 0 0o dvg  Oup\ Ouy
- — — t+— ) - = |= — +— =)= 2
<f(:n) oz (y, a " ay) y [86 (y, a 83/) 6x}> 0 (3-29)

de ter-se identificado K (y) = % N(y) = us(z,y) e F(y) como em (3.29).

Da 1-periodicidade de u,(x,y) em y, conclui-se que

(o |0 5|y -0 (3.30)
)
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dvg
E da equagao do problema P,* em (3.17), tem-se que o nao depende de y para

dvg 0wy
= — + — forma:
e=— + ay,dessa orma

<0 (y, Ofl—lf + %)> (y, cac: + a(;;) =0(zx)=0 (%) =0(e) (3.31)

onde o (d”O) € o fluxo efetivo do meio modelado pelo problema nao linear em (3.1), e
o = o(€) € sua lei efetiva.

Diante disso, da condicao (3.29) se obtém a equacdao homogeneizada que, junta-
mente com as condi¢des de contorno para vy(z) em (2.49), forma o problema homo-
geneizado, a saber,

d R d'UO .
%0' (%) = f(.CE), xr € (O,Z)
vo(0) = g1 ’

vo(l) = g2
cuja solugao vy garante a existéncia de u, 1-periddica em y.

Observa-se que a obtengao de vy, u; € uy, dependem de o (€), ou seja, se faz
necessario encontrar uma expressao para o (€), a qual ira depender do tipo de nao
linearidade do fluxo o°.

Com essas consideragoes, assumindo que existem v, € u; solugdes dos problemas

Py - (3.32)

dvug
Py em (3.32) e P, em (3.17), a equacao do problema (3.28) para encontrar us 1-
periodica em y é agora:

0 0o dvg ~ Oup\ Oup| 0 [do dvg  Ouy\ Ouy
7o 0TS al - w B ) 5] e
da qual, integrando em relacao a y, obtém-se:
Jdo dvg  Ouy 8u2 B 80 dvo OJuy \ Ouy
. . . do
Como foi assumido anteriormente, A > 0, logo
€
duy 8u1 Jdo dve  Oui\\ "
Dy - or + Ci() <a <y,% + a_y)> : (3.35)

Agora, para determinar a constante de integragao C,(x), basta aplicar o operador
média em (3.35), obtendo-se:

wl’=h = — <%> Oy (a) <<g—‘€’) _1>, (3.36)
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e assim, da 1-periodicidade em y de u,, garantida pelo Lema 1, chega-se a

= (5 (%)) - 37

De substituir (3.37) em (3.35), e integrando, determina-se a seguinte expressao para

Uy

Y -1
B Ouy duy oo\ do [ dvo  Our\\ "
u2($,y) [ |:%(IE7S)+<%> <(a> > (a (&%‘Fg)) ds,
(3.38)
em que levou-se em conta us(x,0) = 0.

Chama-se atencao para o fato que considerando o fluxo o(y, €) linear, de (3.27) e
(3.38) obtém-se (2.76) e (2.100), respectivamente.

3.2 Aplicacao em exemplo

3.2.1 Formulacao do problema e solucao exata

O tipo de nao linearidade considerado sera a do tipo potencial, na forma

o (f %) = K*(z) (CZ; ) , (3.39)
com n impar ou n = 1/m (e m impar), e K¢(x) continuamente diferenciavel, positiva,
estritamente limitada e «-periddica. A motivacao para esta escolha vem de PONTE-
CASTANEDA; SUQUET (1998) e PEREZ-FERNANDEZ et al. (2018), onde tal tipo
de néo linearidade é aplicavel em diversos contextos fisicos, como em deformagdes
plasticas, temperatura de escoamento de metais (termoplasticidade), fendbmenos de
natureza elétrica, entre outros. A escolha para imparidade vem do fendmeno de
polarizacdo de cristais centrossimétricos por laser de alta intensidade (HOOK; HALL,
1991). Acontece que, em campos elétricos muito intensos (que ocorrem em um raio
laser focado), o deslocamento elétrico D em fungao do campo elétrico E € dado por

D(E) = uE +vE? (3.40)

onde 1 € a permissividade elétrica e v a susceptibilidade.
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O problema especifico a ser tratado é:

d . dus\" B
T (4] ey
U ‘x:O = 07 ug‘le =1 : (341)

1
Ke(z)=1+ 1 sen(2ﬂ§>

A solugao exata u® de (3.41), é obtida por integracao direta como:

z —Ss + Cl) %
us xTr) = _— dS’ (342)
o= (G
em que C dependera da condig¢ao u°|,—; = 0, sendo solugédo da equagao:
Lr/—g + 01> "
——— ) ds=1. (3.43)
| (e

Observa-se que quando n — oo em (3.42) tem-se que u° — x. Este comportamento é
interessante para validar os resultados computacionais.

3.2.2 Construcao da SAF

Primeiramente, se faz necessario encontrar uma expressao fechada para o fluxo
efetivo o (dvy/dz). Considerando (3. 31) e ui(z,y) como solugao 1-periédica em y da

familia uniparamétrica de problemas P; £ em (3.17), e vo(x) solugao do problema Py
em (3.32), tem-se que:

—~ dUO dUQ (9u1 dUo 8u1 "
) - R 44
U(dﬂ?) (y i 3y) K(y)(dl‘ i 3y> (844

De isolar a derivada de u;, estando satisfeitas as condicoes do teorema da fungao
implicita (ver demonstracao do Lema 4), obtém-se:

Ouy 1 (dvg " dvy
(=522 - == 4
5w () -2 (549)
Aplicando agora o operador média em (3.45), levando em conta a 1-periodicidade
em y de u;, chega-se a expressao pretendida:

(dvo) (Kt (dvo) | (3.46)
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com coeficiente efetivo K = (K —1/”>_”. Diante disto, pode-se resscrever (3.45) como:

~ 1/n
8U1 . K B @
5 = [( K(y)> 1] -, (3.47)

mostrando que u; apresenta separacao de variaveis, assim como no caso linear. Mais
exatamente, integrando (3.47) em relacao a y:

~ 1/n
K
( - (S)> _ 1} ds | (3.48)

em que foi considerado que u;(z,0) = 0. Ou seja, é possivel considerar novamente

dv
que u(z,y) = N1<y)d_$0,

dUO

ul(lﬁ,y) = dr

com

y ~ \ l/n
Ni(y) = / [(Kiﬁ)) — 1] ds . (3.49)

Observe que de fazer n = 1 em (3.47), obtém-se a expressao para N;(y) do caso
linear como esta em (2.75).

Para obter vy, € necessario resolver o problema homogeneizado, que é resultado
de substituir (3.46) em (3.32):

~d dUO "

PH . /Uo(O) _ O 9 (3-50)
’Uo(l) =1
cuja solugao exata é
vo(x) = fc-l/n/ (—s 4 Co)"/™ ds, (3.51)
0

com C dependendo da condicao vy(1) = 1, cuja substituicao em (3.51), produz a
seguinte equagao para Cjy:
n+1

n ntl n+l ~1
n+1(00 —(Cy—1) n>_Kn. (3.52)

Observa-se que vy — z, quando n — oo, de maneira similar a solucao exata u° do
problema original em (3.41).
Ja o termo u, da SAF é obtido como esta descrito de forma geral em (3.38). En-

d . I . .
tretanto, como obteve-se que u;(z,y) = Nl(y)% (para o tipo de nao linearidade aqui
i
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considerado), a expressao em (3.38) pode ser reescrita da seguinte forma:

Y -1
d?vy AN do dvg  Ouq -1 d*v
u2(x,y) = [ !Nl(S)W + <N1> <(§> > (E (3, dr + 8_3/)) el ds.

(3.53)
Neste momento, se faz necessario encontrar uma expressao para
0o au + Ou A principio, tem-se:
86 y? dx 8y - p p b .
dvy  Ouy dvy  Oup\"
L4l =K@y [ —= + =2 54
o (e ) =k (e 5 (8.5
logo,
do dvg  Ouy dvg  Ouy nl
el 7)) K — 4+ — : :
De (y’dx+8y) " (y)(dx+8y) (3-55)
Considerando a separacao de variaveis de u; € que
N B\
1
= -1, 3.56
dy (K (y)> (9:56)
de acordo com (3.47), obtém-se a seguinte expressao:
~ (n—1)/n n—1
do dvg  Ouy K dvy
al 7 K — — .57
(05 ) =n <y><K(y)> () 357
e assim, de substituir (3.57) na expressao para u, em (3.53), chega-se a:
Y ~ 1/n
dZU() K
uz (2, y) = W[ [N1(8) + (1) (m) } ds . (3.58)
Conclui-se assim que o termo u, da SAF apresenta também separacao de variaveis,
. dQUo
podendo ser escrito novamente na forma u, = Ng(y)w, com
Y [/(\_ 1/n

E visto ainda que de considerar n = 1, obtém-se a mesma expressdo para N,(y) do
caso linear, em (2.99).
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3.2.3 Resultados Computacionais

Serdo tomados os valores de 1/7, 1/5, 1/3, 1, 3, 5 e 7 para n, a fim de ilustrar o
comportamento da solugdo do problema Py em (3.50) vy(x) e das SAF's u(V)(z,¢) e
u?(z, ), em comparagdo com a solugéo exata' u°(x) do problema original em (3.41),
sendo o0 caso n = 1 correspondente ao caso linear. Estes valores foram assim toma-
dos com o intuito de avaliar o comportamento das diversas solucdes com relacao ao
expoente da nao linearidade.

A solucao exata foi obtida através da integracao numérica de (3.42), utilizando
o método de Simpson 1/3, com passo h = ¢/100. A constante C; foi determinada
aplicando o método de bisseccdo de Newton, com tolerancia de 107!°, em (3.43).
Para ambos métodos numéricos empregaram-se os algoritmos de BURDEN; FAIRES;
BURDEN (2015). Na Figura 8 a solugao u° esta graficada para os valores de n consi-
derados, com ¢ = 1/4.

1.2
1F e ———=== — === ——c-oTT-—==—@?
o - - GQ'GO_OG
——— B - - =T @@00
08 P - ) - 8888@ 8 i
i P g 88
306 - - o n=17|
-~ ’ ;88888888 n=1/5
s - aaB8et =
04t / - oge8 n=1/3
f: //I @8 -~ -n=1
/f/ - ’@@@9@8 © n=3
02 15 o5 | 1
555&%60 o n=7
0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 8: Solucao exata u° do problema em (3.41), para ¢ = 1/4 e diferentes valores
de n.

Ao analisar a Figura 8, percebe-se que a solugao u° apresenta comportamento
mais oscilante para os valores menores de n, e quando n cresce o grafico da curva se
aproxima da fungéo u(z) = x, como esperado.

A solucdo v, e as SAF’s de primeira e segunda ordem foram obtidas também
através de integracdo numérica, com o método de Simpson 1/3 e 0 mesmo passo
h = £/100, aplicada em (3.48), (3.51) e (3.58), respectivamente. A constante de
integragao C, foi obtida da mesma forma que C.

Nas Tabelas 3 e 4, para ¢ = 1/2 e ¢ = 1/4, respectivamente, apresenta-se uma
estimativa da precisao das aproximacoes através da norma em L?(0,/] da diferenga

"Nesta subsecgéo continua-se a chamar de solugdo exata do problema original a sua aproximagao
numeérica direta.



entre u° e a aproximagao correspondente.
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Tabela 3: Estimativa da proximidade de v, e das assintéticas «(! e u» em relagéo a
solucao exata u° de (3.41), para ¢ = 1/2 e diferentes valores de n.

n v = wollzzon  lJwf —uMp2p  flu® = u® g2y
1/7 2,2275.1071 1,0162.107¢ 3,0656.10~2
1/5 1,6311.107! 4,8664.1072 8,7127.1073
1/3 8,9069.10~2 1,2667.10~2 5,2093.1073
1 2,3395.1072 3,8951.1073 4,0772.1073
3 6,3654.1073 4,0326.1073 4,0508.1073
5 3,7614.1073 4,0510.1073 4,0565.1073
7 3,1245.1073 4,0562.1073 4,0588.1073

Tabela 4: Estimativa da proximidade de v, e das assintéticas «(! e «» em relagéo a
solucédo exata u° de (3.41), para ¢ = 1/4 e diferentes valores de n.

n lu —vollrzoy v = uP ey llu® = u®|lr2py
1/7 1,3831.107! 3,8532.1072 5,6139.1073
1/5 9,0921.10~2 1,4769.102 2,8787.1073
1/3 4,5969.10~2 3,1525.1073 2,6944.1073
1 1,1663.1072 2,0185.1073 2,1027.1073
3 3,1765.1073 2,0371.1073 2,0414.1073
5 1,8856.1073 2,0367.1073 2,0378.1073
7 1,5702.1073 2,0364.1073 2,0369.1073

Observa-se que se conseguiram boas aproximagoes em relagao a solucao «, mos-
trando que o método foi aplicado com sucesso em todos casos considerados. En-

tretanto, destaque é dado para o fato de a SAF «(? se mostrou como uma melhor

aproximacao em relacdo a u(! apenas nos casos em que o expoente da néo lineari-
dade é menor que 1. De fato, nos outros casos (n = 1, 3,5 e 7), considerar o terceiro

termo da assintética ndo surtiu efeito consideravel, observando que os erros foram da
mesma magnitude que a da SAF (Y. Ocorre que, como foi comentado, para estes
expoentes (menores que 1), a solugao exata apresenta oscilagdes mais acentuadas
(mais detalhes locais), os quais a SAF de primeira ordem nao consegue reproduzir
com precisao, sendo necessario considerar o terceiro termo da SAF. Ja para os casos
em que a solucao original nao apresenta muitos detalhes locais (expoentes maiores
que 1), a SAF »") bastou para uma boa aproximacao.
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Foi observado também, através dos resultados apresentados na Tabela 5 para

e = 1/16, que este comportamento muda tomando valores menores de .

Tabela 5: Estimativa da proximidade de v, e das assintéticas «(! e u(» em relagéo a

solugado exata u° de (3.41), para £ = 1/16 e diferentes valores de n.

n [[u® — wol| 2 lus = ut] e lu® — u®)]| 2
1/7 3,2384.1072 2,2893.1073 1,2652.1073
1/5 2,1678.10~2 8,7342.1074 1,0129.1073
1/3 1,1233.1072 5,8235.1074 7,3442.10~%
1 2,9003.1073 5,3045.1074 5,3734.1074
3 7,9377.107% 5,1273.10~% 5,1298.10~%
5 4,7247.1074 5,1101.1074 5,1106.10~4
7 3,9400.10~4 5,1051.1074 5,1053.1074

Nota-se que para todos os valores de n considerados, a SAF «(?) ndo se mostrou
como uma melhor aproximacao da solu¢do u° para ¢ = 1/16. Entende-se assim que
para valores suficentemente pequenos de ¢, a SAF (Y parece ser suficiente para
representar o comportamento local da solugao ¢, para os casos considerados nesse
exemplo.

E valido ressaltar também que, para os trés valores de ¢ considerados, a SAF u®)
se mostrou como melhor aproximagao de «° do que v, mais expressivamente para
os problemas em que n < 1. O comportamento também esta relacionado com o
fato de que para estes valores de n, a solugao u° apresenta mais detalhes locais,
gue sO poderao ser reproduzidos pelas SAF’s, visto que v, € a solugao do problema
homogeneizado, logo, representa apenas o comportamento macroscépico de u° .

Por fim, a seguir € ilustrado graficamente o que foi discutido até aqui, utilizando
0 caso em que n = 1/7, por apresentar mais detalhes locais, e ¢ = 1/2 e ¢ = 1/16,
com o objetivo de contrastar as duas microperiodicidades. Na Figura 9, fica claro
que a SAF «® reproduz melhor as oscilagdes locais da solucdo «° , que ocorrem
no intervalo [0,0.5] em z. Percebe-se também que a solugao v, ndo reproduz esses
detalhes locais, 0 que ja era esperado, pois nao depende do parametro ¢.
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Figura 9: llustracdo grafica das solugdes u° e v, e das assintdticas uV e u?, para
e =1 en = 1/7, referentes ao exemplo em (3.41).

Agora, na Figura 10, € visto que as duas SAF’s estdo muito proximas, podendo-se
observar que ambas reproduzem com eficacia os detalhes locais da solugdo w*. E
interessante ressaltar também que o grafico de u° esta mais proximo do de v, para
este valor de ¢, ilustrando a hipétese de homogeneidade equivalente quando ¢ — 0.

0.8

0.6

04r

0.2F

0.2

0.4

0.6 0.8 1

Figura 10: llustragéo grafica das solugdes «° e v, e das assintéticas u") e u?, para
e = 1= € n = 1/7, referentes ao exemplo em (3.41).



4 DETERMINAGCAO DO FLUXO EFETIVO EM MEIOS MI-
CROPERIODICOS COM PROPRIEDADES CONSTANTES
POR PARTES, ATRAVES DO MHA

4.1 Descricao matematica de um meio microperiodico unidimen-
sional com propriedades constantes por partes

A motivagao de estudar problemas com coeficientes descontinuos vem dos materi-
ais compasitos, os quais, como ja foi dito, sdo formados pela unido de dois ou mais ma-
teriais homogéneos, numa microescala. Em particular, sdo de interesse compdsitos
com estrutura periddica. Desta forma, suas propriedades fisicas serao representadas
por fungbes K*(z), definidas como constantes por partes, e-periddicas. Abaixo, ilustra-
se o comportamento rapidamente oscilante de uma propriedade de um compdsito
bifasico:

0 D.05 01 0.15 02 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0 D.05 01 0.15 02 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 11: llustragao do comportamento rapidamente oscilante de um coeficiente
periddico e constante por partes, para diferentes valores de ¢.
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Na Figura 12, ilustra-se um material composito bifasico s-periédico:

Célula Periddica
-

X

»y=X[E

Figura 12: Meio microperiodico, bifasico e unidimensional, com propriedade constante
por partes (do autor).

Neste caso, a célula periddica sera formada pela unidao de duas regioes ; e €,
(abertas, conexas e disjuntas), as quais representam as fases do composito bifasico,
e suas fronteiras (0€2; e 0f2,) serao os pontos de interface das duas fases em cada
célula periddica, representados por z;, com j = 1,2,..., N. Dessa forma, o compdsito
pode ser representado pela unido finita de um namero N (N € N) células periddicas,

a saber:
N

J (Qaim1 U Q) U (091 U 0Q0;) = [0,1] . (4.1)
=1
Devido a esta definicao por partes, nos problemas de equagotes diferenciais que
modelam algum fen6meno fisico neste meio apresentarao, além de condigoes de con-
torno, as condigdes de contato, que representam o que ocorre com uma grandeza nos
pontos de interface. Estas condigdes serao formuladas utilizando o operador de salto
[.], que para uma grandeza ¢ é definido como:

[6(2)]sms, = lim_o(x) — lim ¢(x). (4.2)
LE—)IJ- :E—):Dj
Uma condigéo de contato nula ([¢(x)].-., = 0) representa um contato perfeito entre as
fases (a qual implica na sua continuidade através da interface), e caso contrario, um
contato imperfeito caracterizado por um salto da grandeza ao passar pela interface.
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4.2 Homogeneizacao da equacao de difusao estacionaria, linear,
com coeficientes constantes por partes
4.2.1 Formulagao do problema e sua solucao exata

Sera considerado um PVC para a equacao de difusao estacionaria, como proposto
anteriormente em (2.26), porém agora, para um meio com propriedades constantes
por partes (como o da Figura 12). O problema é formulado como:

(

d du®
- € — e
K Q
Ke(z)={ “b e
KQ, .TEQQ

PO : HKS (I) CZI; ﬂ =0 ’ (43)
zel®

[[ug(x)]]xer‘a = 0
Ua‘zzo =0

\ ue‘le = 92

onde I'* = {z;}3%, é o conjunto dos pontos de descontinuidade de K*(x).

Este problema descreve um fenémeno difusivo estacionario unidimensional, em
um dominio (0,1) que pode representa um material compdsito bifasico, onde K; e
K, (ambos positivos) sao as propriedades fisicas dos materiais constituintes. Sob
as condigdes do problema e de que f(x) € continua por partes em [0, (], o problema
apresenta solucao.

De integrar a equagéo, de 0 a algum z € (0,1)/I'®, levando-se em conta os pontos
de descontinuidade, obtém-se:

“od du® 2 du®
— | K* d — | K* d
/0 ds [K (5) ds} 8+/I{r ds [ (s) ds} i

—l—/;i[KE(s) Cﬁzﬂ ds = /Oxf(t)dt, (4.4)

+ ds
em que:
b~ b—h
/ ()t =1lim [ () dt. (4.5)
a+ h—0 a+h

Observando a definicao das condigdes de contato em (4.2), a equagao (4.4) pode

ser reescrita como:
du® du®
ke _ ke _
o] -lez]

el rodd]

feo]

_ /O " () di4.6)
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duf -
e tomando ¢ = {KE (s) du } e das condicoes de contato nulas para o fluxo, (4.6)
S s=0
transforma-se em: e .
K (2) 2L = / F(t) dt + Ch. (4.7)
dz 0
Isolando duf/dx em (4.7), e integrando novamente, chega-se a:
U duf %2 duf T duf o [Cf(t) dt + Cy
d ds + ... ds = 0 d
/0 ds S+/w+ ds st +/2+ ds 0 K= (s) st
1 i
T [T f(t) dt+ Cy v [T f(t) dt + Cy
d g ds, (4.8
R e [ e 69)

da qual, aplicando as condigbes de contato para u*(z) no lado esquerdo de (4.8),
obtém-se:

—u(8)]s=0 — [ (2)] oy, — - — [ (@)] s, + 7 (s)|s=0 =
[ f(t) dt+ Cy v [y f(t) dt + Cy .
i K () ds+...+/g%+ B ds . (4.9)

Sabendo do problema que [u®(z)] =0, e que u¢|,—o = ¢1, tem-se que:

T=T

oo T f) dt+ Gy v [y f@) dt+ O
wie) = [ ds+...+/$i+ L ds g (4.10)

Para determinar a constante (', basta considerar a segunda condigao de contorno,
a saber, u¢|,—; = g», Obtendo-se:

g f() dt+ Cy Lo [P F@) dt+C
Go = i 0 an ds+...+/x 0 B ds+ g1. (4.11)

+
2N—-1

Entendendo que cada subintervalo [z;_;, z;] corresponde a uma das fases do meio, e
que a propriedade K* (x) € constante por partes, (4.11) pode ser escrita como:

o — g1 = i {Kil /Q (/Osf(t)dt + 01) ds + K%/Q (/Osf(t)dtJr cl) ds} (4.12)

i=1

em que [,(.) dz = f;’;(.) dr e Q = [a,b], e os dominios ;_; € €y; correspodem as
fases 1 e 2, respectivamente (para: = 1,2, ..., N). Da associatividade do somatorio, a
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equacao (4.12) pode ser reescrita como:

w3 [rwie [ [ aa]

+Z[ /Q | ds +% lds] . (4.13)

Qo

Detendo-se no segundo somatério do lado direito de (4.13), é sabido que |,1 dz é 0
comprimento do intervalo 2, e considerando ¢; o comprimento dafase 1 e c, =1 — ¢y,
o da fase 2, tem-se que:

Al e C al c & c
z : 1 1 z : 1 2 2
|:1<1 /Qgi Ko Qa; :| [ ' (lil ](2>:| ' (lil ](2>

=1 =1

(4.14)
Agora, de substituir (4.14) em (4.13) e entao isolar C;, obtém-se:
92— 91— D iy [K1 me fo ) dt ds + & fQ fo ) di ds]
| = . (4.15)
N (% )

Dessa forma, a solucao de P, em (4.3) é dada por (4.10), com C; como em (4.15).

4.2.2 Construcao da SAF

A construgao da SAF se dara de forma bastante parecida com a que foi apresen-
tada para o caso linear e continuo na Secao 2.2. Sera proposta uma SAF de segunda
ordem, analoga a (2.29), a saber:

u(2)(x, e) = uo(x,y) + eus(z,y) + e2uy(, Y), (4.16)

porém agora admitindo que as derivadas de u;(x,y) e us(x,y) apresentem desconti-
nuidade do tipo salto! nos pontos de interface (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

De aplicar (4.16) na equacao do P, em (4.3), respeitando a regra da cadeia e
as condi¢goes da definicdo de uma SAF, prova-se novamente que uy(z,y) = wvo(z),
e chega-se novamente as equagoes (2.44) e (2.45) para =~! e £°, respectivamente.
Assim como, obtém-se as mesmas condicdes de contorno para os termos de «(? em
(4.16), que sao (2.49), (2.50) e (2.51).

A diferenca do caso tratado na Secao 2.2, € que aqui deverao ser consideradas as
condicdes de contato para formular os problemas locais para encontrar os termos da
assintotica u(?.

Para a condicdo de contato do fluxo, seguindo a regra da cadeia em (2.30), ja

'Ao contrario do que foi admitido na Segao 2.1.4, em que ux(z,y) € C? (Q), para k > 1.
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considerando a microescala, tem-se que:

0] et )] o (Ze )] o

Logo, para que u®(z, ¢) cumpra a condigéo de continuidade do fluxo com preciséao
de ordem O(e?) expressa em (4.17), devem ser satisfeitas as seguintes condicdes:

|[K (v) (%* %)ﬂ -0 (4.18)

o (2 2] o w19

Da forma analoga, de substituir u'® (z,¢) na condigdo continuidade de u® no P em
(4.3), obtém-se que [u?(x,¢)],=, = 0 se:

[wi],—., =0, (4.20)
[ua],—., =0, (4.21)

ja que vy € constante em relagao a y.

Tomando agora v, como um termo conhecido, formulam-se a partir de (2.44),
(2.50), (4.18), (4.20) e de (2.45), (2.51), (4.19), (4.21) os problemas cujas solucoes
1-periddicas em y sdo os termos u; € u, (respectivamente) da assintética proposta:

( Lyyuy = p yyv(bay € (0, /{Cl}
<o ( 3 u)ﬂ (4.22)
[ud],—, =0

\ u1(0,0) =y (1,0) =0

e
Lyyu2 nyul - Lymul - L:erO + f(i[f), y e (07 1) /{Cl}
@ul 8u2)ﬂ
K + =0
Il ) ( dr Oy (4.23)
[[UQ]]y:q =0

L UQ(O, O) = U2 (l,O) =0

Como procedeu-se anteriormente, tomando z como um parametro, os problemas
com derivadas parciais em (4.22) e (4.23) tornam-se ordinarios (em relagao a vy), e
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assumem a seguinte forma:

(d dN dFy
1" (fz/z)v@] = R+ 5 v € 0.1/ ()
HK (y) @ F (y)ﬂ = 0 , (4.24)
[N],—, =0 o
N(©0)=0

Novamente, a existéncia e unicidade de uma solugao N (y) 1-periodica deste problema
€ assegurada por um Lema, a partir de uma condicao necessara e suficiente. A saber:

Lema 5. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejam Fy(y), Fi(y) e K(y) fungbes 1-
periddicas, continuamente diferenciaveis em [0,1]/{c,}, limitadas, e ainda K (y) > 0.
Entao, uma condi¢cdo necessaria e suficiente para que exista uma solugdo N (y) 1-
periodica do problema em (4.24) é que (Fy) = 0.

Aléem disso, N(y) é unica a ndo ser por uma constante aditiva, ou seja, N(y) =
N(y) + C, onde N é uma solucdo 1-periédica de (4.24) tal que N(0) = 0, e C' é uma
constante arbitraria.

Demonstragao. (Necessidade) Supondo que exista a solugdo N(y) do referido pro-
blema e reescrevendo a equagao do problema da seguinte forma:

d dN
— |K (y) — — F, = F 4.2
A O ) (4.25)
aplica-se o operador média em (4.25), observando o ponto de descontinuidade em
y = ¢, chegando-se a:

(kD -r0)|  + (k05 -rw)| —@w. @2
Diante da condicao de que |[K (v) 62—];7 - I (y)ﬂ = 0, de (4.26) segue que:
(k0T w-rAm) - (KOTO-RO) =@, @2)

e da 1-periodicidade de K (y), N(y) (e consequentemente da sua derivada) e de F(y),
conclui-se que (Fp) = 0.
(Suficiéncia) Agora, considerando que (Fp) = 0, integra-se (4.25),de 0 ay € (cq, 1]
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- / "Ryt | (4.28)
0

=0 t:cf
P dN
e, novamente, pela condigéo IIK (v) e Fi(y) (y)ﬂ =0, do lado esquerdo de
(428) resulta: y=c1
dN y
Ky 5 —hl) = / Fy(t)dt + Oy, (4.29)
0

onde C) = (K () % — F1(y)>

K Como K (y) > 0, obtém-se de (4.29) que:

Y=

dN 1 v
W - K UO Fy(t)dt + C, + Fl(y)} . (4.30)

Integrando (4.30), observando o ponto de descontinuidade em y = ¢;, tem-se:

1

N(y) — N(cF) + N(c) — N(0) = /Oy o [/0 Fo(t)dt + Cy + Fl(s)} ds,  (431)

e das condicdes de que [N] =0e N(0) =0, obtém-se que:

y=c

N(y) = /Oy ﬁ UO Fy(tydt + Cy + Fl(s)] ds. (4.32)

Como K(y), Fy(y) e Fi(y) foram declaradas como continuas e limitadas em [0, 1]/{c; },
€ garantida a existéncia das integrais em (4.32). Assim esta provada a existéncia da
solugao do referido problema.

Agora, para mostrar que N(y) é 1-periodica, observa-se primeiro que do fato de Fj
ser 1-periédica, para Go(y) = [ Fo(t)dt, tem-se:

Goly +1) — Goly) = / " Rt - / R(t)dt = (R, (4.33)

E como tem-se a condicdo que (Fp) = 0, conclui-se que Gy(y) é 1-periddica, tornando
possivel afirmar que o integrando em (4.32) também é 1-periodico. Com isso, pode-se
escrever para N(y) que:

N(y+1) - N(y) = <ﬁ [ /0 " Bo(t)dt + Cy + Fl(y)] > | (4.34)

Logo, para que N(y+ 1) = N(y), pela linearidade do operador média, obtém-se que a

2Ja que para y < [0, c;] tem-se um caso de continuidade em todo o intervalo, o qual foi tratado nos
capitulos anteriores.
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constante C; é:

O = -FR < (K ()" [ /0 " Ro(t)dt + Py (y)} > , (4.35)

com K = (K1)~
Por fim, a expressao em (4.32) com C; como em (4.35), é a solugao 1-periddica
procurada do problema (4.24). O

Aplicando o Lema 5 no problema em (4.22), tem-se que Fy(y) = 0, e entao a
condicédo (Fp) = 0 € satisfeita, e assim pode-se afirmar que existe uma Unica solugao
uy(z,y) 1-periddica em y de (4.22). Assim como no caso continuo, na Segao 2.2, o
formato da equacgao deste problema sugere que u;(z, y) tenha a seguinte forma:

(@.5) = Na(y) 22 (4.36)
u(T = —_. .
1 7y 1 y dl’

E com isto, considerando duv,/dx # 0, de (4.22) se obtém um problema cuja solugao

1-periddica sera N;(y) na seguinte forma:

(S (rwS) = v /e
S |[K () (% + 1>ﬂ T 0 (4.37)
[N, =0
| Mi(0)=0

Seguindo 0 mesmo procedimento proposto na demonstragéao do Lema 5, em (4.32)
e (4.35), considerando Fy(y) = 0 e Fi(y) = —K(y), a solugao de Pél) em (4.37) pode

ser escrita como:
v K
N = — 1] ds. 4.38

Considerando a definicao de K (y) como constante por partes em (4.3), Ni(y) pode
ser escrita ainda como:

1Y) = = ~ . .
%= -1 y—i—clK(K%—K%),ye(cl,l)
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E assim, o termo u, (z, y) da SAF proposta sera®:

dv (K _ 4 0 0

™~ Yy, (1,Y) € xX (U, ¢
w(ey) =4 &3 ( A) 1 ! 1( 2 . (4.40)
il —1 y+C1K<K—1—K—2>7(I7?J)€Q2><(01,1)

Seguindo 0 mesmo procedimento, a condicdo do Lema 5 sera verificada agora
d2U0 82U1
para o problema em (4.23), onde tem-se Fy(y) = — K (y) <W + ax—ag) + f(z). Con-

siderando u;(z,y) com as variaveis separadas como em (4.40), é possivel reescrever
Fy(y) da seguinte forma:

Fal) =& ) (145 ) T2 + £(0) (4.41)

dy
E, a fim de garantir a condi¢ao (F,) = 0, do Lema 5, obtém-se (como na Se¢éao ) o
problema Py em (2.86), cuja solugao vy(z) em (2.90) tem existéncia garantida.
Assim, a condigao para existéncia e unicidade da solugao us(x,y) 1-periédica em
y de (4.23) esta satisfeita, e a sua equacgao € simplificada para:

0 Ous 0 Ouy
— (K@) =22 ) =—= (K (y) == 4.42
ay< (y)ay) ay( (y)ax), (4.42)
. ~ . s . d%o
e de considerar novamente uma separagao de variaveis us(x,y) = Ng(y)w, com
2
% # 0, do problema (4.23) obtém-se um outro cuja solugdo 1-periddica € No(y):
d AN\  d
(0 52) =L KNG, e 0. /()
dN,
P2 . HK () (d—y + Nl)ﬂ L 0 (4.43)
[[NQ]]y:q =0
\ NQ(O) - NQ (]_) - O

cuja existéncia e unicidade de N,(y) 1-periddica estdo garantidas pelo Lema 5 com
Fy(y) = 0. Etomando Fi(y) = —K(y)N:(y), através de (4.32) e (4.35), a solugéo de

P sera da forma:
Ny(y) = /0 (%f - N1(3)> ds, (4.44)

3E interessante salientar que é o mesmo resultado obtido para o caso continuo na Secdo 2.2. A
diferenca esta nos detalhes a serem levados em conta no procedimento devido as condigdes de contato
abordadas neste caso.
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ou ainda, considerando

K [ K (¢ 2+ c3
N)=— (=2 — (2 - — == 4.45
(V1) K, (2 +0102) + e (2 0102> ( 5 ; ( )
chega-se a:
Ny(y) 1 Ky MR, e (0,¢))
2 y - A C C C K —C C
1= S ) bl R (e~ ) (g — ) e (KOG 9y € (o, )
(4.46)
Dessa forma, o terceiro e Ultimo termo da SAF proposta sera dado por
by 1= E) 2+ SRy (@) € Qi x (0,01)
U’Q ajay = 2 > c c c Y
P (1 K ) +K(<N1>“ ~ &) -e)+E|, (y) € Q% x (1)
(4.47)
K@2(N))—c1) @
com E = — .
“ < 2K, 35

4.2.3 Relacao de proximidade

O objetivo desta secao € o mesmo da homénima Secao 2.2.3: mostrar que a
solugao vy(x) do problema homogeneizado € -proxima da solu¢éo «°(x) do problema
original, de forma que a diferenga entre estas diminua a medida que ¢ — 0%, o0 que
justifica o uso do MHA.

Na Secao 2.2.3, a prova foi feita utilizando-se de um principio de maximo (Teorema
2), o qual aplicava-se ao caso de uma solugao do espaco C ([0,[]). Neste caso, por
tratar-se de coeficientes constantes por partes, ird se considerar o espago H' ([0, 1]),
que é o espaco das fungdes de L?([0,!]) cujas derivadas de primeira ordem também
estdo em L? ([0, 1]).

Este espago esta sendo considerado, pois além de ser necessario para o principio
de maximo que sera enunciado, ele abrange as fungdes continuamente diferenciaveis
por partes, pois esta é uma classe de fungao integravel (logo, pertencem a H' ([0,1]) C
L% ([0,1])). A norma utilizada sera:

lallzoay = y/ell3aqog) + 1130 (4.48)

que é a norma usual deste espago.
A estimativa encontrada é que |[u® — vo g1 (o) = O (V€). Para a demonstragéo,
primeiro constréi-se um problema auxiliar, analogo ao da Secao 2.2.3 em (2.104):

{ Lul) = f(@) — F (z,¢),z € (0,D/T° (4.49)

ut(0) = g1, ulV (1) = g
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onde F (z,¢) é o erro de considerar a assintética uV)(z,£) = vo(x) + cuy(x,y) como
solucao do problema P, em (4.3), que sera representado novamente por um operador
Le()=4 [Kf(x)%} . Com o objetivo de determinar uma expressao para ' (z, <) para
estimar sua grandeza, através de (4.49) e de P, em (4.3), obtém-se:

(uf = u®) (0) = 0, (uf — u®) (1) = 0 (4.50)

{ Lf (vt —ulV) = F(z,e),x € (0,1)/T°
Para esta estimativa, sera necessario o seguinte principio de maximo:

Teorema 6. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Seja o seguinte PVC:

{ _dim {a(x)j—ﬂ + b(x)% + ¢(x)u = h(x), x € (0,1)/T° | (4.51)

uw(0) =0,u(l) =0

onde os coeficientes a(x), b(x) e ¢(x) sdo continuamente diferenciaveis, e ainda a(xz) >
ag > 0 ec(r) > 0, para todo x € [0,1]/T*.
Seu € H'([0,1]), entdo

Nl oy < CF || Ll 20, (4.52)

onde a constante C* depende apenas dos coeficientes em (4.51), mas nao de u
De aplicar este principio ao problema em (4.50), tem-se que:
luf = |0y < CHIF ()| 2o (4.53)
em que, como na Secao 2.2.3, F(r,¢) € dado por (2.113), mudando apenas a forma
especifica das grandezas envolvidas (K¢, N; € vy):

3
F(z,) = <K () Na(y) e (4.54)

e, considerando a norma de L? ([0,1]), tem-se (conforme (2.114)):

1F (2, )22 g0.) = /0 ' P — /0 g [K (g) N (g)r(%)zdw. (4.55)

Agora, se utilizara do Teorema de Weierstrass (Teorema 3) para assegurar a
existéncia dos extremos em (4.55). Para wvy(x), sera considerado novamente que
v € C3([0,1]), e assim assegura-se a continuidade de d®v,/dxz® em [0,1], logo, pelo
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Teorema 3, existe constante A tal que

d3’UU
da3

<A (4.56)

em [0, 1].
Para o termo K ( ) N ( ) sendo K¢ > 0 constante por partes, tem-se que:
9 9

K* < maX{Kl,Kg} y (457)

além disso, como N; é continua em todo dominio, é aplicavel novamente o Teorema
3, obtendo-se:

X xz
K (g) N, (g) <B. (4.58)
Dessa forma, pode-se fazer a seguinte estimativa para || F(z, €)||%. , em (4.55):
HF<I7€)||%2([OJ]) S 52B2A2 AE ]_dl' = €B2A2, (459)

e assim sera possivel afirmar novamente que || F(x, )20 = O(v/<), € entdo:
€ 1
|w — ul )HHl([O,l]) = 0(V/2). (4.60)

De forma anéloga, se mostra que |[u® — v0||H1([0 5 = O(Ve), e pela Desigualdade
Triangular, chega-se a [|u® — vo[ 4105y = O(VE), como queria-se demonstrar.
4.2.4 Determinacao do fluxo efetivo

No compdsito bifasico microperiddico estudado neste capitulo, o fluxo se da na

seguinte forma:
dut , T € Ql
" (m dm) _ élu (4.61)

No contexto do MHA, determinar o fluxo efetivo € encontrar a relacao funcional entre
os valores médios das grandezas tipo fluxo e tipo gradiente, isto é, entre e dvy/dx
. Para isto, basta utilizar-se do problema PS) em (4.37), considerando o Lema 5, que
garante a existéncia da sua solugéo 1-periddica em y.

Reescrevendo a equacao de P ) em (4.37), tem-se que:
0 dUo 8u1
— |K —+— || = 4.62

ou;  duy
do qual conclui-se que o fluxo nao depende de y no ponto a—y + — I em que vy € u;
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sao solugoes de (4.22) e (2.90), respectivamente. Dessa forma, pelo que esta definido
para o fluxo em (4.61), pode-se afirmar que:

Kl %‘i‘% :51<ZC),I691
y
dve O : (4.63)
K, %—Fa—y :EQ(IE), x € ()
Entretanto, da condi¢do de contato do fluxo onde [[ <‘fl—x %—)ﬂ
Yy=c1
conclui-se que 7 () = 72(x), 0S quais serao denotados por a(x) = 7. Assim, tem-se
de forma geral que:
dUo 3u1 _
24zt = 1 . 4.64
k) (G2 + 5 ) =7 ve 0.0/ (4.64)
Isolando du; /0y em (4.64) e aplicando operador média, chega-se a:
— -1 dUO
U1’y21 — ul’y:cj‘ + ul’y:cl_ — Ul‘yzo = O'<K > — %, (465)

e levando-se em conta que [u;],—., = 0 e que u;(z,y) € um 1-periddica em y, e das
suas condigdes contorno nulas, o lado esquerdo da equacao (4.65) se anula, e de

isolar @ obtém-se que:
1 dUO

dx’
que é o fluxo efetivo procurado. Ademais, sabendo que (K~!)~! = K (a propriedade
macroscopica do material homogéneo equivalente), tem-se:

=~ ! 1 1 o C1 Co -1
([, = +/ 1y :(—+—) (467
</0 K(y) ) </ Y K y) K, K, ( )
comey =1 —cy.
Usualmente, quando se tratar de fluxo efetivo, o gradiente macroscopico dvy/dx

sera denotado por ¢, e a relagédo funcional entre & e dv,/dx por & (¢). Logo, tem-se, por
fim:

7= (K1)~ (4.66)

o(e) = Ke. (4.68)

com K como em (4.67).

4.2.5 Influéncia do contato imperfeito no comportamento efetivo

Nesta subsecado, o problema P, em (4.3), é generalizado para incluir o caso de
solucdes u(z) descontinuas nas interfaces do meio. Especificamente, considera-se
que o salto de u°(x), ao atravessar cada ponto z; de interface, é proporcional ao fluxo
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em z; € I'*, isto é, a condig&o [u°],—., = 0 de (4.3) & substituida por:

@, = 5 ()

A grandeza 3¢ > 0 pode ser interpretada como a condutancia da interface, de forma
que 1/ representara assim a resisténcia. Como nesta se¢ao o problema esta sendo
estudado em dupla escala, sera considerada uma resisténcia na ordem do parametro
da microescala, isto é, 1/5° = O(¢e), ou mais exatamente: 5° = f/e.

Desta forma, o PVC que modela o fendémeno difusivo unidimensional e esta-
cionario, em um compdsito bifasico com contato imperfeito entre suas fases, sera:

, (4.69)

r=x"
J

[ 4 ko) 2] Z pa), e 0,0) 12
dz & de | ’ ’
K Q
K* (2) = 1, T €3
KQ, T € QQ
du®
K¢© =
P d 0] (4.70)
€ du®
e =5 (K5 )|
U |$:0 =01
u ‘m:l = 92

\

Como a unica diferenca entre os problemas em (4.3) e (4.70) esta na condicao
de contato para u(z), o desenvolvimento do MHA se dara da mesma forma para a
equacao, a condicao de contato do fluxo e condigdes de contorno. Agora, aplicando a
SAF v (z, ¢) que vem sendo proposta na condigéo para u°, tem-se:

e (2) 2 9 du(z)
[ Tere % [07] g, = Dby bl + 2 Dol = 5 (K05 ) |- 470
Da regra da cadeia para du(® /dz tem-se que:
du® o [dvo  Ouy Ou,  Ous 50U
_ o (dv  Ou i Ouz 4.72
dx g(dx+8y>+€<8x+8y)+€ oz’ ( )
logo, para condi¢cao de contato obtém-se que:
< (g, g (T Q| 2 (Om G |
B\ dr ycr “ B \dr T oy yeer B "oz " oy yc '
(4.73)

Retornando a (4.71), de vy(x) ser continua, tem-se diretamente que [v],—., = 0.
E, de substituir (4.73) em (4.71), e organizar o resultado por poténcias de ¢, conclui-se
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que:
1 dvy  Ouy
Hul]]y:a - EKI <% + a_y) ycha (474)
o 1 8U1 8U2
e = 50 (54 5 ) )

Retomando o desenvolvimento do método como na seg¢ao anterior, 0 préximo
passo € construir os problemas analogos a (4.22) e (4.23), cujas solugdes 1-periddicas
em y sao os termos u; e uy, da SAF proposta, respectivamente. Assim, considerando
(4.74) e (4.75) nos problemas (4.22) e (4.23), chega-se a:

( Lyyur = —Lyyvo, y € (0,1) /{er}
dUO E)ul)ﬂ
K —_— 4 — =0
o (5245

Wl e (B (4.76)
Uiy y=c1 /8 1 dx 8y -
w1 (0,0) =y (1,0) = 0
€ (
Lyyu2 = _nyul - Lyxul - L:m:vﬂ + f(l'), Y€ <O7 1) /{Cl}
(3
I =, (4.77)

1 ou ou
sl = 5% (52 + )

L u2(070) = Uz (170) =0

Yy=cq

Tomando x como um parametro, os problemas com derivadas parciais em (4.76) e
(4.77) tornam-se ordinarios (em relagao a y), e assumem a seguinte forma:

( d dN dFy
. [K <j]>V d—y] =R )+ e 0.0/fe)
HK W3y —h <y)ﬂ — ! . (4.78)
N, = 5 (K@) 5 = Fi) | >0

| N0)=0

Nesta secao o objetivo € determinar o fluxo efetivo do problema proposto, e como
ficou claro na secao anterior, ndo ha necessidade de se obter a expressao para a
solucao u;, mas apenas garantir que esta exista e seja 1-peridédica em y. Sendo as-
sim, o formato dos termos u; e u; da SAF e outras resolucoes referente a aproximar
assintoticamente a solugcao exata do problema original neste caso de contato imper-
feito estarao no Apéndice A.
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Ademais, o Lema a seguir, que garantira a existéncia e unicidade das solugdes 1-
periddicas em y de (4.76) e (4.77), € uma generalizacao feita neste trabalho do Lema
5, para a condicao de contato imperfeito para a solucao.

Lema 7. Sejam Fy(y), Fi(y) e K(y) fungbes 1-periddicas, continuamente dife-
renciaveis em [0, 1]/{c, }, limitadas, e ainda K (y) > 0. Entdo, uma condicdo necessaria
e suficiente para que exista uma solugdo N (y) 1-periodica do problema em (4.78) é
que (Fy) = 0.

Alem disso, N(y) é unica a ndo ser por uma constante aditiva, ou seja, N(y) =
N(y) + C, onde N é uma solugcdo 1-periédica de (4.24) tal que N(0) = 0, e C é uma
constante arbitraria.

A demonstracao sera analoga ao Lema 5, sendo diferente apenas nas integragoes
que envolvem a solugao N (y), por conta da condigao de contato imperfeito.

Demonstragcdo. (Necessidade) Primeiramente parte-se da hipotese de que existe
solugdo N(y) 1-peridédica do problema (4.78), e aplicando o operador média na
equacao deste, observando o ponto de descontinuidade em y = ¢, chega-se a:

(K e - F1<y>) ; (K e - F1<y>) _(R).  (479)
Como tem-se que [[K (y) %V —F (y)ﬂ = 0, (4.79) se torna:
(K 02 - F1<1>) - (K 020 - F1<o>) — (R, (4.80)

e da 1-periodicidade de K (y), N(y) (e consequentemente da sua derivada) e de F(y),
conclui-se que (Fp) = 0.

(Suficiéncia) Parte-se agora da hipétese de que (Fp) = 0. Assim sendo, integrando
a equagao do problema, considerando y € (¢, 1) #, tem-se:

(K ) Cil_];[ _ Fl(t)) + (K ®) CZ—]Z - Fl(t)> - /0 "Rd,  (4.81)
t=0 t=cf
e, pela condigao HK (y) % - F (y)]] = 0, de (4.81) resulta:
K (y) C;—];f — Fi(y) = /Oy Fo(t)dt + Ch, (4.82)

4Ja que para y € (0,c;) tem-se continuidade em todo intervalo, o qual foi tratado nos capitulos
anteriores.
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o Isolando a derivada de N(y) em (4.82), segue
y=

emque Cy = <K () % - Fl(?J))
que:

dN 1 v
RO UO Fo(t)dt + C, + Fl(y)] . (4.83)

Agora, integrando (4.83), chega-se a:

N(y)—N(cT)JrN(c;)—N(o):/OyKL

) { /0 s Fo(t)dt + Cy + Fl(s)} ds,  (4.84)

e da condicdes de que [N],_ = L (K (y) — — F (y))

= = 3 e N(0) = 0, obtém-se

que:

N(y) = /Oy KL UO Fo(t)ydt + Cy + Fl(s)} ds+ < (K (v) % ~ R (y))

& 5 (4.85)

y=c

Na condigao de contato perfeito, o caso em que y € [0, ¢;) equivalia ao caso continuo,
e mostrou-se que o formato de N(y) ndo mudava quando y € (¢, 1]. Ja na condi¢gao
de contato imperfeito, a situagcao é diferente, e tem-se que:

/oy Kts) {/OS Fp(t)dt + Cr + Fi(s)| ds, y € [0,¢1)

N(Cl)+i(K(y)%—F1(y)> L Y=0

/Oy Kts) [/O Fy(t)dt + Cy + Fl(S)ﬁlZJr % (K (y) Cfi—]; -k (y)> L TRy |

[ 0, y=1

(4.86)
E, como K(y), Fy(y) e Fi(y) foram declaradas como continuas e limitadas em
[0,1]/{c1}, € garantida a existéncia das integrais em (4.86). Ja a escolha da definicao
de N(y) no ponto y = ¢ foi motivada pelo Teorema de Dirichlet para uma Série de
Fourier, o qual segue:

Teorema 8. (DEMIDOVITCH et al., 1987) Uma fungao f(x) satisfaz as condigcbes de
Dirichlet em um intervalo (a,b), se neste:

1. |f(x)] < M paraz € (a,b), onde M é uma constante;

2. ndo tem mais que um numero finito de descontinuidades e todos de 12 espécie
(ou seja, em cada ponto de descontinuidade f(x) apresenta limites lateriais fini-
tos);

3. nao tem mais que um numero finito de pontos de extremo estrito.

e, entdo, satisfazendo todas estas condigées, a fungdo f(x) pode ser escrita como
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uma Série Trigonométrica de Fourier ® para todos valores de » onde é continua, e
nos pontos x; de descontinuidade, a Série de Fourier sera igual a média arimética dos
limites lateriais, ou seja,

flai) + f7)]. (4.87)

Agora, necessita-se provar a 1-periodicidade de N(y), o que sera feito analisando-
se separadamente quando y € (0,¢1) e y € (¢1,1) (ja sera considerado que, pelo fato
de (Fy) = 0, G(y fo Fy(t)dt é 1-periddico). Para as seguintes demonstragdes, o
integrando de (4.86) sera denotado por H(s), ou seja

1

H) = 2205 { /0 R)dt+ O + Fi(s)] (4.88)

para tornar as equagodes envolvidas mais claras.

Sendo assim, pode-se escrever para N(y) quando y € (0,¢;), considerando que

Q= % (K (v) CZ—‘Z - I (y)> ’yzqi

N(y+1)—N(y) = /0 H(s) ds+/61+1 H(s) ds—Q+/1j+1H(s) ds—/OyH(s) ds

7 1- y+1
_ / H(s) ds + /+ H(s)ds+ | H(s)ds—Q (4.89)

1+

equando y € (¢, 1):

N(y+1) — N(y) :/0 H(s ds—l—/ H(s ds—@—l—/(CIH)H()ds—l—

+ / )ds —Q / H(s ds+/H )ds —Q
(C1+1

(c1i+1)~
= H(s ds+/ H()ds+/ H(s) ds —Q (4.90)
y (ca+1)*

+
= (H)
E de ambos os casos, chega-se que

CH{K™) + <@ on Fy(t)dt + Fl(y)} > —Q =0, (4.91)

SMais detalhes, na bibliografia indicada no teorema.
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de onde conclui-se:
y=01>

czz%K*%Kféﬂlﬂwmwume—%(Kwﬁg—ﬂ@o
(4.92)

garante a 1-periodicidade da solu¢ao do problema. O

Observando o problema em (4.76), tem-se Fy(y) = 0 e Fi(y) = —K(y)%, logo,
a condicao do Lema 7 esta satisfeita. A partir de agora, pode-se determinar o fluxo
efetivo a partir do problema em (4.76), como foi feito para o caso do contato perfeito
na secao.

Primeiramente, da equacao do problema em (4.76) conclui-se que o fluxo nao

d : -
depende de y no ponto %Jraiyl e ainda, pela condigcao de contato do fluxo,
0 d .
K (y) g, = 0, conclui-se que:
dy de ) | ,—.,

O dm)z&gé@ﬂﬂ% (4.93)

K (y) (8_y+%

e de isolar du; /0y e aplicar o operador média em (4.93), chega-se a:

U1’y21 - ullyzci&- + u1|y:c1_ - ul‘yzo = 5<K_1> - . (494)

— (K - 2 (4.95)

E para encontrar a expressao para o fluxo efetivo, isolando-se @ na equagao (4.95), e

| K1y = a e Sm-se:
embrando que (K ) e + X obtém-se
C1 Co 1 -1 dUO
g = (E -+ E -+ B) %, (496)
ou ainda:
&(¢) = Ke, (4.97)
com .
= C1 Cy 1\
(Klz@ 5) (4.99)

o coeficiente efetivo para o caso de contato imperfeito aqui abordado.
E interessante observar que, se for tomado 3 — co em (4.98), a expressido para



85

d(e) converge para a que foi encontrada na situagao de contato perfeito em (4.68), o
que é esperado, ja que tal situacao representa uma condutancia infinita na interface,
ou entao, uma resisténcia que tende a 0, cuja situacao limite é o contato perfeito.

Outro aspecto importante do resultado obtido em (4.98), € o que acontece quando
B — 0%. Neste caso, pelo expoente negativo de K, tem-se que a propriedade efetiva
tende a 0 (assim como o fluxo efetivo &(¢)). Fisicamente, 5 — 0 representa uma
resisténcia infinita na interface, o que pode sugerir um bloqueio total ao fluxo que
ocorre neste meio, por isso teria-se 7(¢) — 0.

4.2.6 Analise dos resultados

Aqui, os resultados obtidos para o fluxo efetivo serdao analisados da seguinte ma-
neira: em (4.68), sob condicao de contato perfeito, comparando-se o comportamento
efetivo de um compdsito hipotético com o dos seus materiais constituintes; e em (4.97),
sob condicao de contato imperfeito, comparando com o comportamento do mesmo
compdésito porém, sem resisténcia na interface.

O compdsito bifasico a ser usado nos exemplos tera as seguintes caracteristicas:

(4.99)

. ) 127e, z €y
T0e, x € () '

sendo estes valores de K; e K, 0s modulos de elasticidade do Cobre e do Aluminio,
respectivamente, extraidos de GARCIA; SPIM; SANTOS (2013).

Na Figura 13, estao os resultados para o comportamento efetivo sob condi¢ao de
contato perfeito diante de diferentes concentragées dos dois materiais constituintes (ou
fases, através da variagao de ¢;, lembrando que ¢; = 1 — ¢4), além do comportamento
de cada material individual (o € 03):
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————— c1=1 (Fase 1)
—(:1:0.75
—c1=0.5
c,=0.25
—c1=0 (Fase 2)
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i

0.4 0.5

Figura 13: Avaliacao do fluxo efetivo de um compdsito bifasico linear sob condigao de
contato perfeito, para diferentes concentragdes dos materiais constituintes.

Percebe-se que para as concentragdes avaliadas, o fluxo efetivo converge para o
fluxo da fase correspondente quando a concentracao desta tende a 1, além disso, esta
limitado pelos fluxos das fases constituintes.

Agora, para a condicao de contato imperfeito, utilizando como exemplo a
concentracao ¢; = 0.25, obteve-se os resultados que estao ilustrados na Figura 14.

40
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30

251

e 20F

151

101

——CP (4 = o)

—— =500

—— 3=400
A4=300
5=100

0.3

ml

0.4 0.5

Figura 14: Avaliacao do fluxo efetivo de um compésito bifasico linear sob condi¢cao de
contato imperfeito, para diferentes valores do parametro 5, em comparacao ao caso

de contato perfeito.
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Estes resultados foram obtidos variando-se o valor do parametro 5 de forma a se
ter os comportamentos mais variados e também vizualizaveis em grafico, através de
experimentos numeéricos, visto que para determinadas variacoes deste parametro, a
diferenca entre as curvas geradas eram imperceptiveis.

Na Figura 14 sao observados dois comportamentos do fluxo efetivo na Figura 14.
Um deles, a sua convergéncia para o fluxo efetivo sob condigdo de contato perfeito,
quando 8 — oo, observado pela aproximagao das curvas na Figura 14 a medida que
cresce o valor de 3, da curva que representa o fluxo efetivo para a situacao de contato
perfeito.

O outro, é o fato de que quanto maior a resisténcia nesta interface (isto €, menores
valores de ), o0 material apresenta valores maiores de ¢ para uma mesmo valor de
fluxo efetivo o, 0 que € provocado pela diminuicdo do angulo de inclinagao das curvas
na Figura 14, conforme diminui-se os valores de 5. Este comportamento é interes-
sante pois, pensando no contexto mecanico, significa que quanto maior a flexibilidade
da interface, mais deformacao o composito suporta para uma mesma tensao aplicada.
Esta ideia € ilustrada na Figura 15 a seguir, para s = 4:

10F T T T T T T T T 3

oL [— P 5= |
(=500

8 3=400 4
=300

7b [ p=100 ]

L L 1 J

D. L L il L i li
001 0.02 003 0.04 005 006 007 008 009 01

Figura 15: Andlise mais detalhada da influéncia do parametro 5 no fluxo efetivo de um
compaosito bifasico linear sob condicao de contato imperfeito.

Ambos comportamentos ja eram esperados, a partir do que foi discutido ao final da
subsegao 4.2.5 sobre (4.97).
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4.3 Homogeneizacao da equacao de difusao estacionaria, nao li-
near, com fluxo continuamente diferenciavel por partes

4.3.1 Caracterizacao do Problema e construcao da SAF

Considere o seguinte proble ma para uma equacao de difusdo estacionaria, com
fluxo nao linear ¢°¢, analogo ao problema proposto em (3.1) no Capitulo 3:

' % {0 (g‘%)} — f(x), z€(0,1) /T*

Po: |[U (z di)ﬂ _0 , (4.100)
e dzr ) || yere
[u*(2)]4ere =0
U |3—0 = 01
\ u€|z:l = g2

Este problema descreve um fendmeno difusivo, unidimensional e estacionario, em um
dominio (0,7) que pode representar um material compdsito bifasico, onde o fluxo o< é
continuamente diferenciavel por partes e a fonte, f(x), continua em [0, [].
Seguindo a metodologia apresentada no Capitulo 3, considerando «? (x, ) como
em (2.29), Ievando—seaem cogta a regra da cadeia para du® /dxz em (2.30), o fluxo sera
Uo Uy

linearizado no ponto B + 8_y obtendo (8.5). E de substituir (3.5) no problema P,

em (4.100), obtém-se que ug(x,y) = vo(x), € chega-se as equagdes (3.15) e (3.16)
para ¢! e £°, respectivamente. Também analogamente ao Capitulo 3, de substituir
u®(z,¢) nas condigbes de contorno de P, em (4.100), obtém-se as condigcdes de
contorno para vy(z), ui(x,y) € us(z,y), que sao (2.49), (2.50) e (2.51), respectiva-
mente.

A diferenga para o problema considerado no Capitulo 3 sdo as condi¢des de con-
tato, logo, serdo considerados a SAF «(?)(x, ) em (2.29) e o fluxo linearizado em (3.5)
para obter-se novas condi¢coes de contorno e assim formular os problemas para en-
contrar os termos da assintética u?(z, €).

Para o fluxo, tem-se:

. d?}() 8U1
[o(y,)l,—., = |[a (y -+ Ty)ﬂyzq + (4.101)

Ou;  Oug\ OJo dvg  Ouy 9
’ H(ax i ay) e <y dr " 8y)ﬂy:ﬁ0<€ )

de onde, para que o salto do fluxo nas interfaces seja assintoticamente nulo, chega-se
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as condigoes:

d’UQ 8u1 .
() e e

8U1 8u2 Oo d'UO 0u1
T2 — 4+ — =0. 41
(52 +5) % (a3 109

E, de forma analoga a Secao 4.2.2, com as condicdes de contato para u®, chega-se
as condigdes (4.20) e (4.21), para u;(x,y) € uz(x,y) respectivamente.
Tomando agora v, como um parametro, formula-se a partir de (3.15), (4.102), (4.20)
e (2.50) a seguinte familia uniparamétrica de problemas:
g—; (y, % + 08—1;1) =0, y€(0,1)/{c1}
p ) o (v + %—i})ﬂyzq =0 , (4.104)
[ui],—., =0

L ul(oao) =u (Z,O) =0

cuja solugéo fornece o termo u;(z,y) 1-periddico em y de u?(x,¢). A existéncia e
unicidade da solugao 1-periddica deste problema é dado por um lema, que generaliza
o Lema 4 , a saber:

Lema 9. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Seja  um pardmetro e o(y, k) continua-
mente diferenciavel em [0,1]/{c,}. Entao, existem fungdes N (y, ) 1-periddicas em y
que s&o solucdo da familia uniparamétrica de problemas P; com pardmetro , definida
por:

(
g_(; (yaﬁ_‘_aa_j\zf :07 y€<0,1)/{01}
=1 oM _
prol o (vr+ o) =0 , (4.105)
[[Nl]]yzcl = 0
\ Nl (07E) =0

A condicao N (0,%) = 0 garante a unicidade da solugao, para cada x.

Demonstracgdo. Tomando x = & + aa—f\y/l, integra-se a equacao do problema em relagao
a y, obtendo-se, primeiramente para y € [0, ¢;):

o(y,k) =01 (). (4.106)

Agora, para y € (cy, 1]

‘9 0 e, 0
/ 8—2(3,%4—%) ds+/+8—2(s,ﬁ+%) ds =79 (2), (4.107)
0 ]
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do qual segue que:

o(y,k) —0c(0,k) = [o(y,K)]y=c; = T2 (7). (4.108)

Pela condicao de contato do fluxo em (4.142), chega-se a:

o(y,k) =72 () +0(0,K). (4.109)
, _OM _ _ o
E também que, em k = K + By tem-se: 7, (z) =73 () + —0 (0,x) = 7. Logo,
a<y,E—|— 8—N1) =70. (4.110)
Jdy

Define-se agora uma fung¢ao 7' (y, ) como

T (y,k) = o(y, k) —o(F), (4.111)
e observa-se que
oT  Oo
— = 4112
Ok Ok’ ( )

. . . - do .
e, como foi assumido anteriormente (na demonstragao do Lema 4), P > 0, e assim
K

T . ~ . .
tem-se que g— # 0. Assim, pelo teorema da fungao implicita (ILYIN; POZNYAK, 1982),
K
existe uma fungao « (y,7), continua e diferenciavel na vizinhanga de um ponto (y, ),
1-periodica em y, inversa de T (y, <) em relagao a «, tal que

k(y,0) =R+ —. (4.113)
E de isolar 9N, /0y em (4.113), e depois integrar em relagao a y, obtém-se para y €

[0,¢c1) (3.24), devido a continuidade neste intervalo.
Para o caso em que y € (¢4, 1], de integrar (4.113), tem-se:

“dN Y AN, e o
/0 Ed8+/cl+ de—/o (k(s,0) — R)ds, (4.114)
do qual segue que:
Yy
Ny 7) = [Ny — N (0,7) = / (s (5,) — %) ds. (4.115)
0

Agora, das condigbes de contato [N] = 0 e unicidade N;(0,%) = 0, de (4.115)

y=c
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chega-se a:
Yy
N (4. 7) :/ (1 (5,5) — ) ds, (4.116)
0

ou seja, 0 mesmo resultado que em (3.24).
Para 1-periodicidade em y de N (y,%), deve-se ter N (y + 1,%) — N (y,%) = 0.
Para y € [0, ¢;) tal condigao é naturalmente satisfeita, ja que chega-se a:

M (y+1,E) =N (y,R) = (¢) — € (4.117)

E lembrando que k =k + 60_/;/1 de aplicar o operador média nesta igualdade, levando
em conta a condi¢éo de contato [MV],_., = 0, a condic@o para 1-periodicidade estara
naturalmente satisfeita. Tal discussao consta com mais detalhes na prova do Lema 4
na Secao 4.3.1.

Agora, para y € (ci, 1], tem-se novamente (4.117), porém tal condigcdo deve ser

avaliada com mais detalhes devido ao ponto de interface em y = ¢;. Assim sendo,
) d
precisa-se que (k) = Rk, mas lembrando que k =& + d—l tem-se:
Yy

<E dN1>_E+/Cl Ny / N o b ML) — [Ny — N2 (0,7) = .
0 f

dy ds ds
(4.118)
Logo, a 1-periodicidade estd garantida para a solugao N;(y,%) da familia unipa-
ramétrica de problemas FPs. O

E assim, é garantida a existéncia e unicidade das solugdes dos problemas locais
dv,
PLT”? em (4.142), considerando & = dvy/dx € uy (x,y) = N1 (y,%). Sendo assim, obtém-

se:
Y d
uy(z,y) = / (6(3,5) — ﬂ) ds, (4.119)
0 dz
d . . . A
onde €(y,o) = % + # a inversa de T'(y,e,o) em relagdo a e (cuja existéncia é
T Y

garantida pelo teorema da funcao implicita (ILYIN; POZNYAK, 1982)).
Para o termo uy(z,y) da de u®(z,¢), o problema correspondente é formado por
(3.16), (4.103), (4.21) e (2.51), obtendo-se:

( p
£33 ¥] - ()4l b2
(2 +5) %0 %)
y=c1
[ua],—., =0
(0, 0) = us(1,0) = 0

\

(4.120)
para y € (0,1)/{c1}, e cuja solugdo 1-periddica em y e Uunica €& ga-
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rantida pelo Lema 5 da Segao 4.2.2, com Fozf(x)—aa dvg 6“1>,

ox b ir + oy
Oo dvg  Oup\ Ouy Jo dvg  Ouy
F = — — —_— —_— _— K = — e e . L
1(y) e (y, P 8y> 5 © (y) 5 (y, -+ 8y) embrando que a

condi¢do para existéncia da solugdo 1-periddica é que (Fy) =0, e eme = &0 4 %‘; 0
fluxo nao depende de y, tem-se:

d’UO (9u1 . d'UO 0u1 = “ dUQ
<0<y,%+8—y)>—a<y, dx+8y)_0(x) U(dl‘)’ (4121)

e assim, da condicao do Lema 5 aplicado em (4.120) e das condi¢des de contorno em
(2.49), chega-se a um problema como Py em (3.32), cuja obtencao da solugao vy(z)
dependente do tipo de nao linearidade considerada para o fluxo o(y, €).

Agora, considerando vy solucao de Py em (3.32), a equacao do problema (4.120)
para uy(x,y) 1-peridédica em y € escrita como:

0 0o dvy  Ouy Ouy | OQup \|
De integrar (4.122) em relacdo a y, para y € [0, ¢;), obtém-se:
do dvg  Ouy Ouy  Oug\
E(y’%Jr 83/) (396 i ay)_@’ (4.129)

|00 dvy  Ouy Ou;  Oug
com €2 = [E <y’%+ ay) (01’ " 8@/)]

dor média, obtém-se:

Oy do\ "'
u2|y:1 - U2|y:0 - HUQ]]y:cl = - <%> + 02 < (E) > ) (4.124)

de onde, considerando a continuidade de us(x,y) em y = ¢, conclui-se que

e (23 (%)) 125

Em seguida, considerando C; como definida em (4.125), isola-se duy /0y em (4.123) e
integra-se em relacao a y, obtendo-se:

- [ {%@,SH%X(g—g)ly (2 (__)>]

(4.126)

ou .
. Isolando = e aplicando o opera-
y=0 8y
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Agora, para y € (¢, 1], integrando (4.122) em relagdo a y obtém-se:
Jdo dvg  Ouy Oou;  Ous Jdo dvy  Ouy Oou;  Ous B
E(y’EJF 8y) (@w " 6y> - Ha (y’%Jr 3y) (6’93 " 5‘@/)}]“1 -

(4.127)
onde novamente Cy = 0o Y, o + dur ur + Ous . Da condicao de contato
De dr 0y ox dy

do fluxo no problema em (4.120), (4.127) torna-se (4.123), e entao expressao para Cs
sera como em (4.125).

Sendo assim, isolando a derivada de du,/dy em (4.123) e integrando em relagao
ay (agoracomy € (¢, 1]), tem-se:

Yy
ou oo dv ou !
0

(4.128)
e de considerar as condi¢cdes de contato [us],—.,, = 0 e de contorno us|s—o = 0 do
problema em (4.120), obtém-se novamente (4.126).

4.3.2 Determinacao do fluxo efetivo

Generalizando para o caso do fluxo ndo linear o o que foi explanado na Segao
4.2.4 homdnima, foi definido inicialmente:

€ e ( dut 0
o <f,du ) —{ % (j”i)’ ret (4.129)
e dx o5 (%), 2 €y
dUU ou U1 ~
Ao considerar o fluxo em € = T + , pelo problema P, W em (4.104), este nao
T
depende de y, logo:
dUQ (9u1 =
dvg Ay o1 %—F&—y —01(.75), T e
y,— +— | = : (4.130)
dz Oy o ) + Oy =09(x), T €Q
2 d[lj’ ay 2 ) 2

d 0 .
0 + ul)ﬂ = 0, conclui-se que:
dy y=cr

71(x) = 72(x), 0s quais serdo denotados por 7(x) = 7. Sendo assim, tem-se que:

e pela condicao de contato do fluxo onde Ha (y,

dUO 8u1 =
U(y,%—i‘&—y) =0, ye(O,l)/{cl} (4131)

E pelo teorema da fungao implicita (ILYIN; POZNYAK, 1982), existe uma fungao
e (y,o), continua e diferenciavel na vizinhanga de um ponto (y,7), 1-peridédica em vy,
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inversa de T' (y,¢,7) (conforme (4.111) em relacao a e, tal que

dvg  Ouy
—_—t == . 4.132
dr By E(yaa> (4.132)

De isolar du, /0y, e aplicar o operador média, obtém-se:

dv
ully:1 - ully:0 - [[ul]]y:m = <€(ya5)> - d_xov (4133)
e, denotando (e(y, 7)) = (¢)(@), e de considerar as condi¢des de contato e de contorno
dvg
para u;(z,y) no problema P, em (4.104), chega-se a:

(€)(7) = %. (4.134)

Resolvendo a equacgao resultante em (4.134) para &, obtém-se a relagao funcional
a(€), entre 7 e dvy/dx =€

G(€) = (e) (o), (4.135)

que sera o fluxo efetivo procurado.

4.3.3 Influéncia do contato imperfeito no comportamento efetivo

De forma analoga ao que foi procedido na Secao 4.2.5 homdnima, o problema Py
em (4.100), € generalizado para incluir o caso de solugdes u(z) descontinuas nas
interfaces do meio. Sera considerado novamente que:

[, = 1 ()

com z; € I'. Novamente, como o problema estd sendo estudado em dupla escala,
sera considerado que 1/5° = O(¢), ou ainda, 3 = 3/e. Logo, o PVC que ira modelar
o fendmeno difusivo unidimensional e estacionario, em um compdsito bifasico com
contato imperfeito entre suas fases, sera da seguinte forma:

, (4.136)

=,
J

( % {a (g‘%)} = f(x), z€(0,1))T*

g(zwj__aﬂ%%mem
e’ dx o5 (22), z €y
r duf
Po : N . = ) (4.137)

@ = o1 ()

u6|$:0 =01

U |yt = Go
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Da mesma forma que foi explanado na Secao 4.2.5, a diferenca entre os problemas
(4.100) e (4.137) esta na condigao de contato para u*(z). Sendo assim, o desenvol-
vimmento do MHA se dara da mesma forma para a equagao, condicao de contato do
fluxo e condigbes de contorno. Entao, de considerar a SAF u(?(z,¢) e o fluxo lineari-
zado (3.5) na condicao de contato para u°(x) do problema P, em (4.137) , tem-se:

[P, . = [wolyer + e[l + " [w],, = (4.138)

S ) SRR ()

Do fato, de vy (z) ser continua, tem-se [vo] = 0, e de acordo com as poténcias de ¢
em (4.139) obtém-se:

; (4.139)

. 1 dUo 0u1
el = 5o (4 5)]

o 1 8U1 8U2 80'1 dUO 8u1
vl = B <8x i 8y) Oe (dm * 8y>

Retomando o desenvolvimento do método, o préximo passo € construir a familia

Yy=ci Yy=ci

y=ci

(4.140)

y=ci

dvg
uniparamétrica de problemas P, analogos a (4.104), cuja solugao 1-periédica em y
€ o termo u,(x, y) da SAF proposta. Assim, considerando o problema em (4.104) mas
com a condig¢ao de contato para u;(x,y) em (4.139), obtém-se:

( Oo dvy  Ouy
- 22 = 1
9 (y, -+ 8y> 0, y € (0,1)/{e1}

dvg Juy _
dvg. g s dp + _>]:| =0
P |7 (v 22 + % y= , (4.141)
-1 dvg | Ouy
[[ul]]yzcl - 60-1 <y7 dx + By >

Ul(0,0) = U3 (Z,O) =0

y=ci

.

Novamente, a existéncia e unicidade de uma solucao 1-peridédica em y deste pro-
blema é dado pelo Lema a seguir, que, assim como o Lema 7, é uma generalizagao
feita neste trabalho do Lema 9, para a condicao de contato imperfeito para a solucao.
De fato, o Lema a seguir generaliza todos os lemas anteriores apresentados neste
trabalho.

Lema 10. Seja & um pardmetro e o(y, <) continuamente diferenciavel em [0,1]/{c:}.
Entao, existem fungdes N (y, ) 1-periodicas em y que sdo solugdo da familia unipa-
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rametrica de problemas P} com parametro &, definida por:

( Oo ON,
S DRI 1
o (vt 1) =0 v /e
oy r+ 2N =0
pr [[ <y ay) y=c1 . (4.142)
M-, = %01 (y7E+ 83—/\351>
y=ci1
| Mi(0,R) =0

A condicao N (0,%) = 0 garante a unicidade da solugao, para cada .

A demonstragao, que sera omitida, esta no Apéndice B.1.

Em posse deste resultado, é garantida a existéncia de uma solugao 1-periddica
para o problema em (4.144), e dai € possivel encontrar a expressao para o fluxo
efetivo, seguindo 0 mesmo procedimento da Segao 4.3.2. ©

dvg  Oug dvg

Prosseguindo, ao considerar o fluxo em ¢ = v + By pelo problema P,*= em
T )

(4.144), este ndo depende de y, e assim obtém-se (4.130). Pela condicao de continui-
dade do fluxo na interface no mesmo problema, conclui-se que:

01 (% % + aa—uyl) =o01(x) =7, y€ (0,1)/{c1}.. (4.143)

E pelo teorema da fungao implicita (ILYIN; POZNYAK, 1982), existe uma fungao
e (y,@), continua e diferenciavel na vizinhanca de um ponto (y,7), 1-periddica em y,
inversa de 7' (y,¢,) (conforme (4.111) em relacéo a ¢, tal que

d'UO aul _
— + == . 4.144
= oy €(y,0) ( )

De isolar du, /0y, e aplicar o operador média em (4.144), obtém-se:

dvo

-— 4.14
I (4.145)

Uy ly=1 — u1|y=0 — [ur]y=c, = (e(y,7))

e, denotando (e(y, 7)) = (¢)(), e de considerar as condi¢gdes de contato e de contorno
dvg
para u;(z,y) no problema P, em (4.144), chega-se a:

[ dUo

(e)(o) — TS (4.146)

Resolvendo a equacgao resultante em (4.146) para &, obtém-se a relagao funcional
a(€), entre 7 e dvy/dx = € que sera o fluxo efetivo procurado.

6Nesta secao o objetivo é determinar o fluxo efetivo do problema proposto em (4.137), e dessa forma
nao ha necessidade de se obter a expressao para a solugao ui(x,y) nem para us(z,y), mas apenas
garantir que esta primeira exista e seja 1-periédica em y. Sendo assim, a obtencio das expressdes
para ui(z,y) € uz(z,y) estdo com detalhes no Apéndice B.1.
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A obtencao de 7(¢) depende do tipo de nado linearidade considerada pra o fluxo.
De tal assunto tratam as proximas subsecoes.
4.3.4 Exemplo 1: Fluxo potencial

Neste exemplo, sera considerado um meio bifasico, com uma fase linear e a outra
nao linear, com a seguinte relagao constitutiva:

du®
e Ki—, zefy
o (f, du ) - gL, e\ . (4.147)
€ dx K2 < ) , L € QQ
dx

Esta lei potencial € comumentemente utilizada para modelar o comportamento plastico
de materiais (geralmente com n € (0, 1)), como deformagdes superplasticas (PADMA-
NABHAN; PRABU; ALI, 2018) e escoamento de metais em altas temperaturas (termo-
plasticidade) (PONTE-CASTANEDA; WILLIS, 1999). Em DAl et al. (2018), a estimativa
do comportamento efetivo de um material através de uma lei do tipo potencial € com-
parado com resultados experimentais, obtendo-se resultados satisfatérios.
Primeiramente, sera avaliado o comportamento efetivo sob condicdo de contato
perfeito. Assim, considerando o fluxo (4.147) no ponto € = % + %—uyl com uy(z,y)
dvg

solugao da familia uniparamétrica de problemas P, em (4.104), tem-se que:

d 0
Kl( U°+ﬂ>, y €0,¢1)

o (y7 Moy —%“1) - dr v/, . (4.148)
Iy Y K, [ &0 1 1
2 ( dl‘ + ay ) Y S (Ch ]
Outra forma de expressar este fluxo é através de fungdes indicadoras y;(y):
1 Y S QZ
() =4 7 : 4149
Xi(y) { 0.y ¢ 0, ( )

e assim, reescreve-se (4.148) como:

dUO 0u1 i dUO 8U1 dUO 6U1 "
o (97 I + 8_y) = x1(y) K (% + 8_y) + Xa(y) K (% + 0_3/) . (4.150)

dvg
Sendo u; solugao de P,* em (4.104), o fluxo nao depende de y no ponto conside-
rado, logo:

dvg  Ouy dvg | Our\"  _
x1(y) K1 (%+8_y) + x2(y) K2 (%—'_(9_3/) =0. (4.151)
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: d ,
Agora, de isolar o termo % + %—1;1 em (4.151), obtém-se:

dUO 8u1 . g g 1/n
TG =g e () (4.152)

Seguindo o procedimento mostrado na Secao 4.3.2, aplica-se o operador média em
(4.152), chegando-se a:

a4 5 Lz \Yn dvo
Ut ly=1 — U1 ly=1 — [ur]y=¢, = /0 Edy + /C1+ <E> dy — Az (4.153)

a qual resulta na seguinte equacao equacao algébrica nao linear:

— — 1/n
et (1) "o (4.154
emquec, = (x,) (r=1,2),co = 1—c, €€ = dvy/dz. De resolver a equagao (4.154) para
@ encontra-se a lei 6(€) para o comportamento efetivo procurada, o que ira depender
do valor de n adotado. Por exemplo, caso tenha-se n = 1/2, (4.154) torna-se uma
equacao quadratica, e a lei efetiva & encontrada tomando-se a sua raiz (para a maioria
das aplicacoes, a positiva), a saber:

s K _
(€) = 2K1202 (\/(01K2)2 + dea K7€ — K201> : (4.155)

Todavia, para ilustrar os resultados obtidos sera considerado o caso mecanico,
ou seja, pretende-se determinar a tensao de deformagao efetiva em fungao da
deformacdo média (c(2)), e serdo tomados os seguintes valores para as propriedades
do problema: K; = 70, K, = 100 e n = 0.4. O valor de K corresponde ao coeficiente
de elasticidade do aluminio (GARCIA; SPIM; SANTOS, 2013) e os valores de K, e
n sao resultados experimentais para uma liga de magnésio denominada AZ31B (DAI
et al., 2018).

Sob estes valores, para resolver a equagao em (4.154), se utilizou o método ite-
rativo de Newton (ou Newton-Raphson) (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2015), com
tolerancia de 10~°, e como ponto inicial:

1/n
o9 = 1max {ﬁ, K, }E, (4.156)

para a convergéncia das iteragdes. A escolha deste ponto € justificada no Apéndice
C.3.
Os resultados obtidos seguem na Figura 16:
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————— c,|=1 (Fase 1)
c,=0.75
c,|=0.5
—¢,=0.25
¢,=0 (Fase 2)

B0

50

le 40

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

|

Figura 16: Avaliacao do fluxo efetivo sob diferentes concentragoes das fases consti-
tuintes de um composito bifasico ndo linear com relagao constitutiva em (4.147).

Observa-se que o fluxo efetivo apresentou comportamento semelhante ao do caso
linear na Figura 13: este é limitado pelos fluxos das fases individuais, e se aproxima
de alguma delas a medida que a concentracao da respectiva fase tende a 1, ou seja,
quanto maior a homogeneidade do material.

Considerando agora o contato imperfeito, a obtengao da lei efetiva segue 0 mesmo
procedimento para a condi¢cao de contato perfeito, obtendo-se (4.153), da qual, pela
condicao de contato imperfeito, chega-se a seguinte equacao algébrica nao linear:

— — — \ 1/n
ag ag ag
L — —) -z 4.157
5 61K1+62(K2) €, (4.157)

ou ainda, reagrupando os termos:

C1 1 _ [ L/n _

A lei efetiva 5(€) que € obtida resolvendo (4.158) para & foi avaliada para os mes-
mos coeficientes K;, K, e n do caso anterior. Ou seja, agora sera simulado o com-
portamento efetivo do compésito bifasico formado com os mesmos constituintes, mas
avaliando a influéncia do contato imperfeito na interface, situagao que € fisicamente
mais realista. A implementagao numérica seguiu a mesma metodologia e parametros
do caso anterior (mais detalhes no Apéndice C.3).
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A Figura 17 apresenta a lei efetiva para ¢, = 0.1, e diferentes valores de 3”.

80 T T T

—CP (3 — x)
3=3000
— [4=2000
60 =500
=100

701

50

& 40

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

]

Figura 17: Avaliacao do fluxo efetivo sob condicao de contato imperfeito, para dife-
rentes valores de 3, de um composito bifasico nao linear com relagao constitutiva em
(4.147), em comparacao ao caso de contato perfeito.

E visto que se manteve o comportamento observado na Secao 4.2.6 para o caso
linear (Figuras 14 e 15). A medida que 8 — oo, 0 comportamento efetivo se aproxima
daquele obtido sob condicao de contato perfeito. Além disso, a medida que diminui-se
o valor de 8 (o que significa aumentar a resisténcia na interface), observa-se valores
maiores de deformg¢ao para os mesmos valores de tensao.

Este Gltimo comportamento tem sentido fisico, dado que em um contexto mecanico,
(3 esta representando a rigidez da interface, logo, a medida que este valor descresce,
se tem uma maior flexibilidade da interface, o que resulta numa capacidade do material
se deformar mais quando submetido a mesma tensao.

4.3.5 Exemplo 2: Caso do fluxo polinomial

Aqui sera considerado novamente um meio bifasico, com uma fase linear e outra
nao linear, cuja relacao constitutiva sera:

du®
Sz dw K1%7 x €Y
- - doiE duE\ 3 , (4.159)
€ X KQ— + Knl —_— , L € QQ
dx dx

“Analogamente a Segdo 4.2.6, os valores de 3 a serem utilizados neste exemplo foram obtidos
através de experimentos numéricos, de forma a se ter os comportamentos mais variados e também
vizualizaveis em grafico.
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sendo K, a propriedade nao linear da fase 2. A motivagao por detras desta escolha
€ o fato de tal relacdo modelar diversos fenbmenos fisicos em meios nao lineares
(PEREZ-FERNANDEZ et al., 2018), como problemas de condutividade térmica (WEI;
POON, 2006) e elétrica (BERGMAN, 1999), no ramo da eletrostatica (HUI; CHEUNG;
STROUD, 1998) ou magnetismo (WANG; HUANG, 1998), e também na modelagem
de deformacdes plasticas (LEON-MECIAS et al., 2008).

. dv ou - - . .
Considerando o fluxo em ¢ = d—o - 8_1 e u; solugcao da familia uniparamétrica de
Z Y

dvg
problemas P,** em (4.104), tem-se que:

dUo 8U1 dUO 8u1 dUQ (9u1 3 =
x1(y) K1 (% + a_y) + x2(y) [Kz (% + a_y> + Ko (% + 8—y) ] —7. (4.160)

. , d ouy . <
A esta altura, afim de isolar o termo % + % € necessario para a fase nao linear
L Y
resolver a seguinte equagao algébrica nao linear:
dUo 0u1 dUO 8U1 ’ —
Ky | — + — Kyl—+—) —5=0, 4.161
2(d$+8y)+ l(dar+0y 7 ( )

que é uma equacao cubida do tipo 23 + px + ¢ = 0, cujas solugdes sdo dadas por :

conhecida como a férmula de Cardano-Tartaglia (LIMA, 1987). Chama-se de determi-

3 2
nante desta formula o termo D = 5—7 + qz, o qual determina a natureza das solugdes.
No caso do referido exemplo, tem-se:
K2 3 5 2
D= 4.163
(o) (o) (163

ou seja, D > 0, do qual conclui-se que a equacao (4.161) a ser resolvida tem uma raiz
real e duas complexas. Pensando no contexto mecanico, sera de interesse apenas a
raiz real, pois a deformacao € real.

Entao, resolvendo (4.161) com (4.162), denotando esta raiz real por ¢z, obtém-se:

_ 3 — 2 — 3 — 2
@) 3| T L K5 . 15 n 3| T Ky n o
€ o) = _ .
R 2K, 3K, 2K, 2K, 3K, 2K,

(4.164)
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- , d .

Assim, retornando ao proposito de isolar % + %—l; na equagao (4.160), tem-se:
dUo 8u1 i o _
%+8—y—E+ER(U), (4165)

e isolando du, /0y e aplicando o operador média em (4.165), chega-se a:

Uyt — Unly—o — [urlly—e, = ;(—115 + coen(@). (4.166)
Da condicdo de contato para u;(z,y) (detendo-se primeiramente ao caso de contato
perfeito) e das condicdes de contorno, chega-se a seguinte equacao algébrica nao
linear:
iﬁ—l-CQGR(E) —e=0, (4.167)
K
e de resolvé-la para 7, obtém-se o fluxo efetivo 7(€) para a condi¢cdao de contato per-
feito.
Observa-se que para o caso de contato imperfeito, a diferenca no procedimento de

obtengao do fluxo efetivo comega no passo de aplicar o operador média, ou seja, a
g

partir da equagdo (4.166). Considerango a condi¢éo de contato [u;],—., = 5 chega-
se a equacao algébrica nao linear:
(Cl +1)—+ (@) —e=0 (4.168)
— — |10 Co€plO) — € = .
Kl 6 2CR

cuja solugao fornecera o fluxo efetivo o (€) para a condi¢cdo de contato imperfeito.

As leis efetivas para ambos os casos foram obtidas aplicando o Método de
Bisseccao (Apéndice C.1) nas equacdes (4.167) e (4.168). O resultado para contato
perfeito segue abaixo:

sl =] ©YELa (4.169)
e+4e®, y € (c1,1]
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14 T T T T T
77777 c1=1 (Fase 1)

121 ——¢,=0.75
—c, =05

101 ¢,=0.25
—c1=0(Fase 2)

14

i

Figura 18: Avaliacao do fluxo efetivo sob diferentes concentragdes das fases consti-
tuintes de um composito bifasico ndo linear com relagao constitutiva em (4.169).
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Figura 19: Avaliacado do fluxo efetivo sob condicao de contato imperfeito, para dife-
rentes valores de 3, de um compésito bifasico nao linear com relagao constitutiva em
(4.169), em comparacao ao caso de contato perfeito.

Os resultados obtidos da avaliacao para as condigdes de contato perfeito e imper-
feito, sdo os mesmos (do ponto de vista qualitativo) dos casos até aqui estudados para
o comportamento efetivo (nas Segoes 4.2.6 e 4.3.4 respectivamente).



5 APLICACAO DO MHA NO ESTUDO DE FALHAS
MECANICAS EM COMPOSITOS: O MODELO DE VOLOKH

5.1 Contextualizacao

5.1.1 Comportamento mecanico dos materiais

O comportamento mecéanico de materiais esta relacionado com a resposta do
corpo a agao de forgas externas e internas que nele atuam, variando de acordo com as
magnitudes destas forgas e com as caracteristicas do material (COURTENEY, 2000).
No universo das aplicagdes, geralmente os materiais estao submetidos a algum tipo
de carga (forga), e a forma como reagirao sera decisiva na sua performance como ma-
teriais de engenharia, dai a necessidade do estudo do seu comportamento mecanico.

As forcas envolvidas sao representadas pela grandeza tensao, que representa o
campo de forgcas resultante das forgas internas (provenientes das interacoes inter-
moleculares) e das forcas externas (cargas aplicadas ao material), por unidade de
superficie. E como resposta a tensao, tem-se a deformagao do material, que esta
relacionada com a mudancga da forma do corpo, que matematicamente é expressa
por um grandiente de medidas de comprimento. Segundo COURTENEY (2000), ge-
ralmente sdo observados trés efeitos da aplicacao de uma forga em um material:
uma deformacao reversivel (propriedade de elasticidade), uma deformacao irreversivel
(plasticidade) e a fratura do material.

As propriedades mecanicas que influenciam este comportamento sao resultado da
estrutura interna do material, em diferentes niveis (atbmica, cristalina, micro e ma-
croestrutura), e esta é resultado do tipo de processamento ao qual uma pecga deste
material foi submetida na sua fabricacao (CALLISTER, 2007). Sendo assim, devido
as estruturas complexas encontradas nos principais materiais de interesse, & prati-
camente impossivel formular modelos matematicos que descrevam o seu comporta-
mento levando-se em conta todos os detalhes presentes.

Desta forma, o estudo das relagdes entre a estrutura interna do material e suas
propriedades, fica ao cuidado da Ciéncia dos Materiais. E, na modelagem matematica
dos fendbmenos que ocorrem nestes materiais, sao utilizadas equacgoes que descrevem
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0s aspectos considerados mais importantes do comportamento destes em uma dada
situagao (SPENCER, 2004), definindo assim um material ideal, cujo comportamento
devera ser suficientemente proximo do material real dado.

Entre os diversos tipos de ensaio existentes para a avaliagao das propriedades
mecanicas dos materiais, 0 mais amplamente utilizado € o ensaio de tracao (GARCIA;
SPIM; SANTOS, 2013). Neste ensaio, uma barra cilindrica e uniforme do material
€ submetida a uma carga uniaxial e crescente, até que ocorra a fratura total (perda
total da integridade estrutural) da peca. O resultado deste ensaio sera uma curva de
tensao contra deformacao (ou ainda, tensao-deformacao, como sao comumentemente
chamadas), cujo formato tipico é ilustrado na Figura 20a, que é resultado de um ensaio
de tracao em uma peca de alvenaria (Figura 20b), que consiste em um compdsito de
tijolo e concreto (PERALTA et al., 2016):
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(a) Resultados de ensaios de tragdao em pecas de alvenaria (onde
stress é a tensao, e strain é a deformacéo).
[ 1 :

(b) Peca de alvenaria submetida ao Ensaio de
Tracao.

Figura 20: Ensaio de tragao realizado em PERALTA et al. (2016).
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Na Figura 20a, observa-se que o processo inicialmente € linear (trecho 1), e, a
partir de certo ponto, tem-se um comportamento ndo linear (trecho 2), um pico de
tensao (ponto 3) que indica o comeco da fratura, e segue uma nao linearidade até
o final das curvas, onde ocorre a fratura total do material (4). Estes elementos da
curva de tensao-deformacgao sao interessantes e fornecem informagdes importantes
do comportamento mecanico de um material.

A regiao com linearidade representa o comportamento elastico do material, ou
seja, se retirada a carga a qual o material esta sendo submetido, este retorna a
sua forma inicial (deformacgao reversivel), e além disso, a relagao entre tensao e
deformacao (o e ¢, respectivamente) pode ser expressa como:

0 = Fk, (5.1)

em que a constante de proporcionalidade E representa uma propriedade do material,
gue sera o modulo de elasticidade (ou modulo de Young) e esta relacionado com a
rigidez do material (VLACK, 2000). E através dessa curva pode-se estimar o valor de
E mediante a razao de o por ¢, ou ainda, de forma mais exata:

_da

E=—.
de

(5.2)

Seguindo, o ponto onde o comportamento muda de linear para nao linear, confi-
gura a mudanca de um comportamento elastico para um plastico, o qual é chamado
de limite de escoamento, pois entende-se que a partir dele 0 material comeca a es-
coar. Esta regidao também é conhecida como regido de encruamento uniforme, e a
relacao entre tensao e deformacao nesta regiao, que tem descrito o comportamento
plastico satisfatoriamente, principalmente para metais (COURTENEY, 2000), € uma lei
potencial, na forma:

o= K€", (5.3)

onde K, € chamado o coeficiente de resisténcia e n o coeficiente de encruamento
(pelo formato da curva, n € (0,1)). A saber, K quantifica o nivel de resisténcia que o
material exerce contra a sua deformacao, e n, a capacidade do material de distribuir a
deformagao ao longo do seu volume (GARCIA; SPIM; SANTOS, 2013).

Por fim, o pico da curva indica 0 momento em que se inicia a ruptura do material,
cuja tensao sera o limite de resisténcia a tracao, que € o maximo que o material su-
porta de tensdo sem apresentar nenhuma falha. Ja no ponto onde ocorre sua fratura
total, a tensao correspondente é chamada de tensao de ruptura.
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5.1.2 O modelo de Volokh

Antes de iniciar a discussao sobre o referido modelo, sera necessario conceituar o
qgue € a energia de deformacdo. Quando um corpo esta submetido a forcas mecanicas,
internas ou externas, estas realizam trabalho sobre ele (transferéncia de energia), que
armazena a energia envolvida na forma de energia de deformacao. Assim, a teoria
da elasticidade apoia-se no fato que, quando o corpo nao esta mais sob acao destas
forcas, ele utiliza a energia acumulada para retornar a sua forma inicial (SADD, 2014).
Ademais, a hipotese da existéncia desta energia de deformacgao define o conceito de
hiperelasticidade, que generaliza o conceito de elasticidade (SPENCER, 2004), ao
permitir deformagoes nao lineares reversiveis.

Definindo esta energia como funcao da deformacao, denotando-a por W (e), e le-
vando em conta o trabalho realizado pelas forgas envolvidas, chega-se a seguinte
relacao entre a tensao e este energia, considerando uma situagao de carregamento
uniaxial:

aw
ou entao, equivalentemente,
W(e) = / o(s)ds . (5.5)
0

Observando as relagdes consitutivas consideradas para o € ¢ € os resultados obti-
dos para a lei efetiva, ambos no Capitulo 4, conclui-se o seguinte: a tensao crescera
ilimitadamente a medida que ¢ — oo, 0 que conduz a ideia equivocada de energia
infinita, a qual nao tem sentido fisico. Além disso, vai contra os resultados experi-
mentais encontrados em ensaios de tracao, como os mostrados na Figura 20a. Isto
€, 0s modelos de comportamento constitutivos utilizados até agora sao de validade
limitada a um intervalo de deformacgdes de valores infinitesimais ou quando mais mo-
derados/finitos.

Neste contexto, € introduzido o modelo de Volokh (VOLOKH, 2007), que traz con-
sigo uma capacidade de representar o comportamento mecanico de um material de
forma mais fiel ao que é encontrado experimentalmente. Neste modelo, é conside-
rada uma nova formulagao para a energia de deformacao, que sera denotada aqui por

V(W (e)), a saber:
(W (e)) = ® (1 —exp (- WqEG)D , (5.6)

onde ® é a energia critica de falha, caracteristica do material, que pode ser enten-
dida como o maximo de energia que uma parte infinitesimal do corpo pode acumular
sem haver fraturas, servindo assim como um controle de falha, pois deve estar relaci-
onado com o limite de resisténcia a tracdo. Observando este novo modelo, é visto que
V(W (e)) tende a & quando ¢ — oo, 0 que faz mais sentido fisicamente, em relagdo a
ideia de energia ilimitada trazida pelos modelos anteriormente citados. Na Figura 21
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¢ ilustrado este comportamento de W e ¥ em relagao a deformagao:

0.3y

0.25F

Energia
o
o

01F

0.05+

0.6 0.7 0.8

Figura 21: Comportamento da energia de deformagao no modelo de Volokh (¥ (¢)) em
comparacao com o modelo tradicional correspondente (W (¢)).

Outra caracteristica interessante € que, expandindo ¥ (1V(e)) como um polinémio
de Maclaurin, obtém-se:

(W) ~ U(0) + W (0)W = & (1 — exp(0)) + P exp(0)W = W, (5.7)

ou seja, para valores pequenos de € (e consequentemente de W (¢)), 0 comportamento
de U é praticamente o comportamento tradicional representado por . Isso mostra
que o modelo de Volokh consegue reproduzir o comportamento dos modelos tradicio-
nais para pequenas deformagodes, e ao mesmo tempo evita o crescimento ilimitado da
energia para grandes deformagdes, tipico desses modelos tradicionais. Além disso, a
conclusao obtida através de (5.7) € coerente com os resultados experimentais trazidos
na Figura 20, na qual para valores menores de ¢ 0 comportamento € linear.

Estas ideias também mostram que os modelos anteriomente estudados sao
validos, entretanto, para valores pequenos de deformacdo, sendo necessaria ou-
tra abordagem para valores maiores. A comparacao para as curvas de tensao-
deformacao ¢ ilustrada na Figura 22:
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Figura 22: Curva tensao vs deformacao para o modelo de Volokh.

O modelo de Volokh tem sido aplicado em diferentes contextos, seguem alguns:
na predicao de falhas no tecido arterial (VOLOKH, 2008), na modelagem de falhas
de borrachas, que apresentam um comportamento puramente nao linear (VOLOKH,
2013), considerando o efeito da temperatura com modelos nao lineares de termoelas-
ticidade (VOLOKH, 2015), o efeito no fluxo de um fluido Newtoniano com a adicao de
moléculas de um polimeros (VOLOKH, 2018), entre outros.

5.2 Aplicacao do MHA

De comparar as Figuras 20a e 22, observa-se que o modelo de Volokh é um bom
candidato para estimar o comportamento efetivo de compositos. Levando em conta
que a falha pode iniciar em qualquer uma das fases, faz sentido considerar que as
fases se comportam conforme o0 modelo de Volokh. Assim, a aplicacao do MHA nesta
situacao permitira investigar se a lei efetiva do compésito de fato também segue este
modelo.

A aplicagao do MHA no modelo de Volokh se detera no caso de um composito
bifasico periodico, com fases lineares, isto é, 0 = E¢, com energia:

B Eé?

Wie) = o (5.8)

Aplicando (5.8) no modelo de Volokh (5.6), obtém-se:

T(W(e)) = d (1 — exp (_g—g)) . (5.9)
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Considerando (5.4), com a energia ¥ dada em (5.6), tem-se que:

_dU(W(e) _ d¥ dW

= n
7 de AW de (5.10)
de onde chega-se a:
—E ke (5.11)
o = Leexp 5% ) .

sendo agora esta a relacao constitutiva para a tensao em funcao da deformacao.
Seguindo a abordagem para a determinagao do fluxo efetivo (ou neste contexto, a
tensao efetiva) via MHA, tem-se a seguinte formulacao para o:

2

K
Kieexp (— 1€ ), x e

o (£,00) 20y , 5.12)
e’ dz Kseexp _ng x €y
20, )’
com € = du®/dx.
: d 0 .
Considerando que no ponto ¢ = % + % a tensao nao depende de y, e da
T Y

condicao de contato perfeito para o fluxo na interface (4.102), pode-se escrever que:

) Ko - Kl’gz)} () [ Kagexo (—w)} —7 (519

2(131 2(1)2
d 0 . .
com ¢ = Skl + o (para facilitar a notacao).
dr Oy
O préximo passo € isolar £ = % + % em (5.13) e obter as inversas da tensao o
T Y
em cada fase, de forma a se ter:
1 1 dv ou
ot (@) + xe)oy' (@) = T2+ 5o (5.14)

e entao aplicar o operdor média média, chegando-se a:

! dUO

U ly=1 — [ur]ly=e, — w1ly=0 = / x1(y)o1 ' (7)dy +/ x2(y)oy ' (7)dy — o (5.15)
0 c

+
1

de onde obtém-se, pela 1-periodicidade de u;(z,y) em y:
—[ui]y=e, = 1071 (@) + ooy (7)dy — & (5.16)

A partir daqui, deve-se considerar qual a condigao de contato se esta lidando, perfeito
ou imperfeito, tendo-se [u1],=., = 0 ou [u;],=., = 7/0, respectivamente.
Entretanto, atenta-se para a obtengao das inversas o; *(7) e o, (@), visto que am-
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bas as leis das tensées em (5.12) nao sao fungdes biunivocas, pois tém o formato
como ilustrado na Figura 22. Logo, s6 é possivel encontrar a inversa diretamente em
cada regiao de injetividade. Nas proximas secoes, apresentam-se os detalhes de cada
caso.

5.2.1 Caso de contato perfeito entre as fases

Para a condicao de contato perfeito, (5.16) se torna:
107 (@) + o051 (@) — €= 0, (5.17)

e de resolvé-la para 7, encontra-se a lei efetiva 6(¢). Como o formato de o;'(7) e
o, '(7) nao é explicito, se desenvolveu a seguinte estratégia para encontrar o valor de
o que resolve (5.17) para um € dado.

: d 0 . R . d 0
Considerando ¢, = 2% + 2% relacionado & tenséo o, nafase 1 e &, = —° 4 24
dr 0y dx dy
na fase 2, pode-se interpretar (5.17) como:
0151 +02£2 — €= 0, (518)
., . , d’Uo 8u1 _
ja que a inversa do fluxo sera exatamente & = v + B Para encontrar o valor de &
T Y

que resolve (5.17), necessita-se dos pares (&3, &) tal que:

1. Sejam solucao de (5.18);

2. O-l(yvgl) = 02(ya §2) = 6:

para cada valor de € considerado.

Sendo assim, procede-se da seguinte forma: determina-se um intervalo de valores
possiveis para ¢ na forma de um vetor, e para cada valor fixo €(i) de €, calcula-se o
valor de & que resolve a equagao (5.18). Ou seja, para cada €(i), testa-se valores de
&1(j) do vetor &; proposto, calculando-se um valor (i, ) da seguinte forma:

6200, ) = = abl) (5.19)

C2

Assim, a condi¢ao 1 esta satisfeita. E para cada &, (i, j) calculado, testa-se a igualdade
proposta em 2, até encontrar o valor de &; necessario. Encontrado este, o valor de 7 (i)
(correspondente a €(i)) é estimado por uma média ponderada na forma:

(i) = c101(£1(5)) + ca02(82(i, 7)) (5.20)

Todavia, pelas leis das tensdes o; € 0, nao serem fungdes biunivocas, € possivel
encontrar valores de & e & que satisfazem as condigbes 1 e 2 propostas, mas nao
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representam a lei efetiva procurada. Para isso, sdo impostas mais duas condicoes na
implementacao:

e 5(1) > 0;
e [0(i)—a(i—1)| < H|e(r) —€(i — 1)], com H > 0;

sendo esta segunda uma versao da condicao de Lipschitz (KOLMOGORQOV; FOMIN,
1975), onde H é uma constante fixa (constante de Lipschitz), com o objetivo de asse-
gurar a continuidade da lei efetiva obtida.

Os resultados computacionais apresentados a seguir foram obtidos para um
compésito bifasico (Compdsito 1) com as seguintes caracteristicas: K; = 0.3 e
®; = 0.1 para afase 1, e K, = 2.5 e &, = 0.3 para a fase 2 (estes sado valores
hipotéticos, tomados de forma a se ter a convergéncia da implementagdo numérica
utilizada). Do ponto de vista do comportamento mecanico, a fase 1 € menos rigida,
fraturando sob uma tensao menor,, quando comparada a fase 2. O comportamento
de ambas as fases, em relagéo a tensdo (o (¢€)) e a energia de deformagéao no modelo
de Volokh (¥(¢)), € ilustrado na Figura 23:

Fase 1
0.4 \\\ _ Fase 2| |

//,_ )
| 0.2— /ﬂ ' Fase 2| |

Figura 23: Comparagao do comportamento mecanico segundo o modelo de Volokh
das fases consituintes do Compésito 1.

Aplicando o MHA para determinar a lei efetiva para este material bifasico utilizado
como exemplo, seguindo a metodologia detalhada, obteve-se os resultados apresen-
tados na Figura 24:
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Figura 24: Lei efetiva da tensdao do Composito 1 sob condigao de contato perfeito, para
diferentes concentracoes.

Percebe-se na Figura 24, primeiramente que o comportamento global do
Compdsito 1 seguiu, qualitativamente, o comportamento das suas fases constituin-
tes. Nos resultados obtidos anteriormente (Secoes 4.2.6, 4.3.4 e 4.3.5), obteve-se
que a medida que a concentragdao de uma fase diminuia, o comportamento efetivo
tendia ao comportamento da outra fase (e vice versa). Nesta aplicacao do Modelo de
Volokh acontece o mesmo, entretanto, apenas para pequenas deformacgodes, onde o
comportamento global € linear.

Além disso, nota-se na Figura 24 também que o comportamento efetivo do
Compodsito 1 ficou condicionado ao pico de tensao (limite de resisténcia a tragao) do
material da fase 1, pois todas as curvas apresentaram o mesmo pico deste. Isto ocorre
pois, como foi comentado anteriormente, a fase 1 se mostrou a menos resistente (em
termos de tensao), logo, o material como um todo nao poderia ser submetido a uma
tensao maior que o limite desta fase sem fraturar.

Integrando a lei efetiva para a tensao obtida, utilizando a Regra de Simpson 1/3,
com h = 1073, obteve-se a energia de deformacao efetiva U, e avaliando seu com-
portamento assintotico quando ¢ — oo, determinou-se a energia critica ® do material
bifasico para alguns valores de concentracao ¢;, encontrando-se os seguintes resulta-
dos mostrados na Tabela 6:

Tabela 6: Estimativa da energia critica efetiva (<T>) para as concentracoes consideradas
do Compésito 1.

c1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.88

d 0.0098 0.0196 0.0295 0.0395 0.0494 0.0595 0.0695 0.0796 0.0879
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Para valores de ¢; maiores que 0.88, 0 método numérico implementado para a
lei efetiva da tensdao nao convergiu. Mas, mesmo assim, € possivel observar uma
tendéncia a energia critica do material da fase 1 (¢, = 0.1), enquanto que ¢, se apro-
xima de 1. Salienta-se que mais testes devem ser feitos para uma conclusao mais
exata.

Com o intuito de verificar o efeito da energia critica de cada fase, resolveu-se inver-
ter os valores do Compésito 1, obtendo-se entdo um Compdsito 2 com as seguintes
caracteristicas: K1 =0.3e &; = 0.3 paraafase 1,e K, =2.5¢e &, = 0.1 para a fase 2.
O comportamento individual das fases deste compdsito € ilustrado na Figura 25:

0.4 _
. Fase 1
FARY Fase 2|
e 02F O\ - -
[ - —___""‘--__\_
i /\Ar - ""\_\\-
e N T
0 - S 1 L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
€
03F I .
Fase 1
= 0.2 /, _ Fase 2| |
01F =
- >
0 ._./_é—-"""- 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Figura 25: Comparagao do comportamento mecanico segundo o modelo de Volokh
das fases consituintes do Compdsito 2.

Aplicando o MHA para o Compdsito 2, encontrou-se os seguintes resultados para
a lei efetiva da tensao na Figura 26:
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Figura 26: Lei efetiva da tensdao do Compodsito 2 sob condigao de contato perfeito, para
diferentes concentracoes.

Observando a Figura 26, tem-se as mesmas consideracoes para o Compésito 1: o
Composito 2 comporta-se qualitativamente como suas fases constituintes, e também
seu comportamento apresenta 0 mesmo pico de tensao da sua fase menos rigida
(fase 1), mesmo que esta fase agora tenha o maior valor de energia critica.

Para a energia critica efetiva, obtida da mesma forma que foi para o Compésito
1, para as diferentes concentragcoes consideradas, encontraram-se os resultados que
estao na Tabela 7:

Tabela 7: Estimativa da energia critica efetiva (@) para as concentragdes consideradas

do Compésito 2.
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85

&1
5 0.0296 0.0594 0.0892 0.1191 0.1484 0.1790 0.2099 0.2392 0.2551

Neste caso, 0 método numérico implementado nao convergiu para valores de ¢,
maiores que 0.85. Porém, analogo ao que ocorreu para o Compdsito 1, percebe-se
que o valor de ® tende a energia critica da fase 1. Novamente, mais testes devem ser
feitos para avaliar com mais seguranca estes dados.

5.2.2 Caso de contato imperfeito entre as fases

Agora, para o caso de contato imperfeito, a equacao em (5.16) se torna:

1071 (7) + o0, H(T) + % —e=0, (5.21)
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que sera resolvida, a fim de determinar a lei efetiva 7(€), de forma similar ao caso do
contato perfeito.
Considerando x; € x5 como na Sec¢ao 5.2.1, pode-se reescrever (5.21) como:

161 + oy + % —z=0. (5.22)

Para determinar os valores de & que satisfazem as condi¢oes 1 e 2, mas agora para
a equacao (5.22), procede-se da mesma forma como para o caso do contato perfeito,
com excecao da equacgao para encontrar &, que resolve (5.22), a qual agora é:

&(l}j) = 0_12 (E(Z) - %l(j)) - Clﬁl(i)) . (5.23)

A influéncia do contato imperfeito no comportamento efetivo foi avaliada primeira-
mente para o Compdsito 1 considerado anteriormente, utilizando ¢; = 0.3, e foram
encontrados os resultados que constam na Figura 27

0.12
01F
0.08 |
I 0.06

0.04 |

Figura 27: Lei efetiva da tensdao do Compésito 1, sob condi¢cao de contato imperfeito,
para ¢;=0.3 e diferentes valores de £.

Observa-se que quanto menor os valores de 3, 0 pico de tensao nao se altera
para cada caso, mas ocorre para valores maiores de deformacao. Do ponto de vista
do comportamento mecanico, isto signifia que quanto menor a rigidez na interface,,
a ruptura do material ocorre para valores maiores de deformagao, mas sob 0 mesmo
valor de tensdo. Como observou-se nos resultados para contato imperfeito na Secao
4.2.6, a diminuicao da rigidez na interface faz com que o compaosito tenha mais flexibi-
lidade, e assim suporta deformag¢des mais intensas sem fraturar.

Foram avaliados também os graficos da energia U efetiva, também integrando as
lei efetivas obtidas para a tensao, pela Regra de Simpson 1/3 (com h = 1073), consi-
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derando ¢; = 0.3, chegando-se a:

0.03 7 7 V 7 —
0.025}
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> 0.015¢
0.01

0.005 |

Figura 28: Lei efetiva da energia de deformagdo ¥ do Compésito 1, sob condigao de
contato imperfeito, para ¢;=0.3 e diferentes valores de /.

Na Figura 28 observa-se que o contato imperfeito nao influenciou a energia critica
efetiva do composito bifasico, além de influenciar muito pouco as curvas de energia
(percebe-se que as curvas estdao muito préximas entre si). Os valores de ® obtidos
para os valores de 3 testados foram de 0.0295, que se comparado com o valor obtido
para o contato perfeito na Tabela 6, deixa clara a proximidade.

Assim como no caso do contato perfeito, foram feitas as mesmas avaliacoes para
o Compésito 2, chegando-se aos resultados nas Figuras 29 e 30:

0.2

0.15}

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

m

Figura 29: Lei efetiva da tensdo do Composito 2, sob condicao de contato imperfeito,
para ¢;=0.3 e diferentes valores de §.
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Figura 30: Lei efetiva da energia de deformacao ¥ do Compoésito 2, sob condigao de
contato imperfeito, para ¢;=0.3 e diferentes valores de /.

Observa-se que as Figuras 29 e 30 trazem resultados equivalentes (qualitativa-
temente) aos das Figuras 27 e 28, ou seja, as conclusdes para o Compdsito 2 sdo
as mesmas apontadas para o Compdsito 1 nesta secao, mostrando que inverter as
energias criticas nao influenciou qualitativamente o comportamento efetivo destes
compdsitos.



6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nos capitulos 2 e 3, através de implementagdes numéricas para casos especificos,
observou-se que tanto a solugédo v, como as assintoticas u" e u(? se mostraram como
boas aproximacoes da solucao exata dos PVC’s com coeficientes continuamente difi-
renciaveis, lineares e nao lineares. Ademais, para os casos de nao linearidade estuda-
dos, percebe-se que nas ocasides em que solugao exata apresentava mais detalhes
locais, a assintética de ordem 2 reproduziu melhor estes detalhes do que a de ordem
1, mostrando entao a importancia de considerar o terceito termo da SAF.

No Capitulo 4, através do MHA foi possivel obter a lei efetiva para todos os PVC’s
com coeficientes constantes por partes estudados, lineares e nao lineares, assim
como sob condicao de contato perfeito e imperfeito para exemplos de compdsitos
microperiodicos bifasicos. Observou-se que as leis efetivas apresentaram coeréncia
tanto em relagcdo a concentracdo das fases do compdsito como em relagdo ao
parametro /3 do contato imperfeito.

No Capitulo 5, foi repetido o sucesso do Capitulo 4 na obtencao das leis efeti-
vas para problemas envolvendo o modelo de Volokh, tanto sob condi¢cao de contato
perfeito e imperfeito. Além disso, observando que a lei efetiva do composito mostrou
comportamento qualitativo semelhante ao referido modelo, e que para valores rela-
tivamente pequenos de deformagao esta lei mostrou-se praticamente linear, conclui-
se que o MHA é uma ferramenta eficaz para avaliar compésitos que seguem o mo-
delo de Volokh. Ainda neste capitulo, o MHA também permitiu obter informacdes nao
esperadas, como: o contato imperfeito nao interferindo na energia critica efetiva do
composito, e uma certa tendéncia desta energia para o valor da fase 1, a medica que
sua concentracao se aproximava de 1. Em ambas situagdes, mais testes e simulacdes
devem ser feitos.

Em suma, perante o desenvolvimento deste trabalho, conclui-se que o MHA pro-
duz resultados satisfatorios em todos os casos estudados. No futuro, pretende-se
considerar outras situagdes, nao linearidades classicas dentro do modelo de Volokh,
problemas dindmicos para fendmenos difusivos e ondulatérios, e varias escalas tem-
porais, todos para uma ou varias dimensoes espaciais. E também considerar outros
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métodos para comparar e validar os resultados pelo MHA.
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APENDICE A DETALHES DA OBTENGAO DOS TERMOS U,
E U, PARA O CASO DO COMPOSITO BIFASICO LINEAR,
COM CONTATO IMPERFEITO ENTRE AS FASES

Estando satisfeita a condicao do Lema 7 para o problema em (4.76), sera consi-

] ~ o d
derado, como no caso continuo, a separacao de variaveis u,(z,y) = Nl(y)%, a qual
T
transforma o problema (4.76) em:

( d dN, dK
W [K (v) d—y} =g V€O DA

HK(‘U) (dd_]\yfl+1 ﬂyzq - . (A.1)

[[Nl]]y:clzé [Kl (dd_]\;+1)1 . 8>0
N.(0) =0 o

\

Reescrevendo a equacgao deste novo problema, tem-se:

di; [K ) <%1 + 1)} 0, (A2)

de onde, integrando’, conclui-se que:

Fo(@))lL oGl - e
chegando-se a:
K (D) - o (2)] - A

com C; = [K () (dd—JZl + 1)}

. Da condicao de contato perfeito para o fluxo, (A.4)
y=0

'Considerando y € (c1, 1], ja que o resultado para € [0, ¢;) corresponde ao caso continuo.



transforma-se em:
ANy
dy

k) (

)-c
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De isolar dN; /dy em (A.5), e aplicar o operador média, obtém-se:

N1|y:1 - HNI]]y:q

e da condicdo de contato [V\],—, = [Kl (% + 1)_

Ny, chega-se a:

qzk<

com K = (K~1)~1,

— N1|y:0 = 01<K_

1>_1’

(A.6)

, € da 1-periodicidade de

(A.7)

Agora, de isolar novamente dN; /dy em (A.5) e integrar, mas agora em relagao a y

(comy € (¢, 1)), tem-se que:

)
Nils=y = [Nlly=e — Nils=o = / (
0

de onde chega-se a:

i = [ (

1
8

Ci
K(s)

—1) ds +

com (4 conforme (A.7). Logo, tem-se o seguinte:

/Oy (% — 1) ds, y € [0,¢1)
(0

23 dy

B

Nify) = ¢ Ml
Ch

/oy (K(S)

| 0, y=1

a
K(s)

Agora para o termo u,, se tera o seguinte problema:

d2 Vo

K@dﬁ

3

ox
3u2 3u1
)

UQ(0,0) = U2 (Z,O) =0

K (y)

P£2) :

y=c

82u1

0xdy B

0
dy

—1) ds

_(K

(A.10)

8u1

) G ) + Floh v e (0.0 e}

(A.11)
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cuja solugao 1-periédica sera garantida pelo Lema 5, da Secao 4.2.2, pois a condicao
de contato é nula, e com

d2U0 82U1
s (v)
dx 0xdy

Foly) = =K (y) + (). (A.12)

Observando que:

0 8u1 . 19) dUo o K dUO . K d2U0
o (o) = o ((d_ ok %) - (m - 1) A

a equacao (A.12) pode ser reescrita como:

2 2 2
Fyly) = K (y) 0~ K24 K () S0+ 7o), (A.14)
e, de satisfazer a condicao do referido lema, levando em conta as condi¢coes de con-
torno para vy(z), chega-se ao Problema Homogeneizado Py, que sera o mesmo do
caso do contato perfeito em (2.86).
Considerando vy (z) solucdo de Py, us sera considerada com variaveis separadas
na forma:
d2UQ
uz(z,y) = No(y) ——- (A.15)
Considerando (A.15), u; em (??) e vo(z) solugao de Py em (2.86), o problema para
obtém-se de (A.11) o problema para N,(y), a saber:

(d dN d
2 (K ) d—y) = (K () Ny, y € (0.0~ {ar)

P2 . HK ) (dd_j,:f i Nl)ﬂ o ! , (A.16)
[ (2 0)

N»(0) =0

y=c

Reescrevendo a equagao u, em (A.16), tem-se:

e de integrar A.17 em relagéo a y (y € (c1, 1]), obtém-se:

K (s) (dd—]\; + N1>

T HK (y) (%2 + Nl)ﬂ - Cy (A.18)

. Da condigdo de contato nula para o fluxo em P
y=0

onde O, = K (y) (% + N1>
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em (A.16), e isolando-se dN,/dy, chega-se a:

AN, Gy

d_y —m_Nl(y)7 (A19)

e aplicando o operador média, para obter C,, tem-se:
Nofy=1 = [No]ly=e; = Naly=o = Co(K™") — (N1}, (A.20)

de onde, das condi¢oes de contato e contorno para N,:

- -3 (543

] . (A.21)

Agora, de integrar a equacao em (A.19) em relagao a y, com y € (¢, 1), chega-se
em:

e
No(y) — [No]y=c, — N2(0) = /0 (Fi) — Nl(s)) ds, (A.22)
ou ainda,
Y 02 1 dN2
N2<y) - /0 (K(S) — Nl(S)) ds + E |f(1 (d_y -+ N1>:| - (A23)
com (5 conforme (A.21).
Agora, considerando y € [0, 1], chega-se a:
/Oy <<g1<l[)( — Nl(s)> ds, y € [0,¢1)
_ 11 dN,
Moy =4 M) T35 {Kl <d_y+Nl)] e . (A.24)
e 1 dN,
/0 (m-Nl(S)) d8+B |:K1 (d_y+N1):| y:q, ye(cl,l)
\ 0, y=1

Aqui é interessante chamar a atengao para o fato de que, quando 5 — oo, as solugdes
Ni(y) (em (A.10) e No(y) (em A.24) convergem para as respectivas solu¢des do caso
de contato perfeito (Secao 4.2.2), em (4.38) e (4.44), respectivamente.



APENDICE B DETALHES DA OBTENGAO DOS TERMOS U,
E U, PARA O CASO DO COMPOSITO BIFASICO NAO LI-
NEAR, COM CONTATO IMPERFEITO ENTRE AS FASES

B.1 Demonstracao do Lema 10

Demonstracao. Integrando a equacao do problema em relacao a y, levando-se em
conta a condigao de contato para o fluxo, chega-se a:

a(y,EJr 3_/\/1) =0, (B.1)
dy

conforme na demonstracao do Lema 9 na Secao 4.3.1, pois a condicao de contato
para o fluxo € a mesma. Seguindo a metodologia da referida secao, define-se uma
fungéo T'(y, k,@) como em (4.111), tal que:

oT  Oo
—_— = B.2
ok Ok (B-2)

Sabendo que do/0k > 0, € aplicavel novamente o teorema da fungao implicita
(ILYIN; POZNYAK, 1982), garantindo que existe uma fungéo  (y, ), inversa de T'(y, )
em relacdo a «, continua e diferenciavel numa vizinhanga de um ponto (y,7), 1-
periodica em y, na qual:

k(y,0) =R+ —. (B.3)

Isolando ON;/dy e integrando em relagao a y, no momento para y € [0, ¢;), obtém-se
diretamente que:

M(y,R) = /Oy (k(s,0) —R) ds, (B.4)

devido a continuidade neste intervalo. Agora para y € (¢, 1), tem-se que:

Ny 7) = [Mi]yer — NG (0,7) = /0 " (5(5,7) — ) ds, (B.5)
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e das condicoes de contato e de contorno para N, chega-se a:

ON;

Nt = [ 69 -7 as o (w70 G| B8)
ou ainda, levando-se em conta (B.1),
Y o4
Nt = [ (7)) ds 5, (B7)
0 5
Assim, conclui-se que:
Jo (5 (s,0) = R) ds, y € [0, c1)
_ N1<Cl_)+%> y=aC
= _ . B.8
Mily.F) S (5 (5,3) = R) ds + 5, y € (e1,1) (58)

)

,yy=1

A definicao de NV |,—., em (B.8) foi motivada pelo Teorema de Dirichlet para Séries de
Fourier (Teorema 8), conforme foi feito no Apéndice A, para o caso linear.

Agora, a fim de garantir a 1-periodicidade em y desta solugao, analisa-se a
condicdo necessaria para que N;(y + 1,%) — Ni(y, &) = 0.

Para tornar mais claras as equagbes envolvidas, seguindo a notacao usada no
Apéndice A, sera considerado H(s) = x (s,7) — R, € assim, para € [0, ¢;) se tera:

N+ R =i = [ u s [ as= T [ ws) s -

+
1

_tfy@@zéqmg@+[im@@+

+1£ng@— zmy-]

, (B.9)

eSIAS|
| Ql

e quando € (¢, 1):

(c1+1)”
M(y+1,R) — /’H ds+/ H(s s——+/ H(s) ds

y+1
+ / H(s ds———(/ H(s ds—i—/’H ds——) (B.10)
Cl+1)
Cl—‘rl) Voi
= / H(s ds+/ H()ds+/ H(s)ds — = =
(c1+1)+ B

— (H) 3
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Assim, de ambos os casos, necessita-se que (H) = %1 (analogo ao resultado

encontrado para o caso linear sob condicao de contato perfeito no Apéndice A), para
que N:(y, ) seja 1-periddica em y. Entretanto, tal condicdo € satisfeita naturalmente,
ja que « (v, )—m+6a—y(83) O

B.2 Obtencao de u;, us

Seguindo o0 mesmo procedimento na demonstracao do Lema 10 para o problema
dv,
PLT”? em (4.144), com k = ¢, K = 4 e N} = uy, chega-se a:

IJ (¢(s,5) — 22) ds, y € [0,¢1)
Unly=e,_ + 5 B yY=a

IS (¢(s,7) — 42) ds —|— € (e,1)
0, y=1

ui(x,y) = (B.11)

Agora para u,, com (3.16), (4.103), (4.140) e (2.51) forma-se o problema:
e (- 5) 5] =05 08+ 5) s[5 (e w) B
(3 +22) % (ntm v )]
[ual,—., = 3 (8“1 + ?;;2) 80 < dv 4 %_>

Ug(0,0) = UQ(Z,O) =0

;

C1

(B.12)
paray € (0,1)/{c:}. Para garantir a existéncia e unicidade de u, 1-periddica em v,

utiliza-se do Lema 7 (Segao 4.2.5), com Fy(y) = f(z) — 80 < dvo + aul), Fi(y) =

dx dy
do dUo 8u1 8u1 do d’Uo 8u1
— gy, 2+ ) e K(y) = — [y, — 4+ =2 ).
Ge(y’dx+8y)8xe ) 86( +8y)
Da condigao necessaria de que (Fp) = 0, obtém-se que:
d ~ dl)()
o (@)] =1 E19
~ ([ dv _ ., d?)(] 8u1 - . ,
com ¢ (42) = (o(z)), ja quem em ¢ = i s o(y, €) ndo depende de y (isto &,

o(y,e) = a(x)). A equagao (B.13) juntamente com as condigGes de contorno para vy,
compoem o problema homogeneizado Py, como em (2.86).

Agora, considerando a existéncia da solugao v, de (2.86), é garantida a existéncia
de u, 1-periédica em y em (B.12), e a equagao do problema em (B.12) € simplificada

A passagem f;’“ H(s)ds = (H) é possivel apenas porque a inversa e(y,o) é 1-periddica em y,
fazendo com que H(y) também o seja.
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0 |0o dvg 3u1 8u1 auQ
— | = — = B.14
Gy{ae(y’dﬂf+8y)(3y+0y)] v (514
e de integra-la em relagéo a y € (¢4, 1], obtém-se:
do dUO 8u1 (9u1 8u2 8’&1 8u2 Oo d’UO 8u1 —
— —— 4 =) = — 4+ — =D
De ( dx+3y)(0y+3y) ﬂ(0$+8y)36(y’dm+3y)llycl ’
(B.15)
Yy
onde D = / 80 % + % ds
ox dy

. Da condicao de contato perfeito para o
fluxo no problema em (B 12), (B.15) torna-se:

para:

s=0

oo dvy Ouy Ju;  Oug —=
- -0 =D B.1
36(y’d1‘+8y)(0y+0y) ’ (B-16)
da qual, isolando duy /0y, chega-se a:
ous — [Oo dvg  Ouy ! oy
— = — — + — - —. B.17
dy D(ae (y, dr 8y>) Ox (B.17)

Aplicando o operador média em (B.17), e da condi¢ao de contato imperfeito para us
no problema em (B.12), obtém-se que:

1 -1

D= (<<g—z> >+%> <%> (B.18)
E de integrar (B.17) em relagdo a y?, chega-se a expressao para a solugao us(z,y), a
saber:
fo ((8—" s.¢)) ' 8u1> ds, y € [0,¢1)

1D

ug(x,y) = Ualy=e, - + 55’ y=a . (B.19)
Jo D (( 2 (5,Q)) " — 8“1) ds+ 2,y € (c1,1)

L 0, y=1

com D como em (B.17), sendo a escolha em y = ¢, oriunda do teorema de Dirichlet
para uma Série de Fourier (Teorema 8).

2Como tem sido feito, considerando separadamente os casos y € [0,¢1) € y € (c1, 1].



APENDICE C METODOS NUMERICOS

C.1 Método de bisseccao

O Método de Bisseccao € usualmente utilizado para determinar as raizes de al-
guma fungdo. E um método conceitualmente claro, que converge para a raiz procu-
rada desde que algumas condicdes estejam satisfeitas, entretanto, sua convergéncia
é considerada lenta (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2015). Sua base é o teorema do
Valor Intermediario, a saber:

Teorema 11. (LIMA, 2013) Seja f : [a,b] — R. Para qualquer d que esta entre 0s
valores de f(a) e f(b), entdo existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

Deste teorema, pode-se concluir que dados a e b tal que f(a) e f(b) tém sinais
contrarios (f(a)-f(b) < 0), com f continua, entao existe pelo menos uma raiz da fungao
no intervalo (a,b). No procedimento, o intervalo [a,b] € seccionado no ponto médio
p1, sendo verificado em qual dos subintervalos esté a raiz (testando f(a) - f(p1) < 0
ou f(p1) - f(b) < 0), e assim segue-se nesse processo iterativo, construindo uma
sequéncia {p;}2, de pontos médios que convergira para a raiz p do intervalo.

A exatidao (0) se dara pelo comprimento do subintervalo apos n iteragoes, a saber:

b—a
2n+1

<. (C.1)

Na implementagao computacional do método se faz necessario determinar critérios
de parada do processo iterativo, sendo utilizados geralmente a exatidao ¢ pretendida
e um numero maximo de iteracoes (N) (este segundo, para evitar a ocorréncia de
lacos infinitos). Através de (C.1) N pode ser extimado como:

log [(b — a)/9]

N >
log 2

) (C.2)

Abaixo, esta a ideia do algoritmo computacinal do método aplicado neste trabalho,
baseado em (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2015):

e Entrada:
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— a,b: Extremidades do intervalo;
— 4: Exatidao pretendida;

— N: Numero maximo de iteracoes;
e Saida: Aproximacao da raiz ou mensagem de erro.
e Passo 1: Se f(a)- f(b) > 0:

— Saida: "Nao existe raiz neste intervalo”.

— Parar a execucao.

e Passo 2: Enquanto i < N, fazer:

Passo 2.1: Fazerp = “t2, FP = f(p)ei =i+ 1;

Passo 2.2: Se F'P < § ou 5% < 4
x Saida: p (esta € a aproximacgao da raiz).
« Parar a execugao.

Passo 2.4: Se 'A- FP > 0: a = p; caso contrario: b = p.

Retorna ao Passo 2.1.

e Passo 3: Mensagem de erro.

Neste trabalho o método foi utilizado primeiramente na Secgao 3.2 para encontrar
as constantes de integracao C; e Cy em (3.43) e (3.52), respectivamente. Percebe-se
que ndo é uma aplicagao usual dado que as equagdes envolvidas ndo sao fungdes
explicitas ou elementares. Desta forma, antes de utilizar o método foi verificado (para
os valores de n envolvidos) a continuidade e existéncia de uma raiz, 0 que também
ajudou a estipular o intervalo [a,b] de procura. Segue, como exemplo, a verificagao
feita para a equagédo (3.43) comn =1/2,ee =1/2, e [a,b] = [0, 4]:

Figura 31: Analise da equacao (3.43) para valores possiveis de C, entre 0 e 4.
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Sendo C os valores possiveis para C e

L5+ N7
conforme (3.43).

O método foi utilizado também na Secdo 4.3.5, para encontrar as raizes das
equacoes (4.167) e (4.168). Nestes, a fim de determinar a lei efetiva ¢(¢€), fazia-se
necessario sucessivas aplicagcdes do método, a fim de encontrar o valor de & para
cada €. Devido a complexidade dos termos envolvidos, tomou-se como intervalo de
procura de cada raiz os valores de 0 até o valor maximo de 7 atingido pelas duas fases
do compdsito, ou seja, um intervalo [0, m] com:

m = max{max{7; }, max{72}}. (C.4)

C.2 Regrade Simpson 1/3

Dentre os métodos de integracao numérica um dos mais utilizados sao as formulas
de Newton-Cbtes, as quais empregam os valores de f(z) (fungdo a ser integrada),
onde os valores de = tomados estao igualmente espacados (BARROSO et al., 1987).

Na sua forma simples, para aproximar o valor da integral definida fab f(z)dx, através
de um polinbmmio de Taylor de ordem 4, considerando os extremos a € b € 0 ponto
médio z,,, obtém-se a seguinte férmula:

[ e = Eig@ + a5 + 100, G5

onde h € 0 passo entre cada um dos trés pontos. Esta féormula é chamada de Regra de
Simpson 1/3 ou ainda de 12 Regra de Simpson. O erro desta aproximagao é estimado
por:

B = = ) C6

com ¢ € [a,b]. A obtencdo das férmulas em (C.5) e (C.6) sera omitida, mas é facil-
mente encontrada em bibliografias que abordam métodos numéricos, como as aqui
utilizadas: BURDEN; FAIRES; BURDEN (2015) e BARROSO et al. (1987).
Entretanto, na pratica, a fim de se obter melhores aproximacgoes, procura-se dimi-
nuir o passo h utilizado, a fim de diminuir o erro da aproximagao, como pode-se ver por
(C.6). Para isto, tem-se a abordagem composta da regra de simpson, onde o intervalo
[a,b] é seccionado em um numero par n de subintervalos [z;_1,z;], comi=1,2...,n, e
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para cada um destes é aplicada a formula (C.5). Assim, tem-se que:

b
[ 5@~ F15) + 4@ + fe)] + 50 + A7) + 5]+ (€7)
+ .+ g[f(xn_l) +4f(Tmn) + fzn)],

onde xy = a, z, = b e z,,; € 0 ponto médio de cada subintervalo [z;_,, x;]. A qual pode
ser simplificada para:

b n/2
/ fla)dr ~ g (f(a) +4f (@) + f(0) + Y (2f (w2i0) + 4f($2z‘1))> : (C.8)

=2
com esta, tem-se a seguinte estimativa para o erro da aproximagao:

_ —(b—a)’

(iv)
E. = S 1) (C9)

claramente menor que o erro em (C.6).
A ideia do algoritmo computacional aplicado para as integracées numéricas utili-
zando a Regra de Simpson do 1/3 esta descrito a seguir:

e Entrada:

— [a,b]: intervalo a ser integrado;
— f(x): funcao a ser integrada;

— n: numero par de subintervalos desejado para a integracao composta.

Saida: Valor aproximado da integral.

Passo 1: Fazer h = (b — a)/(n) (este sera o passo entre 0s pontos).

Passo 2: Fazer I = 0 (valor inicial da integral) e S = 0 (valor inicial do acréscimo
para cada subintervalo).

Passo 3: Parai = 2,...n/2, fazer:

— Passo 3.1: Fazer S = 2f(x9;_2) + 4f(woi_1);
— Passo0 3.2: Fazer [ =1 + S,

O valor final de I corresponde ao valor do somatério em (C.8).

Passo 4: Fazer Int = 2 (f(a) +4f(a+ h) + f(b) + I)

Int € a aproximacgao desejada.
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Este algoritmo foi aplicado para calcular as integrais definidas nas equacgodes
(2.131) (Secao 2.2.4) e (3.43) (Secao 3.2).

Entretanto, outro uso deste método € para calcular os valores de funcdes definidas
por integrais, ou seja, F(z) = [ f(t)dt, o que foi necessario em (2.99) e (2.130), na
Secao 2.2.4, e em (3.48), (3.51) e (3.58) na Secao 3.2. Para estes casos, 0 mesmo
algoritmo € aplicado, entretanto, para cada valor de = considerado para expressar a
fungao, isto €, para cada valor z(i), o algoritmo é rodado para o intervalo [a, z(i)], €
assim calcula-se o valor de F'(z(7)).

C.3 Meétodo de Newton (ou Newton-Raphson)

Este é um dos métodos mais eficientes conhecidos para determinagao da raiz de
uma funcao (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2015). Uma das formas de introduzi-lo, é
através de um polinémio de Taylor, da seguinte forma: Considerando uma funcéo f :
[a,b] — R, tal quef € C?[a,b], € um ponto p; € [a,b] como uma primeira aproximagao
da raiz p, de forma que: f'(p1) # 0 e |p — p1| seja relativamente pequeno, o polinémio
de Taylor de ordem 2 para f em uma vizinhanca de p; sera:

F(@) = Fo) + (e~ p)f o) + E P prega), (c10)

onde £(z) € um valor entre x e p;.
Tomando x = p, e desprezando o termo de segunda ordem, ja que considerou-se
|p — p1| pequeno, tem-se de (C.10):

0~ f(p1) + (p—p)f (1) (C.11)
de onde, chega-se a:
f(p1) _
~ — = . .12
pP=p1 F(pr) P2 (C.12)

A equacao (C.12) propoe um método iterativo onde:

= N oo f(Pz')
pit1 = 9(pi) = pi Fi(p)’ (C.13)

com ¢ > 1, gerando uma sequéncia {p; }32, a qual espera-se convergir para a raiz p.
Abaixo, esta a ideia do algoritmo computacional aplicado para este método, base-
ado em BURDEN; FAIRES; BURDEN (2015):

e Entrada:

— X: Vetor com os valores de £ a serem considerados;

— §: Exatidao pretendida;
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N: Numero maximo de iteragoes;
- aq,as,.... Constantes do problema;
— yo(7): Valor inicial da iteracdo para cada i—ésimo valor do vetor z.

- g(y,aq, s, ...): Funcao de iteragao.

e Saida: vetor Y com as raizes referentes aos termos do vetor x ou mensagem de
erro.

e Para cada z(i) € x, enquanto j < N, fazer:

— Passo 1: y = g(yo);

Passo 2: Se |y — yo| < 6:
+ Passo 2.1: Entdo y € araize Y (i) = y;
x Passo 2.2: Execucao deve parar e retornar para i + 1.

Caso contrario:

Passo 3: j =j + 1;

Passo 4: y, = y;

Retorna ao Passo 1.

e Se j > N: Mensagem de erro.
A convergéncia do método € garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 12. (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2015) Seja f € C?[a,b]. Se p € (a,b)
tal que f(p) = 0 e f'(p) # 0, entdo, existe um n > 0, tal que o Método de Newton
gera uma sequéncia {p;};°, que converge para p para qualquer aproximagao inicial
p1€[p—n,p+.

Deste teorema e da obtencado da férmula de iteragdo em (C.13), observa-se que
a convergéncia do método depende de uma boa escolha de valor inicial, 0 que nem
sempre € possivel, ainda mais por nao se ter uma formula especifica para este 7.
Entretanto, no geral, as aproximagdes convergirao de forma rapida para a raiz ou indi-
carao claramente que a convergéncia sera improvavel (BURDEN; FAIRES; BURDEN,
2015).

Neste trabalho, foi usado na secao 4.3.4, para resolver as equagodes (4.154) e
(4.158), ambos com valor inicial expresso em (4.156). Esta escolha justifica-se pelo
fato de que as equacoes (4.154) e (4.158), vistas como funcdes de 7, apresentaram-se
como estritamente crescentes e nulas para @ = 0, para todos valores de € envolvidos.
Desta forma, seguindo a légica do Método da Bisseccao, determinando um ponto 7,
tal qual estas fungdes fossem positivas, garantiria a existéncia de uma raiz em [0, 7],
contribuindo assim para a convergéncia do método de Newton. E para a escolha feita
em (4.156), este objetivo foi alcangcado e o método convergiu.



