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RESUMO

CONTREIRA, Juliana Avila. Solugdao da Equacdo de Conducdo de Calor Nao
Estacionaria em Meios Multicompostos. 2018. 88 f. Dissertagdao (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduacao em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

A temperatura, um dos principais fatores de degradacao atuantes em revesti-
mentos de fachadas, € responsavel pela causa de inUmeros comportamentos nos
materiais, provocando assim, variagoes fisicas e quimicas que podem resultar em
determinadas patologias. O comportamento destes revestimentos quando submetidos
as intempéries reflete diretamente no comportamento térmico dos ambientes internos
das edificagcdes, interferindo em aspectos importantes como conforto térmico dos
usuarios e sistemas de condicionamento de ar. Cada vez mais percebe-se que um
projeto de edificacdes nao pode ser resumido apenas em atender as necessidades de
seguranca, estética e comodidade dos usuarios, mas também € necessaria a criacao
de um meio ambiente favoravel, além da necessidade de um estudo voltado as
principais causas de patologias nos sistemas construtivos. Propdoem-se entao, neste
trabalho, uma metodologia capaz de realizar de forma semi-analitica o calculo dos
fluxos de calor existentes na envoltéria da edificacdo, dando especial atencao a pa-
redes externas compostas por mais de uma camada. A distribuicao de temperaturas
nas camadas sao solu¢oes unidimensionais transientes de condugao de calor. Tais
solugdes sao obtidas através do método da transformada de Laplace e uma inversao
numérica para uma parede composta de apenas um material. Também sao apresen-
tadas solugbes para uma parede composta por duas, quatro e n camadas. Para uma
analise do modelo proposto, sao utilizadas propriedades termofisicas encontradas
na literatura, sendo possivel perceber que o modelo representa satisfatoriamente o
comportamento dos materiais estudados. O modelo foi aplicado primeiramente para
simular a transferéncia de calor em uma placa composta por dois materiais. Em
um segundo momento esta formulacao foi aplicada para uma parede composta por
concreto e reboco e, por fim, em uma parede composta por quatro camadas. Os
resultados obtidos através do modelo sao de grande contribuicao para uma avaliacao
mais precisa da troca de calor nao-estacionario em paredes multicamadas, apre-
sentando resultados validos para descrever o gradiente de temperaturas e tornando
possivel a analise em cada ponto do elemento.

Palavras-chave: Parede multicomposta, conducao de calor, conforto térmico, solucao
semi-analitica.



ABSTRACT

CONTREIRA, Juliana Avila. Solution Transient Heat Conduction Equation for
Multilayer Walls. 2018. 88 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica)
— Programa de Po6s-Graduacdo em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e
Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

The temperature, one of the main degradation factors active in facade coatings, is
responsible for the cause of numerous behavior in the materials, thus causing, physical
and chemical changes that may result in certain pathologies. The behavior of these
coatings when subjected to inclement weather are reflected directly in the thermal be-
havior of the building internal environments, interfering on important aspects such as
thermal comfort of users and air conditioning systems. Increasingly it is realize that
a building project can not be reduced only to meet the security needs, aesthetics and
comfort of users, but it is also necessary to create a favorable environment and the
need for a study facing the main causes pathologies in construction systems. Pro-
pose then, in this work, a methodology capable of performing in a semi-analytical way
the calculation of the existing heat flows in the envelope of the building, giving special
attention to external walls composed of more than one layer. The distribution of tem-
peratures in the layers are one-dimensional transient solutions of conduction of heat.
Such solutions are obtained by the method of the Laplace transform method and nu-
merical inversion for a wall composed of only one material. It will also be presented
solutions for a wall composed two, four and n layers. For an analysis of the proposed
model, we wil use thermo-physical properties found in the literature, and it is possible
to perceive that the model represents satisfactorily the behavior of the materials stud-
ied. The model was first applied to simulate the heat transfer in a plate made up of
two materials. In a second moment this formulation was applied composed of concrete
and plaster, and finally a wall composed of four layers. The results obtained through
the model are of great contribution to a more accurate evaluation of the non-stationary
heat exchange in multilayer walls, presenting valid results to describe the temperature
gradient and making possible the analysis at each point of the element.

Keywords: multilayer walls, heat conduction, thermal confort, solution semi-analytical.
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1 INTRODUGAO

O estudo da distribuicao de temperatura é amplamente utilizado no setor da enge-
nharia devido a sua aplicabilidade, seja para a utilizagao da uniao permanente de com-
ponentes metalicos como a soldagem, ferramentas revestidas, maquinas térmicas,
paredes de alvenaria composta por varios materiais, sistemas de refrigeracao, entre
outros.

A base deste trabalho é o setor da construcao civil, que apds um periodo de crise,
manifesta para os proximos anos, expectativas de crescimento no Brasil. Esta pos-
sibilidade traz consigo uma busca incessante na melhoria e aumento da qualidade e
economia envolvidos durante e apos o0 processo de construcao.

A fachada de uma obra, independentemente de ser ela residencial ou comercial,
€ um dos elementos construtivos mais importantes para a edificacdo, além de ser
uma espécie de capa protetora, a qual recebe todos os tipos de intempéries. Sao
aplicados revestimentos nas fachadas com a finalidade de regularizar a superficie,
proteger, aumentar a resisténcia das paredes, proporcionar estética, acabamento e
conforto térmico.

Entende-se por revestimentos todos os procedimentos utilizados na aplicacao de
materiais de protecao e de acabamento sobre superficies horizontais e verticais de
uma obra de engenharia (FIORITO, 1994). Os revestimentos sao formados por cama-
das de materiais diferentes sobrepostas umas as outras. Devido a isso eles devem ser
tratados como tais, sendo necessaria a analise das camadas uma a uma respeitando
suas propriedades fisicas e mecanicas.

Os revestimentos, principalmente os aplicados em fachadas, precisam ter uma boa
resisténcia contra os fatores de degradacgao, por estarem sempre expostos aos fatores
atmosféricos, bioldgicos, de carga e de uso. Segundo TESTING; MATERIALS (1996),
fatores atmosféricos sdo todos os grupos de fatores associados com o ambiente na-
tural, incluindo radiacdo, temperatura, chuva e outras formas de agua, constituintes
normais do ar, seus poluentes e vento. Portanto, esses fatores variam em funcao do
seu ciclo diario e anual, bem como da localizagao geografica da edificacao.

A temperatura, um dos principais fatores de degradacao atuantes nas fachadas, é
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responsavel pela causa de inimeros comportamentos nos materiais, provocando as-
sim, variacgoes fisicas e quimicas. A principal alteracao fisica causada pela variagcao de
temperatura € a variagdo dimensional, mais conhecida como dilatagdo ou contragao
do material. Estas variagbes geram um estado de tensoes internas que, quando ultra-
passam o limite de resisténcia de uma placa ceramica, por exemplo, causam trincas e
fissuras, e, quando ultrapassam o limite de resisténcia da camada de esmalte causam
gretamento (ROSCOE, 2008). Patologias semelhantes ocorrem nos revestimentos
argamassados quando expostos a tais fatores.

Partindo deste ponto, cada vez mais percebe-se que um projeto de edificagoes
nao pode ser resumido em atender apenas as necessidades de seguranca, estética e
comodidade dos usuarios, mas também é necessaria a criagdo de um meio ambiente
favoravel, além da necessidade de um estudo voltado as principais causas de patolo-
gias nos sistemas construtivos. O ideal para a confecgao de um projeto é obedecer as
condicOes climaticas de cada regiao. No Brasil, pais com clima predominantemente
tropical, a construcao de edificios com fachadas inteiramente de vidro possuem be-
leza estética, mas tal aplicagao resulta em um aquecimento excessivo do ambiente
interno, fazendo com que aumente os custos com sistemas de ar condicionado.

Segundo DEAR; BRAGER (2002), conforto térmico € definido como a condigcao
mental que expressa satisfagdo com o ambiente térmico que envolve a pessoa. A
insatisfacdo com o ambiente térmico pode ser causada pela sensacao de desconforto
por calor ou frio quando o balango térmico nao é estavel, ou seja, quando ha diferencas
entre o calor produzido pelo corpo e o calor perdido para o ambiente. A performance
humana, como atividades intelectuais, manuais e perceptivas, geralmente apresentam
um melhor rendimento quando realizadas em um ambiente que propicie uma tempe-
ratura adequada ao tipo de servigo realizado.

As condicdes desta variavel se dao em funcao de uma série de variaveis, que po-
dem ser ambientais (temperatura do ar, umidade relativa, temperatura média e veloci-
dade do ar) e humanas (vestimenta e atividade), que determinam as trocas térmicas
entre o corpo humano, o meio e as respostas fisioldgicas e psicolégicas do ser hu-
mano. Ao conhecer as condicdes e os parametros relativos ao conforto térmico dos
ocupantes do ambiente, evitam-se desperdicios com aquecimento e refrigeracao, mui-
tas vezes desnecessarios.

Os modelos matematicos sao instrumentos particularmente Uteis no entendimento
dos fendmenos de condugao e convecgao de calor. Estes modelos, que permitem
uma avaliacao da distribuicao de temperatura, podem ser utilizados para melhorar o
conforto térmico de edificagdes. Na estimativa da distribuicdo de temperatura numa
parede composta, emprega-se a equacao de condugao de calor.

A solucao para equacao de conducao de calor pode ser numérica ou analitica
(semi-analitica). As solugOes analiticas apresentam grandes vantagens devido a
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obtencao de resultados mais exatos com baixo custo computacional. Essa vantagem
se da ao fato de, para obtencao de solugdes mais precisas através de um método
numeérico, € necessario a utilizagdo de malhas muito refinadas (com muitos pontos),
inviabilizando assim certas solugdes e tornando tantas outras muito demoradas, além
da necessidade de maquinas muito potentes para encontrar tais solugoes.

A proposta deste trabalho é a obtencdo de solugdes com aproximagoes semi-
analiticas de um problema térmico transiente em condugao de calor num meio mul-
ticomposto, a fim de representar o comportamento de determinados materiais quando
submetidos a transferéncias de calor.

Em diversas situacdes praticas da engenharia civil € possivel presenciar compo-
nentes construtivos que possuam mais de uma camada, como por exemplo, alvena-
rias, lajes em concreto armado e pisos. As fachadas de edificios construidos em al-
venaria, tanto estrutural como nao estrutural, sao compostas por pelo menos cinco
camadas de diferentes materiais: a base (alvenaria propriamente dita), chapisco,
emboco, reboco e acabamento.

Para a realizagao do estudo utilizando um modelo matematico, o primeiro passo é
analisar o problema real (a forma como ele ocorre na natureza) e descrevé-lo através
de um modelo fisico, utilizando equagdes matematicas que melhor representem o
fenébmeno estudado. Neste trabalho, utiliza-se para representacao do modelo fisico
a equacao de conducao do calor. A seguir, obtém-se um modelo matematico que
precisa ser resolvido e propde-se entao uma técnica que melhor solucione o problema.

E necessario entdo conhecer o comportamento destes elementos construtivos, a
fim de minimizar as patologias causadas a eles quando submetidos as intempéries.
Em busca de um maior entendimento do assunto, foram realizadas pesquisas em
trabalhos publicados neste campo.

Pode-se perceber que, na literatura, encontram-se disponiveis inumeros trabalhos
que se concentram no estudo de problemas de difusao de calor em meios multicom-
postos, em que sao utilizados como metodologias métodos numeéricos, fungdes de
transferéncia, métodos semi-analiticos e transformada de Laplace.

Para atingir o objetivo proposto, o trabalho encontra-se organizado da seguinte
maneira: no Capitulo 2 encontram-se os principais trabalhos sobre o estudo de pro-
blemas envolvendo meios multicompostos, através de uma breve revisao da literatura
organizada em ordem cronolégica. Além disso, sdo descritos 0s mecanismos de tro-
cas térmicas neste mesmo capitulo. No capitulo 3 é apresentada a equacao geral da
conducao de calor em coordenadas cartesianas, as solucdes obtidas para o problema
térmico unidimensional transiente em uma parede simples, duas camadas, quatro ca-
madas e, por fim, a solucao para um problema com uma parede composta por n
camadas. Ambas resolucdes foram encontradas através da técnica da transformada
de Laplace. Encontram-se no Capitulo 4 os resultados numéricos obtidos com o0 mo-
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delo. Por fim, no Capitulo 5 sdo apresentadas conclusdes e algumas perspectivas da
continuacgao do trabalho.

1.1 Justificativa

Em edificagOes localizadas em regidoes quentes e umidas, as tipologias arqui-
tetdnicas poderiam favorecer o aproveitamento dos ventos regionais, minimizando as-
sim os gastos com energia para climatizacao das mesmas (BASTIDE et al., 2006).
Entretanto, esta constatagao nao parece ser incorporada nos projetos arquiteténicos,
resultando em edificagdes com baixa qualidade ambiental dos espacos internos e que
dispoem dos sistemas de condicionamento artificial para corrigir esse problema.

Por outro lado, a concepgao de edificios que desconsideram as caracteristicas
climaticas regionais contribui fortemente para o aumento do aporte energético para
proporcionar ambientes termicamente confortaveis (BASTIDE et al., 2006).

Segundo GRATIA; DE HERDE (2004), a grande permanéncia dos ocupantes esti-
mula a preocupacao com a qualidade do ambiente. Os ocupantes vém exigindo um
ambiente mais saudavel e estimulante que € geralmente provido por meios mecanicos
de refrigeracao. Entretanto, a ventilagao natural, se bem explorada, pode suprir tais
expectativas com eficiéncia em boa parte do tempo de ocupacao.

Ao estudar os aspectos relativos ao conforto térmico sao encontradas na litera-
tura duas abordagens diferentes e com prescri¢cdes distintas de como as condi¢des
microclimaticas das edificacdes podem ser administradas. A primeira, mais conhe-
cida como estatica, representa uma linha analitica, ou racional, da avaliagcdo das
sensagodes térmicas humanas e considera 0 homem como simples receptor passivo
do ambiente térmico. A segunda, conhecida como adaptativa, considera o homem
como um agente ativo, que interage com o ambiente em resposta as suas sensagoes
e preferéncias térmicas. Tais abordagens sao resultados de dois grandes grupos de
pesquisas, sendo a primeira realizada em camaras climatizadas e chamada de modelo
estatico, e a segunda, proveniente de pesquisas de campo, conhecida como modelo
adaptativo.

Os estudos em camaras climatizadas deram origem ao método mais conhecido
para avaliagao de conforto térmico e sao realizados no interior de ambientes total-
mente controlados pelo pesquisador, onde tanto as variaveis ambientais como as
variaveis pessoais ou subjetivas sao manipuladas, a fim de se encontrar a melhor
combinacao possivel entre elas, resultando em uma situagao favoravel para a pes-
quisa em questao.

FANGER et al. (1974) realizaram diversos experimentos na Dinamarca sobre con-
forto térmico. Ele € o principal pesquisador da linha analitica de avaliagao das
sensacdes térmicas humanas. Suas equacdes e métodos tem sido utilizadas mun-
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dialmente e serviram de base para a elaboragao de Normas Internacionais importan-
tes, fornecendo subsidios para o equacionamento e calculos analiticos de conforto
térmico e conhecido hoje como PMV (Predicted Mean Vote) e o PPD (Percentage of
Dissatisfied).

Nas pesquisas realizadas em situagdes do cotidiano, com pessoas desempe-
nhando suas atividades rotineiras, o pesquisador nao interfere nas variaveis ambi-
entais e pessoais, e as pessoas expressam suas sensacoes e preferéncias térmicas
de acordo com escalas apropriadas. A partir desta avaliacao, HUMPHREYS; NICOL
(2002) propuseram o modelo adaptativo, supondo que as pessoas adaptam-se dife-
rentemente ao lugar na qual estao inseridas como uma forma de ajuste do corpo ao
meio térmico.

Estas duas linhas de pesquisas mostraram-se eficientes para o estudo do con-
forto térmico, porém, com o passar dos anos, a utilizagdo dos modelos matematicos
conquistou maior espaco, visto que esses modelos exigem menos recursos e tempo
do que 0 necessario para a investigacao experimental. Através dos modelos ma-
tematicos é possivel pesquisar sistemas e objetos com os quais seria impossivel re-
alizar investigagdes experimentais, além de pesquisar o0 comportamento dos objetos
em regimes anormais de funcionamento ou em regimes extremos.

De acordo com SODRE (2007), um modelo matematico € normalmente uma
simplificagcdo do mundo real ou alguma forma conveniente de trabalhar com essa
variavel. Respeitando e apresentando sempre suas caracteristicas essenciais nos
modelos desenvolvidos, de modo que o seu comportamento seja igual ou semelhante
aquele sistema modelado. Tal modelo consiste em um conjunto de equagdes que re-
presentam de uma forma quantitativa as hipoteses que foram usadas na construcao
do modelo, as quais se apoiam sobre o sistema real. Estas equacdes sao resolvi-
das em fung¢ao de alguns valores conhecidos ou previstos pelo modelo real e podem
ser testadas através da comparacao com os dados conhecidos ou previstos com as
medidas realizadas no mundo real.

As equacbes matematicas de um modelo ndo proporcionam a propria explicacao
cientifica do modelo, mas simplesmente interpretam as hipéteses de um ponto de vista
guantitativo propiciando a condicao de deducao das consequéncias e assim mostrar
quais detalhes deverao ser aceitos ou recusados.

Uma ferramenta capaz de viabilizar a elaboragdo deste estudo é o uso de mo-
delos matematicos que incluam informacoes sobre, a transferéncia de calor, meios
multicompostos e condi¢cdes de contorno dependentes do tempo.

O principal objetivo deste trabalho € que se consiga de uma forma rapida, analisar
o comportamento térmico apresentado tanto pelos revestimentos quanto pelas alvena-
rias utilizadas amplamente na construgao civil, quando submetidos a carregamentos
térmicos externos.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao de trabalhos encontrados na literatura
que utilizam modelos e solugdes de problemas térmicos envolvendo meios com mais
de um material.

BURCH; ZAR; FAISON (1987) apresentaram um procedimento experimental para
medir o desempenho térmico dindmico de amostras de paredes compostas usando
um calorimetro de camara quente calibrada, que gerou uma condicao climatica ex-
terna dependente do tempo, como um ciclo de temperatura diurna Sol—Ar. A taxa
transiente de transferéncia de calor através da amostra de parede, foi determinada
por um balango energético da camara de medicao e comparada com a taxa prevista
usando um modelo analitico e fungdes de transferéncia por condugao.

ACKERMAN; DALE (1987) compararam medig0es experimentais e previsdes com-
putacionais das perdas de calor em paredes de concreto isoladas e nao isoladas de
por0es em climas frios. As previsoes foram feitas com um programa computacional
de elementos finitos transiente bidimensional e pelo método de Mitalas (Fungdes de
Transferéncia), na qual encontraram boa aproximagao entre as previsdes computacio-
nais e as medi¢cdes no campo.

Utilizando um calorimetro de camara quente calibrada, (BURCH; ZAR; LICITRA,
1988) caracterizaram o desempenho dindmico de amostras de parede de alvenaria
com propriedades conhecidas de transferéncias de calor. A parede estudada foi ins-
talada entre camaras de medicao climatica do calorimetro. Foram geradas na camara
climatica fungoes excitagcao dependentes do tempo, incluindo um ciclo Sol-Ar diurno,
um ciclo diurno de quatro harménicas, uma fungao degrau e um pulso triangular. O
valor medido para cada funcao excitacao, da taxa de transferéncia de calor da parede
estudada, foi comparado a valores previstos usando um método analitico, apresen-
tando boa aproximagao dos resultados. Para cada fungao excitagao foram determina-
dos coeficientes empiricos das fungoes de transferéncia (CFT) para a parede, fazendo
um ajuste de curvas das taxas medidas de transferéncia de calor. Os CFT’s empiricos
derivados dos testes de ciclo diurno predizem com sucesso a taxa de transferéncia de
calor da parede para as outras fungdes excitacao. Porém, este conjunto de CFT’s nao
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sao unicos e diferem daqueles obtidos de um modelo analitico.

Uma modelagem térmica da base de uma edificacdo com e sem piso isolado foi
realizada através da instrumentacdo do porao de uma casa desocupada, que mediu
os fluxos de calor e distribuicao de temperaturas nas paredes isoladas e piso nao
isolado durante um ano. Este trabalho é apresentado em (CHORNEYKO; BESANT,
1989). Os dados medidos foram comparados com dois métodos de dimensionamento
de fluxos de calor transientes e com um modelo de elementos finitos bidimensional
que incorpora trocas internas de calor transiente.

BURCH; LICITRA; ZAR (1990) utilizaram a comparagao entre dois métodos de
teste para determinar os coeficientes da funcao de transferéncia para uma parede
usando um calorimetro de camara quente calibrada, onde verificaram e compararam
experimentalmente dois métodos de teste dinamico para caracterizar o desempenho
térmico transiente de paredes compostas. Uma amostra da parede € interposta en-
tre as duas camaras condicionadas do calorimetro, a superficie exterior da parede é
sujeita a uma funcao excitagao variavel com o tempo para a temperatura do ar. Na
superficie interna, a temperatura do ar € mantida constante, sendo medida a resposta
como fluxo de calor. ApGs este procedimento, derivou-se os coeficientes da fungao
de transferéncia por condugao que relacionaram a resposta medida de fluxo de calor
com a fungao excitacao. Os dois métodos de teste dinamicos foram aplicados a uma
parede de blocos de concreto ocos isolados que continham pontes térmicas significa-
tivas e fluxos laterais de calor. Os coeficientes empiricos da fungao de transferéncia
derivados pelos métodos de teste estimaram com boa aproximacao a resposta de
fluxo de calor da parede quando a superficie exterior foi sujeita a fungbes excitacoes
sensivelmente diferentes daquelas usadas para derivar os coeficientes.

Uma técnica para estender o método da transformada de Laplace de maneira a
obter uma solucao de forma fechada para problemas nao lineares de mudanca de
fase, através de transformadas inversas conhecidas € apresentada no trabalho de
KU; CHAN (1990). Os autores comparam as solucdes obtidas com solucdes exatas
disponiveis na literatura.

Em 1990, BLACKWELL (1990) utilizou o0 método da transformada de Laplace com-
binada a solugdes tabeladas da transformada inversa para obter uma solucao analitica
para o perfil de temperatura em um solido semi infinito sujeito a uma fonte com decai-
mento exponencial (com a posi¢ao) e condi¢ao de contorno convectiva. Os parametros
dimensionais apropriados foram identificados, apresentando-se entao a temperatura
como funcao destes parametros. Verificou-se que a temperatura maxima ocorre no
interior do material quando este esta sujeito ao resfriamento das superficies expostas.

A conducéao de calor unidimensional em um sélido semi infinito, onde a tempera-
tura superficial € uma fungao harmdnica periodica, foi tema do trabalho de BUROW;
WEIGAND (1990). Os autores mostraram uma solugao aproximada simples para o
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comportamento transiente deste sélido. Para isso, dividiram a solugao encontrada em
duas partes: uma representando a oscilacao periddica estacionaria e a outra des-
crevendo o comportamento transiente da temperatura desde a superficie do sélido.
A parte estacionaria € conhecida e a parte transiente € resolvida pela expansao em
séries de poténcia.

SEEM et al. (1990) utilizaram um modelo para reduzir as fungdes de transferéncia
através de um método de raiz dominante, mostrando que os métodos da fungéo trans-
feréncia sdo mais eficientes para resolver problemas de transferéncia de calor tran-
sientes com tempos longos que os esquemas numéricos de Euler, Crank—Nicolson
ou outras técnicas classicas. Mostra-se que as funcdes de transferéncia relacionam
a saida presente de um sistema linear constante com uma série temporal das entra-
das presentes e passadas, e saidas passadas. As entradas sdao modeladas por uma
fungao linear continua por partes, apresentando assim, um novo modelo para reduzir
o numero de coeficientes nas fungdes de transferéncia que sao usadas para resolver
problemas de transferéncia de calor. O método mostra duas vantagens, a primeira é
que se a funcdo de transferéncia original é estavel, a funcao de transferéncia redu-
zida também sera estavel; a segunda € que o método pode determinar as fungdes de
transferéncia reduzidas para multiplas entradas e simples saida.

Em CHEN; CHANG (1990), desenvolveu-se um método que combina o uso do
método da transformada de Laplace com elementos finitos. Este método € bastante
eficiente para resolver problemas de conducao de calor linear unidimensional. Na
formulacao apresentada, os termos dependentes do tempo sdao removidos do pro-
blema usando o método da transformada de Laplace e entdo o método de elementos
finitos é aplicado ao dominio espacial. A temperatura transformada é invertida nume-
ricamente para obter o resultado da quantidade fisica do problema proposto. Como
nao existe um incremento temporal é possivel calcular diretamente as condigdes su-
perficiais de um problema inverso sem incremento temporal.

Um método encontrado a partir da combinacao de transformada de Laplace com o
método de diferencas finitas (MDF) ou o método dos elementos finitos (MEF) foi em-
pregado em problemas térmicos transientes nao lineares e foi apresentado por CHEN;
LIN (1991). O método faz uma discretizacdo do dominio espacial nas equacdes go-
vernantes através de MDF ou MEF e os termos nao lineares sao linearizados por
expansao em séries de Taylor. Os termos dependentes do tempo sdo removidos das
equacoes linearizadas pela transformacao de Laplace e os resultados a um tempo
especifico podem ser calculados sem incremento computacional no dominio tempo-
ral. Para mostrar a eficiéncia e precisao do método, foi estudado diversos problemas
térmicos transientes nao lineares unidimensionais.

No ano de 1991, CHANG; PYNE (1991) apresentaram uma solugao analitica exata
para a condugao de calor em uma placa com duas camadas de materiais diferentes
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com condutividade linearmente dependente da temperatura. O problema apresentado
foi bidimensional sem fonte, com temperaturas prescritas em trés lados e isolamento
no quarto lado. A condutividade térmica foi considerada por uma transformagéao de
Kirchhoff. O problema foi linearizado e resolvido por separagao de variaveis. O tra-
balho mostra diferencas significativas na distribuicao de temperatura e fluxo de calor
entre casos de condutividade nao dependente e dependente de temperatura.

Ja em 1992, TSAI; CRANE (1992) apresentaram uma solucao analitica utilizando
o método da superposicao de subproblemas e pelos autovalores e autofuncoes, para
obter a distribuicdo de temperaturas em um sistema simétrico unidimensional com
fluxo de calor em um lado e isolamento no outro, encontrando assim a transferéncia
de calor entre superficies com contato perfeito.

CHEN; LIN (1992) aplicaram novamente a combinacao da transformada de La-
place com o método de diferencas finitas, mas desta vez utilizaram a técnica para
resolver problemas de Stefan com condi¢cdes de contorno radiativas e convectivas. O
termo radiativo é linearizado por aproximacao em séries de Taylor e entao € aplicado
o método hibrido ao problema. Este esquema € obtido pelo uso da técnica da trans-
formada de Laplace para os termos dependentes do tempo e do MDF com grade fixa
para o dominio espacial. Pode ser visto em varios exemplos ilustrados que obtem-se
excelentes ajustes entre os resultados do método e outros de trabalhos anteriores.
Para o problema de mudanca de fase sujeita as condicoes de contorno nao lineares,
trés ou quatro iteragbes sao necessarias para obter um resultado convergente num
tempo especifico. As analises presentes também demonstram que a aplicacao da
técnica de transformada de Laplace nédo se limita a problemas de mudanga de fase
com condicoes de contorno lineares.

Em KOLEV; LINDEN (1993) apresenta-se uma aplicagao da transformada de La-
place na solucdo de problemas de transferéncia de calor e massa transientes em
sistemas de escoamento. Para resolver as equagdes diferenciais parciais (EDP) que
descrevem fenémenos de transporte bidimensionais ou tridimensionais transientes,
utilizaram uma técnica numérica, baseando-se na transformagao do dominio tem-
poral original no dominio de Laplace onde sao feitas integragcdes numéricas, e por
transformacoes inversas numéricas subsequentes obtiveram a solugao final. O tempo
computacional foi reduzido em comparagao com as técnicas de diferencas finitas con-
vencionais. A eficiéncia das técnicas propostas foram demonstradas por exemplos
ilustrativos.

CHEN; LIN (1993) estudaram uma nova simulagdo numérica do problema de
conducao de calor hiperbolico que apresenta oscilagdo numérica na vizinhanga de
descontinuidades. No trabalho, os autores mostraram que técnicas hibridas baseadas
na transformada de Laplace e métodos de volume de controle podem ser aplicados
com sucesso para suprimir essas oscilagées. O método da transformada de Laplace
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€ usado para remover os termos temporais e as equacoes transformadas sao discre-
tizadas pelo esquema de volume de controle. Sao ilustrados varios exemplos compa-
rativos envolvendo um problema nao linear com radiagao superficial e a condugao de
calor hiperbdlica em uma regido composta, para verificar a precisdo do método. Como
vantagem desta técnica esta a nao necessidade de considerar os efeitos do numero
de Courant, uma variavel local do dominio fluido que representa o fluxo advectivo em
cada volume finito, nos resultados numéricos.

Para calcular a resposta transiente (e periddica estacionaria) de uma parede com-
posta sujeita a fluidos com temperatura variavel periodicamente em um lado e cons-
tante no outro, ZEDAN; MUJAHID (1993) desenvolveram um método preciso e efici-
ente, em que a equacgao diferencial do problema é resolvida no dominio de Laplace
e, apos, transformada de volta para o dominio temporal. O método usado para a
transformada inversa geral € a aproximacgao pela técnica da série de Fourier.

Através de medicdes em um calorimetro de camara quente guarnecida e das ca-
racteristicas de transmissao de calor dinamica de alguns tipos de paredes, BROWN;
STEPHENSON (1993) mediram a resisténcia estacionaria e as caracteristicas de
transmissao de calor transiente de diversas paredes. Para todas medicoes, as res-
postas das frequéncias medidas aproximam-se das respostas das frequéncias previs-
tas. No entanto, a resisténcia térmica medida varia de 45 a 90 % da resisténcia térmica
prevista. Concluiram que dentro das condi¢coes impostas aos dados e equacdes, onde
assumiu-se a resisténcia térmica real do prot6tipo, o fluxo previsto utilizando os coefi-
cientes da funcao Z de transferéncia foram suficientemente precisos para aplicacoes
praticas.

Os procedimentos necessarios para obtencao da solucao de temperatura em pro-
blemas de multicamadas é amplamente abordado no livro de OZISIK (1993). O au-
tor trata do tema através de uma maneira objetiva e didatica, dedicando ainda, um
capitulo a problemas unidimensionais com meio composto.

Para calcular a transferéncia detalhada de calor entre o solo e edificios, com analise
do efeito do isolamento, KRARTI; CLARIDGE; KREIDER (1994) desenvolveram um al-
goritmo por analise de frequéncia, através de um modelo dindmico simples baseado
na funcao Z de transferéncia. Fizeram a analise de sensitividade espectral para deter-
minar o efeito de mudangas ciclicas nas temperaturas internas e externas. Desenvol-
veram uma solugao semi-analitica a fim de validar os resultados com dados empiricos
ou modelos numéricos tridimensionais detalhados e gerar fatores de resposta para
fundacoOes para utilizagcdo em programas de simulagao.

CHOUDHURY; JALURIA (1994) obtiveram uma solugao analitica para a
distribuicao de temperatura transiente em uma placa e em uma barra cilindrica de
comprimento finito movendo-se a velocidade constante e sujeita a transferéncia de
calor convectivo na superficie. A inclusao dos primeiros 25 termos da série foi sufici-
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ente para obter uma solugcao convergente na maioria dos casos. A solucao analitica
foi comparada com solugdées numéricas obtidas previamente para este problema de
fronteira movel, obtendo uma excelente aproximagao entre resultados analiticos e
numéricos, indicando a importancia da solugao analitica para validacao dos esque-
mas numeéricos. Investigou-se a variagao do campo de temperatura dentro do material
com o tempo. Para tempos muito pequenos, apos o inicio do processo, as solugdes
numeéricas sao muitas vezes aproximadas, nestes casos os resultados analiticos sao
particularmente Uteis.

Baseados em solugbes fundamentais da conducao de calor transiente em meio
simples semi-infinito, XIN; TAO (1994) investigaram uma solucao analitica para a
condugao de calor transiente em dois meios semi-infinitos em contato com diversos
materiais. O contato pode ser perfeito ou nao, inclusive com fonte de calor entre os
meios.

BEYER; VILHENA (1998) desenvolveram uma metodologia baseada na solugao
de problemas unidimensionais, obtidos com a aplicagdo do método nodal, através da
transformada de Laplace. Para calcular o fluxo de calor existente na envoltoria da
edificacao (paredes externas multicompostas da edificagao), o problema diferencial
em uma direcao é transformado do dominio tempo para o dominio complexo s pela
transformada de Laplace. A equacao de condugao de calor transiente resolvida por
BEYER; VILHENA (1998) foi:
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sujeita as condicdes de contorno de condutancia de contato e para as interfaces das
regides o contato térmico perfeito. A condigao inicial utilizada foi uma funcao ajustada
conforme a distribuicao de temperaturas nos diversos meios ao fim de cada periodo
de calculo, no caso de condicao externa ciclica. A equacao resultante foi trabalhada
para encontrar as constantes de integracao, e o retorno para o dominio tempo € feito
pela integral de inversao resolvida por Quadratura Gaussiana. Esta metodologia foi
aplicada para um problema com duas dimensoes, representado pela equacgao (2):
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onde i sao 0s meios participantes do problema e « a difusividade térmica. BEYER; VI-
LHENA (1998) resolveram o problema para temperaturas médias, de forma a reduzir o
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problema 2D (duas dimensoes) para 1D (uma dimensao). Utilizou-se condi¢ao de con-
torno de terceira espécie em x e y. Para condi¢ao de interfaces foi considerado contato
térmico perfeito. Nesta transformacao, o efeito da segunda dimensao manifesta-se em
um termo fonte. Para resolver este termo foi proposto o uso de uma equacgao auxiliar,
gue tem seus coeficientes encontrados iterativamente para cada ponto de Quadratura
Gaussiana. Os dois procedimentos, 1D e 2D mostraram-se satisfatérios, sendo que
o procedimento 1D com o6tima precisdao e o procedimento 2D necessitando, apds o
conhecimento do caminho mostrado neste trabalho, uma maior pesquisa na equacao
ideal ao problema em analise, dependente das condi¢des de contorno.

Utilizando computacdo paralela os autores SARDINA; HENDERSON; NETO
(1999) descreveram a solucao da equacao de transferéncia de calor por condugao em
meios unidimensionais e bidimensionais, constituindo uma ferramenta fundamental
para a obtencao de solugdes numéricas para problemas de engenharia. Empregou-se
a biblioteca de funcoes M PI (Message Passing Interface), utilizada em programas que
exploram a existéncia de multiplos processadores baseando-se na passagem de men-
sagens. Como caso teste consideraram um problema de transferéncia de calor tran-
siente unidimensional. Utilizando uma aproximagao de diferengas finitas explicita com
uma técnica de decomposicao de dominio o algoritmo fica totalmente paralelizavel.
Considerou-se um segundo caso teste, em um meio bidimensional homogéneo para o
qual empregou-se uma formulacao implicita. O meio é dividido em dois subdominios,
e para os nés da malha computacional localizados na interface a temperatura no meio
adjacente é tomada com um atraso de um intervalo de tempo, o que torna o algoritmo
paralelizavel.

Uma aplicagao, com ferramentas revestidas, foi abordada no trabalho desenvolvido
por DU; LOVELL; WU (2000). Os autores consideraram um problema térmico unidi-
mensional em regime permanente, de duas camadas, com condi¢cao de contorno de
isolamento térmico em uma das faces e temperatura prescrita na superficie oposta.
Apresentaram duas técnicas gerais para determinar o campo de temperatura com
materiais que tenham revestimentos finos. O primeiro método trata-se de uma técnica
numeérica baseada em elementos finitos, cujo revestimento deve possuir uma espes-
sura limite, o segundo método é utilizado para aplicagcbes em que a espessura do
revestimento € muito pequena, mostrando-se mais eficiente do que o primeiro. Para
comparar os métodos foram apresentados exemplos de uma camada de revestimento,
usando trés tipos de revestimentos diferentes, no qual o método de aproximagdes por
uma camada € mais eficiente quando trata-se de um revestimento com espessura
muito fina.

Em ASEKA (2003) desenvolveu-se uma metodologia semi-analitica para solucao
de problemas de conducao de calor bidimensional, ndo estacionaria em meios multi-
compostos. Esta metodologia combina os métodos nodal, com parametros concentra-
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dos e a técnica da transformada de Laplace. Inicialmente aplica-se o método nodal. A
equacao diferencial parcial que descreve o problema, equacao (3), € integrada trans-
versalmente em relagdo a uma das variaveis espaciais.

em T < T < Ty

a2ﬂ<x7y7t) + 82ﬂ(I,y,t) _ 1 8ﬂ<x’y7t) 1< < " (3)

Ox? 0y? o ot ’ v
t>0,1=1,2,....n

esta equacao (3) esta sujeita as mesmas condi¢coes de contorno, de interface e ini-
cial utilizadas no trabalho de BEYER; VILHENA (1998). Em seguida, utiliza-se o
método de parametros concentrados, substitui-se a distribuicdo de temperatura nos
contornos superior e inferior pelo seu valor médio. Os problemas diferenciais uni-
dimensionais resultantes sao resolvidos com o uso da técnica da transformada de
Laplace, cuja inversao calcula-se numericamente e os resultados foram comparados
com os disponiveis na literatura. O avanco deste trabalho em relacao ao de BEYER,;
VILHENA (1998) consistiu em substituir a necessidade de interpolagao quadratica por
expressoes que relacionam as temperaturas no contorno do meio com as tempera-
turas médias. Para isto trés aproximacdes foram impostas: a primeira aproximou as
temperaturas na fronteira por seus valores médios e as outras aproximagdes foram
utilizadas as formulas de integracao numérica de Hermite.

FROTA; SCHIFFER (2003) contribuiram com a literatura sobre o fen6meno da troca
de calor em paredes de edificagdes, através da temperatura externa do ar do coefi-
ciente de absorcao de radiacao solar da superficie externa da parede (fachada), da
radiacao solar global incidente na superficie e da condutancia superficial interna e ex-
terna. Chegaram a uma equacao que permite encontrar o valor da temperatura na
superficie exterior da fachada.

Em 2004, SILVA (2004) apresentou uma formulagdo numérica para a solugao da
equacao de conducdo de calor do tipo Euler em avanco (do inglés forward) em ge-
ometrias tridimensionais, através do método dos volumes finitos (MVF) usando uma
integragao explicita no tempo. Empregou-se um volume de controle do tipo centrado
no vértice, sendo formado pelo encontro das medianas com o baricentro dos ele-
mentos finitos. Utilizaram-se malhas nao estruturadas para a resolugao do problema
e implementaram um programa no cédigo computacional Fortran90 dividido em trés
modulos: o primeiro importa a geometria, a malha e as condigées de contorno ge-
radas pelo programa comercial M SC.Patran; 0 segundo médulo € responsavel pela
conversao da estrutura de elementos, para a estrutura de dados por aresta; e o ultimo
resolve problemas de condugao de calor nos regimes estacionario e transiente empre-
gando a estrutura de dados baseada em aresta. Os resultados obtidos foram compara-
dos com o solver comercial M SC.Nastran e visualizados na ferramenta livre OpenD X .
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O trabalho apresenta um programa flexivel quanto a geometria analisada.

SADAT (2006) apresentou para a conducao de calor transiente, um modelo de se-
gunda ordem em uma placa, obtido pelo método de perturbagdo. Foi mostrado que
este modelo simples € preciso, mesmo para valores elevados do nimero de Biot numa
regiao em torno do centro da placa. Sendo, o nimero de Biot, um parametro adimensi-
onal que fornece um indice da razao entre o coeficiente de transferéncia convectiva de
calor na superficie do solido e a condutancia especifica do sdlido, ou seja, a razao das
resisténcias dentro de um determinado corpo e na superficie do mesmo. Esta razao
determina a significancia da variacao das temperaturas dentro de um corpo quando
sujeito ao aquecimento ou arrefecimento a partir de um gradiente térmico aplicado a
sua superficie.

A fim de selecionar novos materiais, ligantes asfalticos e combinacdes que apre-
sentem menores custos de construgao e maior qualidade e desempenho das rodovias,
TRAMONTINI (2007) apresentou em seu trabalho o desenvolvimento de um modelo
matematico de correlagcao da temperatura do ar e insolagao, com a temperatura de
pavimentos rigidos e flexiveis a diferentes profundidades. Obtém-se a solucdo semi-
analitica da equagao diferencial parcial através da transformada de Laplace, conside-
rando o pavimento uma estrutura unidimensional, composta de duas camadas distin-
tas com coeficientes térmicos diferentes. A inversao é feita de maneira numérica.

A obtencao da solucao analitica de um problema de conducao de calor em uma
geometria cilindrica bidimensional em regime transiente composto por trés camadas
foi determinada usando coordenadas polares e 0 método de separagcao de variaveis
no trabalho de SINGH; JAIN; RIZWAN—UDDIN (2007). Durante a apresentacao dos
calculos dos autovalores relatou-se que para problemas bidimensionais ou tridimensi-
onais tem-se autovalores imaginarios (nimeros complexos). Os autores afirmam que
a solugdo encontrada € valida para qualquer combinagao de contorno de primeira e
segunda espécie. Por fim, encontra-se um exemplo para ilustrar a solucao analitica
obtida.

Com o intuito de analisar a propagacao de uma onda térmica, RAMADAN (2008)
mostrou uma solugdo semi-analitica de um problema de transferéncia de calor por
conducao. A solucao foi encontrada considerando um problema unidimensional,
em regime transiente composto por duas camadas. Para coordenadas cartesianas,
a solucao foi obtida utilizando a transformada de Laplace e para as coordenadas
cilindrica e esférica encontra-se a solugcao através de um método computacional ba-
seado na inversao numeérica da transformada de Laplace.

FERNANDES (2009) dedica-se a obtengao e aplicacao de solugdes analiticas ba-
seadas em funcoes de Green (F'G) em técnicas de problemas inversos. O estudo foi
voltado a problemas decorrentes de fonte de calor desconhecidas com a geracao do
calor devido ao atrito presentes em processos de usinagem ortogonal. Apresentou
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a solucao analitica de varios problemas de conducao de calor unidimensionais, bidi-
mensionais e tridimensionais transientes. Mostrou também resultados em forma de
graficos permitindo um melhor entendimento fisico das solugdes e a sua verificagao.
Abordou dois problemas de otimizagao através da aplicacdo de solugbes analiticas.
Um dos problemas trata-se da estimativa de propriedades térmicas enquanto o outro
refere-se ao desenvolvimento do método de observadores dindmicos usando funcoes
de Green. O uso das F'G na estimativa de parametros reduziu drasticamente o
tempo computacional gasto enquanto no método dos observadores introduziu maior
confianga e estabilidade a técnica.

Em BEHERA (2009) desenvolveu-se varias solucdes para diferentes problemas
de conducgao de calor unidimensionais transientes. Para isso, ele adotou um modelo
de parametros acoplados para verificar a variagdo do campo de temperatura, tanto
para uma geometria cilindrica como em uma placa. Para resolver as equagdes de
condugao de calor transiente, foi utilizado o método de aproximacao polinomial. As
solucdes obtidas em todos os casos dependem da temperatura, do numero de Biot,
do parametro da fonte de calor e do tempo.

O objetivo principal de MAESTRE; CUBILLAS; PEREZ—LOMBARD (2010) foi com-
parar a precisao e a velocidade de dois métodos utilizados para resolver de forma
analitica um problema térmico de transferéncia de calor por condugao unidimensio-
nal, em regime transiente composto por duas camadas. A primeira metodologia uti-
lizada foi 0 método da transformada de Laplace para calcular os fatores resposta e
a segunda, um programa computacional para obter os coeficientes da funcao trans-
feréncia. Os autores mostraram que o primeiro método por tratar-se de uma solugao
exata obteve menor tempo computacional, mostrando-se mais eficiente.

Visando aplicagdes em areas industriais, o trabalho desenvolvido por KAYHANI;
NOROUZI; DELOUEI (2011) analisou um problema de transferéncia de calor, em re-
gime permanente composto por duas camadas e com solucao obtida em coordenadas
cilindricas. Utilizando condigdes de contorno homogéneas foi aplicado o método de
separacao de variaveis para encontrar a solugdo. Os autores propuseram esse €s-
tudo para a aplicacao em um tubo de refrigeracao composto de duas camadas, com
um fluxo de calor variando na espessura do tubo.

Em BELGHAZI; BASTTISTI; TRIVELLATO (2012) resolveu-se um problema de
transferéncia de calor, unidimensional, transiente em um meio composto por camada
dupla através da derivagao da parte homogénea da solugao encontrada pelo método
de separacao de variaveis e expressando o termo fonte em forma de série. A fonte a
qual estao submetidas as camadas é uma fonte em movimento. A convergéncia da
série foi alcangada para os primeiros vinte autovalores usando o método de Newton-
Raphson.

O choque térmico, como a troca de calor entre o ambiente e a fachada foi apre-
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sentado no trabalho de BARBOSA (2013). O carregamento térmico do tipo choque
ocorre quando existe uma variacao muito brusca de temperatura, ou seja, alta taxa de
carregamento no material, ficando suas deformacoes dependentes da velocidade em
qgue o choque percorre no mesmo, até que se atinja o equilibrio. Em BARBOSA (2013)
resolveu-se a equacao diferencial parcial de difusao do calor em sélidos para identificar
matematicamente a distribuicao de temperatura no interior da parede. Para isso con-
siderou a parede como um sélido composto de cinco camadas. O problema passou
a ser um sistema de cinco EDP's , e como os resultados foram bastante proximos
um do outro, este sistema serviu para mostrar que é possivel transformar uma pa-
rede de cinco materiais em uma parede com apenas um material equivalente aos
cinco e ainda assim obter resultados satisfatérios. Os resultados obtidos na analise
térmica mostraram que, embora a temperatura do ar caia bruscamente esses efeitos
nao sao sentidos pela superficie da ceramica no mesmo instante em que acontece
a queda brusca que caracteriza o choque térmico. Com os resultados obtidos em
analise mecanica, pode-se concluir que pela teoria de acumulagao de danos, os cho-
ques térmicos podem impor micro danos a estrutura que, se somados a outros tipos
de patologias, podem acelerar a diminui¢cao da vida util da estrutura.

A aplicacao da solucao hibrida da Técnica da Transformada Integral Generalizada
(GITT) na solugao da equagao de condugao de calor em aletas longitudinais bidimen-
sionais de perfil ndo variavel com condutividade térmica dependente da temperatura
foi trabalhado por CABRAL et al. (2014). Foi considerado neste estudo a geracao de
energia decaindo exponencialmente com a posi¢ao, caracterizando assim, um pro-
blema nao linear e ndo homogéneo. Para isso utilizaram a formulagdo em termos de
variaveis adimensionais com objetivo de simplificar o estudo do dominio da solugao,
a partir do balancgo de energia aplicado no volume de controle. Foram estudados dois
casos limites para Biot tendendo a zero e infinito obtendo-se resultados semelhan-
tes aos obtidos por uma sub-rotina contida na linguagem de programacao cientifica
Fortran.

Por meio de Funcoes de Green, OLIVEIRA (2015) dedicou-se a obtencao de
solucdo analitica em conducao de calor, decorrente de um problema térmico unidi-
mensional transiente com meio multicamada. As equacoes utilizadas neste problema
foram:

82T1 1 8T1

_ % 4
0x? o Ot (42)
02T2 1 8T2
02wy 0L (4b)

sujeitas a uma condicao de fluxo de calor em z = 0 e fluxo nulo na outra extremidade
(x = L), e uma condic¢ao inicial constante. Entre as camadas utilizou-se condi¢cbes de
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interface considerando contato térmico perfeito. A solugao encontrada foi:

Zj+1
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ondez; <z <z, paraj=1,2,..M,sao os limites de cada camada, e, G;;(z, t|z’, )
€ a funcao de Green para problemas multicamadas. Obteve-se o perfil de temperatura
para o meio de dupla-camada e verificou-se a validade da solugao analitica através
da comparacao com solucdes exatas e numéricas de problemas térmicos correlacio-
nados e especificos. Uma aplicacao importante de solugdes de dupla camada é dada
pela analise de uma ferramenta de usinagem com revestimento. Neste sentido, duas
analises do comportamento térmico em ferramentas revestidas foram abordadas. A
autora verificou que os parametros térmicos e geométricos envolvidos possibilitaram
uma melhor distribuicdo da temperatura na regiao de corte, diminuindo os desgas-
tes presentes nesse processo aumentando a vida util da ferramenta. Foi mostrado
que os revestimentos com as propriedades térmicas do material de cobalto, tiveram
um aumento de temperatura, enquanto os revestimentos de 6xido de aluminio Al,Os
e nitreto de titanio TWN apresentaram uma diminuicdo de temperatura na interface
ferramenta-revestimento.

HICKMANN et al. (2015) mostraram uma analise térmica em modo estacionario,
a qual determina os efeitos das cargas térmicas estaveis em uma estrutura. Uma
comparacao entre a solugdo analitica e numérica, via método dos elementos finitos
para a equacao de Laplace em uma geometria simples foi estudada a fim de validar
o método numérico. O MEF foi aplicado a um perfil de barragem hipotética para
a determinagdo do campo de temperatura. Através deste método verificou-se a im-
portancia de se explorar métodos numéricos para resolugao de problemas de enge-
nharia cujo dominio de estudo é irregular, o que dificulta em demasiado a obtencao de
solucao analitica.

Com a intencao de facilitar o entendimento e exemplificar os tipos de materiais,
técnicas construtivas, bem como algumas peculiaridades da transferéncias de calor, a
proxima segao trata destes fundamentos teoricos.

2.1 Definicao de Termos Técnicos

2.1.1 Alvenaria

E um sistema construtivo formado de um conjunto coeso e rigido de tijolos ou blo-
cos, unidos entre si, com ou sem argamassa de ligagao, em camadas horizontais que
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se sobrepoem uma sobre as outras. Este sistema pode ser empregado na confeccao
de diversos elementos construtivos, como por exemplo, em paredes, abdbodas, sapa-
tas e muros.

A principal fungao da alvenaria é adequar e estabelecer a separagao entre am-
bientes, especialmente a alvenaria externa, que tem a responsabilidade de separar
0 ambiente externo do interno, atuando como uma espécie de freio, barreira e filtro
seletivo, controlando uma série de agées e movimentos complexos.

Pode-se destacar a resisténcia a umidade e aos movimentos térmicos, resisténcia
a pressao do vento, isolamento térmico e acustico, resisténcia a infiltracées de vapor
pluvial, controle da migracao de vapor de agua e regulagem da condensacao. Além
disso, pode servir de base ou substrato para aplicacao de revestimentos em geral e
proporcionar seguranga aos usuarios e ocupantes da edificacdo. Essas sdo algumas
das propriedades da alvenaria.

Tal elemento construtivo pode ser empregado e dimensionado com o intuito de re-
sistir cargas, sendo chamada de alvenaria estrutural ou auto portante, pois além do
seu peso proprio, ela suporta cargas como o peso das lajes, telhados e pavimentos
superiores. Este tipo de alvenaria é bastante utilizado na construcao de prédios habi-
tacionais. Quando a alvenaria nao € dimensionada para resistir cargas verticais além
de seu peso proprio, ela € chamada de alvenaria de vedacao.

2.1.2 Tipos de Alvenarias

Quanto aos materiais, as alvenarias podem ser executadas, de acordo com (RIP-
PER, 1995):

Pedras naturais

a) Pedras irregulares - usando-se pedras em estado natural, simplesmente encai-
xadas entre si ou assentadas com argamassa;

b) Pedras regulares - usando-se pedras naturais trabalhadas, com formas regu-
lares ou nado, assentadas com juntas secas ou juntas argamassadas, alinhadas ou
desencontradas (travadas).

Pedras artificiais

a) Blocos de concreto - Sao elementos produzidos com dimensodes de 19 x 19 x
39 cm e 15 x 19 x 39 cm, vazados com resisténcia a compressao de até 30 MPa,
assentados com argamassa, ou podem ser utilizados em sistemas de construgao em
alvenaria armada.

b) Blocos silicocalcario - Sao elementos produzidos com areia e cal viva endure-
cidas ao vapor sobre pressao elevada, com as mesmas caracteristicas dos blocos de
concreto.

c) Blocos de concreto leve - Sdo elementos de concreto leve, fabricados a partir
de uma mistura de cimento, cal, areia e pé de aluminio, autoclavado, que permite a



32

formacao de um produto de elevada porosidade, leve, resistente e estavel. O produto
€ apresentado em blocos ou painéis, com dimensdes e espessuras variadas, que
permitem a execugao de paredes de vedacao e lajes.

d) Tijolos ceramicos - Elementos fabricados por prensagem ou extrusao da argila,
gue apos um processo de pré-secagem natural, passa pelo processo de queima con-
trolada sob alta temperatura, produzindo blocos macigos ou furados com dimensodes
padronizadas e normatizadas. Sao tradicionalmente utilizados nas alvenarias de
vedacao nas construcoes.

e) Blocos de solo-cimento - Sao elementos fabricados a partir da massa de solos
argilosos ou areno-argilosos mais cimento Portland, com baixo teor de umidade, em
prensa hidraulica, formando tijolos macicos. Podem ser construidas também, paredes
monoliticas, através do apiloamento da massa em formas deslizantes, entre pilares
guia.

As alvenarias, com excec¢ao das aparentes, sao revestidas. A seguir sera comen-
tado sobre os tipos de revestimentos usuais da construcao civil. Na figura 1, pode ser
observado alguns dos revestimentos usuais aplicados em uma parede de alvenaria
composta por quatro camadas.

alvenaria

Figura 1: Composicao das diferentes camadas de uma parede.

A figura 1 representa um modelo deterministico, onde os fenGmenos sao represen-
tados por um conjunto de variaveis de entrada e um conjunto de variaveis de saida,
cujos valores dependem dos valores das variaveis de entrada.

No caso deste trabalho, o modelo representa a transferéncia de calor através da
conducao em uma parede de alvenaria ou outros materiais determinados, tendo ainda,
como condi¢des de contorno € iniciais certas intempéries.
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Sabe-se ainda que nenhuma superficie com interface € perfeita, existindo entre as
camadas alguns fatores como a rugosidade, por exemplo. Para representar matemati-
camente esta hipdtese deve ser utilizado um modelo estocastico. Porém, isto vai além
do foco deste trabalho, onde assumiu-se que existe contato térmico perfeito entre as
camadas.

2.1.3 Revestimentos

De acordo com BAUER (1994), o revestimento € a fase da obra em que se
faz a regularizacao das superficies verticais (paredes) e horizontais (pisos e tetos).
Portanto, os revestimentos sdo executados para proporcionar maior resisténcia ao
choque ou abrasao (resisténcia mecanica), impermeabilizar, tornar as superficies
mais higiénicas (lavaveis) ou ainda aumentar as qualidades de isolamento térmico
e acustico.

Os revestimentos de paredes tém por finalidade regularizar a superficie, proteger
contra intempéries, aumentar a resisténcia da parede e proporcionar estética e aca-
bamento. Os revestimentos de paredes sao classificados de acordo com o material
utilizado em revestimentos argamassados e nao-argamassados.

2.1.4 Revestimentos Argamassados

Os revestimentos argamassados sao os procedimentos tradicionais da aplicacao
de argamassas sobre as alvenarias e estruturas com o objetivo de regularizar e unifor-
mizar as superficies, corrigindo as irregularidades, prumos, alinhamentos dos painéis
e quando se trata de revestimentos externos, atuam como camada de protegao contra
a infiltracdo de aguas de chuvas. O procedimento tradicional e técnico é constituido
da execucao de no minimo de trés camadas superpostas, continuas e uniformes: cha-
pisco, embogo e reboco.

Chapisco é argamassa basica de cimento e areia grossa, na proporcao de 1:3 ou
1:4, bastante fluida, que aplicada sobre as superficies previamente umedecidas e tem
a propriedade de produzir um véu impermeabilizante, além de criar um substrato de
aderéncia para a fixacao de outro elemento.

O embocgo é a argamassa de regularizagao que deve determinar a uniformizacao
da superficie, corrigindo as irregularidades, prumos, alinhamento dos painéis e cujo
traco depende do que vier a ser executado como acabamento. E o elemento que
proporciona uma capa de impermeabilizacao das alvenarias de tijolos ou blocos e cuja
espessura nao deve ser maior que 1,5 cm. O emboco é constituido de uma argamassa
grossa de cal e areia no trago 1:3. Usualmente adiciona-se cimento na argamassa do
embocgo constituindo uma argamassa mista, em geral nos tragos 1/2:1:5; 1:1:6; 1:2:9
(cimento, cal e areia).

Reboco € a argamassa basica de cal e areia fina, onde a nata de cal (agua e
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cal hidratada) adicionada em excesso no trago, constitui uma argamassa gorda (com
abundancia de aglomerante), que tem a caracteristica de pequena espessura (na or-
dem de 2 mm) e de preparar a superficie, com aspecto agradavel, acetinado, com
pouca porosidade, para a aplicagao de pintura.

Além dos revestimentos tradicionais mencionados anteriormente, existem o re-
boco hidrofugo, reboco impermeavel, barra lisa de cimento (cimento queimado), estu-
que lucido (barra lustra), reboco travertino, massa lavada, reboco raspado, granilito e
massa acilica.

2.1.5 Revestimentos Nao Argamassados

Sao revestimentos de paredes, constituidos por outros elementos naturais ou ar-
tificiais, assentados sobre emboco de regularizacdo, com argamassa colante ou es-
truturas especiais de fixagdo. Esses produtos tém procedimentos de assentamento
ou fixagao especificos, segundo as caracteristicas de seus elementos. Entre os mais
utilizados estao os revestimentos ceramicos e as pastilhas de porcelana.

Os revestimentos ceramicos sao produtos industrializados com grande controle
do processo de fabricacao, que exigem atencao desde a composi¢cao da massa, que
utiliza argilas, filitos, talcos, feldspatos (grés) e areias (quartzo), até a classificacao final
do material, caracterizado por elementos ceramicos, de grande variedade de cores,
brilhantes e acetinados, em diversos padroes, lisos e decorados, de alta vitrificacao,
ou sejam, de grande coesao, resisténcia a compressao e abrasao. A espessura média
€ de 5,4 mm. A face posterior (tardoz) nao é vidrada e apresenta saliéncias para
aumentar a capacidade de aderéncia da argamassa de assentamento.

Por sua vez, os revestimentos de pastilhas de porcelana sao produtos ceramicos de
grés (argila pura de alta vitrificagao), produzido com alta tecnologia, cuja caracteristica
principal € ter teor de absorcao praticamente 0%. A sua aplicagcdo requer mao de
obra especializada (pastilheiro), cujo assentamento podera ser executado por dois
métodos: convencional (sobre emboco rustico sarrafeado) ou com argamassa colante
(sobre emboco sarrafeado ou desempenado).

Existem ainda os revestimentos com tijoletas ceramicas (tijolo aparente), com pe-
dra natural, marmores e granitos polidos, revestimento de madeira, de plastico ou
vinilico e revestimento de aluminio.

Conforme descrito anteriormente, tanto as alvenarias quanto os revestimentos tem
a funcao de proteger a edificagcao contra intempéries. Por mais eficazes que sejam,
elas nao conseguem impedir que ocorra transferéncia de calor, o que € possivel ser
minimizado de acordo com a necessidade. Para isso, no entanto, é necessario que
se saiba como estas transferéncias ocorrem. Na secao a seguir, sdo relacionados os
mecanismos de trocas térmicas.
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2.1.6 Mecanismos de trocas térmicas

As trocas de calor que envolvem variagoes de temperatura sao denominadas trocas
secas, em contraposi¢cao a denominagao de trocas Umidas, relativa as trocas térmicas
qgue envolvem agua. Os mecanismos de trocas secas sao convecgao, radiacao e
conducao. Conducao é a passagem de calor de uma zona para outra de um mesmo
corpo ou de corpos diversos em intimo contato, devido ao movimento molecular dos
mesmos, sem que se verifiquem deslocamentos materiais no corpo ou sistema con-
siderado. Convecgao por sua vez, € a passagem do calor de uma zona a outra de
um fluido por efeito do movimento relativo das particulas do mesmo, movimento esse
provocado pela diferenca de pressao ocasionada pela diferenca de temperatura e con-
sequente diferenca de densidade da massa fluida considerada. Por ultimo e nao me-
nos importante, a radiacdo € a transmissao de calor verificada entre dois corpos de
temperaturas diferentes, imersos em um mesmo meio mais ou menos transparente a
esta espécie de radiacao (FROTA; SCHIFFER, 2003).

Segundo FROTA; SCHIFFER (2003), em uma construcao, o comportamento
térmico ocorre da seguinte forma: o sol, importante fonte de calor, incide sobre o
edificio representando sempre um certo ganho de calor, que sera fungao da intensi-
dade da radiagao incidente e das caracteristicas térmicas dos parametros do edificio.
Os elementos da edificagao, quando expostos aos raios solares, diretos ou difusos,
ambos radiagao de alta temperatura, podem ser classificados como opacos, transpa-
rentes e translucidos.

A figura 2 demonstra ilustrativamente as trocas de calor através de paredes opacas,
que é a situacao que melhor representa um sistema de revestimentos. No caso de
uma parede opaca exposta a radiagao solar e sujeita a uma determinada diferenca de
temperatura entre os ambientes que os separam, os mecanismos de trocas térmicas
podem ser esquematizados da seguinte forma no caso de uma parede opaca. Aqui 7,
a temperatura do ar externo (°C); T; a temperatura do ar interno (°C'); I, a intensidade
de radiagdo solar incidente global (17/m?); h. e h; os coeficientes de condutancia
térmica superficial externa e interna, respectivamente, expressos em (IWW/m*.K); e A
o coeficiente de condutancia térmica (W/m? K).

Neste trabalho, assim como na figura 2, sdo estudadas as trocas de calor através
da radiagcao do sol em uma parede externa. A incidéncia da radiagao, fluxo de radiacao
solar absorvida e dissipada para o exterior e a radiacao solar refletida sao caracteri-
zados e representados na secao 4.3 através da temperatura Sol-Ar, calculada.

O método da temperatura sol-ar utilizado € um célculo transiente que tem como
principal forma de realizagao atualmente o uso do Método da Fungao de Transferéncia
(MITALAS, 1968). Este método necessita de um calculo prévio do fluxo transiente
através de pulsos unitarios para encontrar-se apds a Fungao Transferéncia.

A temperatura interna, é obtida primeiramente através do calculo da quantidade de
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Figura 2: Trocas de calor através de paredes opacas (FROTA; SCHIFFER, 2003)

calor absorvida pela parede externa e dissipada através dos materiais que compdem
tal elemento. Esta parede tem como condi¢ao de contorno uma fungao seno e € com-
posta por mais de um material, ou seja, possui mais de um coeficiente de condutancia
térmica.

Através da obtencao destes valores é possivel a determinagao da distribuicao de
temperatura nas camadas e a adequacao do dimensionamento de condicionamento
de ar, a fim de garantir o devido conforto térmico aos ocupantes da edificacao.

2.1.7 Conforto Térmico

Define-se conforto térmico como o estado mental que expressa a satisfacao do
homem com o ambiente térmico que o circunda (HEATING; ENGINEERS, 1997). A
nao satisfagcao pode ser causada pela sensacao de desconforto pelo calor ou pelo
frio, quando o balanco térmico nao é estavel, ou seja, quando ha diferencas entre
o calor produzido pelo corpo e o calor perdido para o ambiente. Existem em torno
de 3 normas brasileiras que tratam de conforto térmico: ABNT-NBR-15220 (2003),
que trata do desempenho térmico de edificacdes; ABNT-NBR-16401 (2008), que trata
das instalagoes de ar-condicionado (Parametros de conforto térmico); e a ABNT-NBR-
15575 (2013), que trata dos requisitos gerais para desempenho térmico. A norma
internacional para averiguar o conforto témico em ambientes é a ISO-7730 (2005).

Cabe ressaltar que conforto térmico € diferente de neutralidade térmica, uma vez
gue neutralidade térmica é um estado fisico, no qual todo o calor gerado pelo orga-
nismo através do metabolismo, seja trocado em igual propor¢cdo com o ambiente ao
redor, nao havendo nem acumulo de calor, nem perda excessiva do mesmo, mantendo
a temperatura corporal constante. Neutralidade térmica € uma condigcao necessaria
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mas nao suficiente para que uma pessoa esteja em conforto térmico. Um individuo
que estiver exposto a um campo assimétrico de radiagao, pode muito bem estar em
neutralidade térmica, porém nao estara em conforto térmico.

Um individuo em estado de conforto térmico apresenta 6timos niveis de saude,
conforto e desempenho de suas atividades.

A facilidade ou dificuldade para efetivar as trocas térmicas com o meio fisico é
0 que indica o grau de conforto térmico permitido pelo ambiente, o que implica em
conhecer os valores limites da temperatura, da umidade relativa e da velocidade do
ar.

A combinacao dos valores para estas variaveis deve evitar sensagcdes desa-
gradaveis causadas por exagerada perda de calorias pelo corpo, desigualdade de
temperatura entre as diversas partes do corpo ou dificuldade de eliminar o calor pro-
duzido pelo organismo.

Fica claro, no entanto, que estas sensacgoes referidas anteriormente nao sao
funcoes somente das condicbes ambientais, mas também de capacidade de
aclimatacdo ao meio, dos habitos alimentares, da atividade e do tipo de vestuario
de cada usuario.

O equilibrio térmico no frio realiza-se pelo esfor¢o do calor metabdlico e, no quente
por regulagao das perdas por evaporagao. As trocas calorificas por radiacao entre
a pele e um corpo qualquer sao essenciais ha medida em que a pele humana tem
caracteristicas excelentes de absorcao e de emissao (FROTA; SCHIFFER, 2003).

Pode-se afirmar que € através da pele que se realizam as trocas de calor, ou seja,
a pele é o principal 6rgao termo-regulador do organismo humano. A temperatura da
pele é regulada pelo fluxo sanguineo que a percorre, ou seja, quanto mais intenso o
fluxo, mais elevada sua temperatura.

Ao sentir desconforto térmico, o primeiro mecanismo fisiologico a ser ativado € a
regulagem vasomotora do fluxo sanguineo da camada periférica do corpo, a camada
subcutanea, através da vasodilatagao ou vasoconstricao, reduzindo ou aumentando a
resisténcia térmica dessa camada.

Outro mecanismo de termo-regulacao da pele é a transpiracdo, que tem inicio
quando as perdas por conveccao e radiacao sao inferiores as perdas necessarias
a termo-regulagao.

Além de analisar os tipos de trocas térmicas realizadas pelo corpo humano, para
se aproximar ao maximo do conforto térmico e entender como ocorrem estas trocas
entre a edificacdo e o meio ambiente, € necessario ainda encontrar uma maneira de
calcular esta troca. Para isso € preciso saber qual a equagao que melhor representa
a transferéncia de calor entre o0 ambiente externo e o interno através de uma parede,
ou seja, a conducao.



3 MODELO FiSICO-MATEMATICO

O desempenho térmico das paredes externas tem participagao importante no com-
portamento e influencia nas temperaturas dos seus ambientes internos, influenci-
ando também aspectos como conforto térmico, dimensionamento dos sistemas de
climatizagcao e consumo de energia. Esta variacdo do desempenho térmico € provo-
cada pelo aquecimento e/ou resfriamento da superficie da terra a qual a edificacao
esta submetida, simultaneamente com o tipo de material utilizado para a composicao
das paredes.

Para a estimativa da temperatura em uma parede utiliza-se a equagao de conducao
de calor, e é resolvida pela técnica da transformada de Laplace, onde a inversao é
realizada através do método da Quadratura Gaussiana. A solucao da EDP, apre-
sentada anteriormente, possibilita a interpretacao fisica do fen6meno, apresentando
neste ponto uma vantagem em relagao as metodologias empiricas ou numéricas.

Através desta aplicacao, o principal objetivo € a otimizacao de isolantes, para isto
calculou-se a distribuicao de temperatura e, consequentemente, o fluxo de calor que
entra no ambiente condicionado, pois as envoltérias das edificagdes estdo normal-
mente em processo transiente de transferéncia de calor, seja em resfriamento ou
aquecimento.

O problema foi subdividido, apresenta-se neste capitulo, a formulagao matematica
do problema e as solugdes unidimensionais transientes da condugao de calor para
uma parede composta por uma, duas, quatro e n camadas, respectivamente.

3.1 Equacao geral da conducao de calor

Os principais objetivos do estudo da conducao de calor sao determinar a
distribuicao de temperatura em um meio e calcular o fluxo de calor utilizando a Lei
de Fourier (HSU, 1970).

Proporciona-se através deste estudo o conhecimento da integridade estrutural do
meio em alguns pontos e em determinados momentos, como durante a expansao
térmica, estresse térmico, expansdes e delexdes. E possivel ainda, otimizar a espes-
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sura de um material isolante ou fazer uso da compatibilidade entre materiais, revesti-
mentos especiais ou adesivos usado com o material.

Para conhecer a distribuicao de temperatura, o primeiro passo é a formulagao do
problema. Para isso é necessario definir um volume de controle (V.C.) aplicando um
balanco de energia para identificar os processos de transmissao de calor no volume de
controle, introduzindo as equagdes das taxas de calor encontra-se entao uma equagao
diferencial parcial a ser solucionada.

A solucao da EDP pode ser obtida através de varios métodos, alguns deles sao:
aplicacao dos métodos da transformada de Laplace, Funcao de Green, separagao de
variaveis e séries de Fourier.

A seguir, apresenta-se a demonstracao da equacao geral da conducao de calor
através do balanco de energia da figura 3 e equacao (6).

(z+dz

~
d: 1
Es
Qx Ear x+dx
- Z2
y ////
Lx ]
Fi Y
q
y q 1
1
gz

Figura 3: Balango de energia em um volume de controle elementar.

Taxa de Taxa temporal

Fluxo o Fluxo de Calor
Calor de variacao da .
de Calor | + = . + que deixa o
o V.G gerada energia interna V.G
o no V.C. no V.C. o
(1) (1) (L11) (V) (6)

Supde-se que o processo de transferéncia de calor no volume de controle € feito
apenas por condugcdo; a geracao de calor pode ser por transformagdao mecanica,
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elétrica, quimica ou nuclear em calor, no volume de controle; e a taxa de variacao
da quantidade de energia no volume de controle ou energia acumulada é uma fungao
da variacao da energia interna, cinética ou potencial.

As equacoes que representam o termo (I) da equacao (6), nas direcoes x, y € z,
sao respectivamente:

(e = —kaz dAa—T = —k,dy dza—T , (7a)
ox ox
oT oT

qy = —k?y dA 8_y = —kfy dl’ dZa—y s (7b)

q. = —k,dA 8—T = —k.dz dya—T . (7¢)
0z 0z

sendo k,, k, e k, a condutividade térmica nas diregbes =, y € z, T representa a tem-
peratura média e ¢,, ¢, € ¢. s@o os fluxos de calor, respectivamente.
O termo (Il) que representa a taxa de calor gerado, pode ser representado como:

EG:g(mayazvt)dxdde7 (8)

em que g(z,y,2,t) representa a taxa de calor gerado por unidade de volume, com
unidade (W/m?).

Em (lll), a taxa temporal de variacao da energia interna pode ser escrita como:
Ear:aa—[t]:m%:pdxdydzc%—f, 9)
sendo c o calor especifico; m a massa elementar do V.C., p a densidade, u a energia
interna especifica e U a energia interna.

Por fim, os fluxos de calor que deixam o V.C., termo (IV) sao representados pelas
equagodes (10a), (10b) e (10c), e podem ser escritos por um expansao em série de
Taylor. Foi utilizada a expansao linear da série de Taylor, pois esta, representa grande
parte dos modelos utilizados.

Para esses termos sao feitas aproximacoes lineares da seguinte forma:

0qy

Gorde = o + =2d (10a)
ox
dq

Qy+dy = Qy + a_;dya (1Ob)
0q.

Gords = Gz + =Ldz. (10c)
0z

Substituindo as equacoes (7a), (7b), (7c), (8), (9), (10a), (10b) e (10c) na equagao
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do balango de energia, obtém-se:

aoT 0qx
Gt q+a.+9(x,y, 2t) xdr xdy xdz=pxcxdrx dyxdzEJrqx—l—aidx—i—
x
0 0q. .
+qy + &dy +q.+ —qdz + ordem superior . (11)
oy 0z
onde, ordem superior € 0 erro encontrado ao truncar a série.
Simplificando a equacgao (11), tem-se:
*T  0%q, 0? 0q.
g(x,y,z,t)drdydz = pcdrdy dz T - 6:(11: dr + 8Zydy + a—qzdz. (12)

Uma das maneiras mais utilizadas para solucionar o problema de fechamento da
equacao (12) é baseada na Lei de Fourier (HSU, 1970), na qual assume que o fluxo
de calor é proporcional a magnitude do gradiente de temperatura. Assim, assumindo
dz dy dz valores unitarios:

g(z,y,z,t)drdydz = pedr dy dz

or 0 oT
ox

T kx—)dxdydz

0 or 0 orT
—a—y(kya—y>da:dydz— a(kzg)dxdydz. (13)

Reescreve-se a equacao (13) da seguinte maneira:

0 oT 0 oT 9, oT oT

Assim, encontra-se na literatura a solu¢ao da equacao (14) para diversos casos,
gue dependem da geometria do problema, dos tipos das condi¢des de contorno e das
condicdes iniciais do problema. A seguir, exemplificam-se algumas férmulas oriundas
de tais simplificagoes:

A) Condutividade térmica uniforme e constante (k, = k, = k., = k). Esta proprie-
dade do material é associada a propagacao do calor no meio durante as variagcoes de
temperatura e tempo.

o*T  0*T N o*T N g(r,y,2,t) 10T

Ox? + oy? 022 k T a ot (15)

Em que « representa a difusividade térmica e € uma grandeza especifica do mate-
rial, dada por:

o= — (16)

sendo k a condutividade térmica (J/ms°C), p a densidade de massa (Kg/m?), e C a
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capacidade térmica especifica (J/Kg¢°C).

A equacao (15a) pode ser reescrita em uma notacdo mais simplificada da seguinte
forma:

T (7)
onde V2(.) = 24 + 24 4 20 é o operador matematico chamado de Laplaciano no
sistema de coordenadas cartesianas tridimensional.

A equagédo (17) representa a forma mais adequada de escrever a equagao da
condugao de calor, pois independe do sistema de coordenadas adotado. Para tra-
balhar com outro sistema de coordenadas basta substituir o Laplaciano do sistema de
interesse. Como por exemplo, para o sistema de coordenadas cilindrico e esférico os

Laplacianos, tornam-se:

V() = 190) (r@) + L 20) + () (18)

ror \' or r2 0¢? 022"’

2y L O() [ 50() L o) . ,0() 1 9%
Vi) = 2 or (T or ) T 25ing 90 (Sm@ 00 ) T 2sin?0 d¢? (19)

B) Sem geracao de calor e k£ constante tem-se a equacao de Fourier

. 10T
- - 2
V=~ (20)

C) Regime estacionario e k uniforme e constante tem-se a equagao de Poisson

V2T+M:o 21)

D) Regime estacionario, sem geracao de calor, & uniforme e constante, equacao
de Laplace
V2T =0 (22)

A equacao (15a) pode estar sujeita as seguintes condicdes de contorno:

e geometria infinita (condigao natural), ou seja, € a situagao onde a distribuicao de
temperatura é prescrita na superficie de contorno, (primeiro tipo)

T(w;,t) = fi(z,1), (23a)

¢ fluxo de calor prescrito (segundo tipo)

or
—ko- = filz 1), (23b)
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e condicao de contorno de conveccao (condicao de contorno do terceiro tipo)

oT
—k— + h;T
ox +

= fi(x,t), (23c)

T

e condicao de contorno do quarto tipo, espessura fina sem convecgao

oT oT
—k% = fi(x,t) — (pcb)ia R (23d)
e ou condicao de contorno do quinto tipo, espessura fina com convecgao
or oT
—k% + T = filz,t) — (pCb)iE N (23e)

onde, i representa a interface, f;(x,t) € uma fungao conhecida, = € a distéancia (m) e
h; é o coeficiente de condutancia térmica (WW/m?°C). Para as condigdes homogéneas,
considera-se f;(r,t) nula.

Apresenta-se na tabela 1 a numeracao das diferentes combinagdes possiveis de
condi¢oes de contorno, considerando as coordenadas cartesianas, OLIVEIRA (2015):

Tabela 1: Tipos de condigao de contorno

Descricao Tipo de contorno | Notagao
Sem efeito fisico de contorno Tipo zero 0
Temperatura prescrita Dirichlet 1
Fluxo de calor prescrito Neumann 2
Convecgao Robin 3
Espessura fina, sem convecgao Quarto tipo 4
Espessura fina, com convecgao Quinto tipo 5

Cabe ressaltar que dependendo das condigcdes de contorno e iniciais utilizadas
podem surgir novos problemas.

Na préxima secao sao apresentadas solugdes para a equacao de conducgao de
calor em uma parede simples, em uma parede com duas, quatro e n camadas, res-
pectivamente.
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3.2 Solucao da Equacao de Conducao de Calor

3.2.1 Problema térmico unidimensional transiente em uma parede simples

Apresenta-se inicialmente uma solucao do problema térmico unidimensional com
apenas uma camada. A solugao é obtida pelo método da transformada de Laplace
e para calcular a sua inversa utilou-ze o0 método da Quadratura Gaussiana (inversao
numeérica).

Este procedimento tem o objetivo de facilitar o entendimento e a verificagao das
solucoes apresentadas posteriormente para paredes com mais de uma camada.

3.2.1.1 Transformada de Laplace

Considera-se um pedaco de parede de uma edificacao, representado na figura 4,
sujeito as condigdes de contorno e inicial (25a), (25b) e (25¢). Assim, tem-se:

qt) —

Figura 4: Parede externa submetida a um fluxo de calor ¢(t).

O*T(x,t) 19T (x,t)

9r2 o ot (24)

D =), (25a)
Ol (x,t B

e 0, (25b)

T(2,0) = F(z) =T,. (25¢)

O problema acima descrito bem como a aplicacao da transformada de Laplace a
seguir podem ser encontrados nos textos basicos de transferéncia de calor (OZISIK,
1993). Apresenta-se a resolugao do problema proposto utilizando a transformada de
Laplace. Inicialmente aplica-se a transformada de Laplace na equacao (24) e nas
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condicoes de contorno (25a), (25b) e (25c¢):

&ET(z,p) 1, -

dr2 = a(pT<x7p) - TO) ) (26)
—k—dT((iZ’ Dl o), (27a)
=0
LENCITON (27b)
dx =L

onde, L{q(t) t = p} = Q(p), T(x,p) = L{T(z,t);t — p} , sendo L o operador
transformada de Laplace.

A resolucao da equagao (26), conforme as condi¢coes de contorno (27a) e (27b),
consiste na separagao em duas solugdes: solugdo homogénea associada e solucao
particular T'(z, p) = Ty,(z,p) + T, (x, p) . Inicialmente encontra-se a solugdo homogénea
dada pela equacao:

To(z,p) = A(p)eV'5* + B(p)e Vae. (28)

sendo A e B coeficientes dependentes de p.
A solucao particular é descrita a seguir:

- _ T
Ty(x,p) = . (29)
Entédo T'(z, p):
T(w.p) = Ap)eVE + Bp)eVEr + 10 (30)

p
Para obter os coeficientes A e B da equacao (30), aplicam-se as condigoes de
contorno (27a) e (27b). Quando z = 0:

A2 - B B == sta)
Emaz=L:
A(p) ge\/ﬁ — B(p) ge—\/?L —0. (31b)

As equacoes (31a) e (31b) resultam em um sistema de equacoes:
Ap)VE-BWVE ==

A(p)y/ZeVEE — B(p)y/Ze VEE = 0
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Resolvendo o sistema com auxilio do software Wol framM athematical(0.2 e subs-
tituindo os valores encontrados na equacao (30), obtém-se a solugao transformada:

«

«

() D) (2L20) ) B

O sistema representado na equacao (32) € um sistema mal condicionado. Devido
a isto para resolvé-lo ndo basta apenas utilizar o método de eliminacao de Gauss
com pivoteamento, ja que um problema mal condicionado podera ser numericamente
instavel. Para assegurar a convergéncia da solucao, utilizou-se a continuagao analitica
(PETERSEN, 2011), ou seja, resolve-se o problema de conducao do calor para um
passo de tempo h onde a convergéncia da solucao esta assegurada e utiliza-se esta
solugao como condigao inicial para o proximo passo.

Para obter a solucao que modela a distribuicao de temperatura, aplica-se a trans-
formada inversa de Laplace utilizando Quadratura Gaussiana (HEYDARIAN; MULLI-
NEAU, 1981).

3.2.2 Condicoes de Interface

Quando dois materiais de diferentes condutividades térmicas, digamos k; e ks,
estdo em contato, tem-se um contorno comum chamado de interface. A condi¢ao na
interface é representada pela equacao (34).

Condugaodo \ Conducao do calor nas ~( Condugéao do (34)
calornomeio 1/  \lacunas entre os dois meios/  \calor no meio 2

oT| o
_kla . - hc<T1 - T2)z - _k28_$

sendo i a interface e h. o coeficiente de condutividade na interface. Esta equagao (35)
descreve a existéncia de resisténcia de contato.

Para o caso de contato térmico perfeito entre as superficies, temos h. — oo, entao
a equacao (35) passa a ter a seguinte forma:

, (35)

i

Tl = TQ ) (35a)
or,  om
—kig s = ke (35b)

em que, as equacgoes (35a) e (35b) representam, a condutividade da temperatura e a
continuidade do fluxo de calor na interface, respectivamente.

Desta maneira, é possivel calcular a transferéncia de calor em um problema
térmico com mais de uma camada, pois além de utilizar as condigées de contorno
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e inicial, usa-se também as condicoes de interface.

3.2.3 Problema térmico unidimensional com duas camadas
3.2.3.1 Transformada de Laplace

O problema representado pela figura 5 € descrito matematicamente através das
equacoes de difusao do calor, dadas pelas equagodes (36a) e (36b):

qt) —| 1 2

x=10 x=b x=L

Figura 5: Placa plana composta de duas camadas submetida a um fluxo de calor ¢(t).

(92T1 (.ZE, t) . i 8T1 (37, t)

7 = o para 0<x<b. (36a)
1
2
B zgisg,t) _ ai%gf’t)’ para ben<l (36b)
2

onde Ti(z,t) e Ty(x,t) sdo as temperatuas médias nas camadas 1 e 2, respectiva-
mente, o; € o, sdo as difusividades térmicas dos materiais de cada camada. Para o
calculo da difusividade utiliza-se o« = k/ps, sendo k a condutividade térmica (J/ms°C),
p a densidade de massa (kg/m?), ¢ a capacidade térmica especifica (J/ms°C) e L é
o comprimento da parede (m).

As equacdes (36a) e (36b) estao sujeitas as seguintes condicées de contorno e
inicial:

(?Tl (.Z', t) .
e e G} (372)
—kQ 8T2<1’, t) —0 : (37b)
or |,_,
Tl(l’, O) = TQ(SL’, 0) = T() . (37C)

e as condigdes de continuidade (contato térmico perfeito entre as camadas) dadas
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por:
Tl _T2 ) (38a)
r=b r=b
0T, o7,
- | 8b
Mo o |,_, > Or b (38b)

As equacoes (36a) e (36b) sao resolvidas utilizando a transformada de Laplace.
Aplicando este método nas equacoes (36a) e (36b), obtém-se:

d*T) (z, p) 1

e o 0h(z,p) = To). (39a)
% = a%(zofz(w,p) —Ty). (39b)

A solucao da equacao (39a), consiste na separagao de duas solugdes: solugao
homogénea e solugao particular, conforme equacao (26). A solugcdo homogénea é
dada pela equacao (40):

Toa(z,p) = A(p)eV 1" 4 B(p)e Var® . (40)

A solucao particular é obtida resolvendo a equagao a seguir:

-
Tnep) Py To, (41)

dx? oy oy
Obtém-se como solugado a seguinte equacao:

— T
Ty (z,p) = f. (41 a)

A solucao transformada completa para a primeira camada da parede é represen-
tada pela soma das solugées homogénea e particular, mostrada a seguir:

T, VA L ppye Va4 1o (42)
p

O problema (39b) é resolvido de forma analoga a equacao (39a) , portanto a

solucao é:
To(z,p) = C(p)eV ™" + D(p)e Vo + Z“. (43)

Para obter os coeficientes A , B, C e D das equacoes (42) e (43) , aplicam-se as



condig¢oes de contorno e de continuidade transformadas dadas por:

dT(z, p) B
—ky T - = Q(p) )

dT2<x7p)
dx

—ky

= TQ(x>p)

dTQ({L‘,p)
dx

Tl(xap)

dTl (ZL‘,p)
dx

Y

_]{;2

_kl

)
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(44a)

(44b)

(45a)

(45Db)

onde L{q(t)} = Q(p), Ti(x,p) = L{T\(z,t);t — p} € Tu(x,p) = L{Ti(x,t);t — p}

, sendo L o operador da transformada de Laplace.
Quando x = 0 aplicando a equacao (44a) em:

p p =@
A — —B - = .
Py o (p) o
Utilizando a segunda condi¢ao de contorno (44b), obtém-se:
—koC(p)4 £e\/%L + ko D(p) £67\/%L =0.
(%) (&%)
Aplicando a segunda condigao de continuidade (45a), tem-se:

\/‘: + B(p \/: )e\/%b + D(p)e_\/%b .

Por fim, quando = = b (45b):

ki Ap) BV £k Bp) [ R VA = _kyop), [ eV
Qg Qg o%

et

koD

—e
D)

As equacgoes (46), (47), (48) e (49) resultam em um sistema de equacgoes:

(
uA(p) — uB(p) = ~40
—kyue" A(p) — kyue="* B(p) + kave?®C(p) — kave " D(p) = 0
—kove""C(p) + kave "Y' D(p) = 0

L e A(p) + e B(p) — e”C(p) — e **D(p) =0

(46)

(47)
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onde u = , /a% ev=, /O% . A solucao obtida resolvendo o sistema é:
A(p) = Q(p)(ue®ky + ue®Lky + ve?Pky — ve®Lky) [ (uky x
(_ue%bkl + ue2ub+2vbk1 _ u€2va1 + ueQubJerLkl _ U€2vbk}2—|—

_U€2ub+2vbk2 + ’U62vL/€2 + Ue2ub+2va2)) ,

B(p) = (e®Q(p)(ue*’ky + ue*Fky — ve®*ky + ve?Fky)) / (ukq x

% (_u€2vbk1 + ue2ub+2vbkl _ uevakl + ueQub+2va1+

(51)

_Ue2vbk,2 _ UeQubJerbk,z + UerLk,z + U€2ub+2va2)) ’

C(p) — (QQ(p)expub+vb)/(_ue2vbkl + u€2ub+2vbk.l _ ’LL€2UL/€1+

ueQub-i—Qval _ ve%b/@ o U€2ub+2vbk2 -+ U(EQUL/{JQ 4 Ue2ub+2fuLk2> ’

D(p) — (QQ(p)eub-i-vb-i-?vL)/(_ue2vbk1 4 ueQub—i—vakl _ ue2va1_|_

+U62Ub+2va31 _ ’U€2vbk’2 _ U€2ub+2vbk2 + ’U€2UL]€2 + U62ub+2va2> )

Uma vez que os coeficientes das equacoes (42) e (43) estdo determinados, ha
condicoes de inverter a solucao pela transformada inversa de Laplace. Esse procedi-
mento resulta:

1 y+joo 3
Ti(z,t) = — "' Ty(z,p)dp, onde i=1:2. (52)
2mj P=y—joo
sendo i 0 numero de camadas e o raio de origem.

Devido a impossibilidade de determinar as singularidades do integrando que apa-
rece no lado direito da equacao anterior, ndo se pode aplicar o Teorema dos Residuos
para obter o resultado analitico da integral. Assim, na sequéncia é apresentada uma
solugao aproximada da integral presente na equacao (52) usando inversao numérica.
A inversao numeérica € feita utilizando o método da Quadratura Gaussiana.
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3.2.3.2 Quadratura Gaussiana

A Quadratura Gaussiana é um método de integragcdo numérica, que consiste na
substituicdo de uma integral por uma soma ponderada. Utiliza polinGmios ortogonais
para a aproximacao das fungdes a serem integradas. Como estes polindmios efeti-
vamente aproximam as fungoes, é possivel a utilizacdo de esquemas de integracao
numérica baseadas em polindbmios ortogonais. Segundo (BEYER; VILHENA, 1998), a
derivacao das formulas de quadratura, em termos gerais, inclui a normalizacao do in-
tervalo de integracao, a amostragem da fungao a ser aproximada nas raizes desigual-
mente espacgadas do polindmio ortogonal e a geragao do polinémio de interpolagao.

Para obter a inversao da transformada de Laplace, (42) e (43), para o dominio
tempo, é utilizada a equacao (52).

Fazendo pt = p, na equacgao (52) para excluir o parametro ¢ no termo exponencial,
que ¢ a fungéo peso e fazendo a mudanga da variavel p = £, obtém-se:

Ti(z,t) =

¥ 4o T, B
o 5 g, (53)
il

21 t

’ .
—joo

onde, 7' = ¢. Tem-se entédo a férmula de quadratura do tipo:

A

b n
/ w(z) f(z)dr = Z arf(zk) - (54)

Em HEYDARIAN; MULLINEAU (1981) afirmam que a formula de Quadratura Gaus-
siana adequada é:

1 Y+joo F
L / ep—fj” dp = Sj_ acF(py) (55)
i

270 oo

sendo F'(p;) uma fungao relacionada com T;(z, 2) deve ser obtida por:

Flon) = T, ). (56)

Substituindo (56) em (55) resulta em:

L [7 L F(p) Pk Pk
(2,8) = — P28 g — s (9T, 2y 7
T(o.0) = 51 / Py = i (BT, 2 (57)

Através de (57) é possivel calcular T;(z,t) substituindo p por 2:. Sabendo ainda,
que p sao as raizes do polinémio:

(—1)"Er_A(n,r)p"" =0, (58)
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sendo Aln.r) = (=) "n{(n+r—1)!} (59)
’ rl(n —r)! '
Os termos «a;, da equacao (55) sao as solugdes de:
Ypagp, = 1 0<r<(n-1). (60)

rl’

A partir disto, é possivel obter T;(z, t) substituindo p por £t utilizando juntamente os
valores de a; encontrados em (STROUD; SECREST, 1966).

E importante ressaltar que, para a obtencéo da solucdo das equacdes (36a) e (36b)
através do método da transformada de Laplace é necessario que o fluxo de calor ¢(¢)
seja constante ou somente dependente da posicao, ou ainda uma fungao exponencial,
q(t) = Crel=2), com C, e C, ndo nulos. Na sec¢éo a seguir é proposta a solugéo da
equacao de condugao do calor em quatro camadas, com um fluxo de calor dependente
do tempo, através da transformada de Laplace.

3.2.4 Problema térmico unidimensional com quatro camadas

3.2.4.1 Transformada de Laplace

O problema representado pela figura 6 € descrito matematicamente através das
equacoes de condugao do calor:

f
exterior i interior
—_— >X
Te(t) — | camada camada camada |camada T
—_— b
—] 1 2 3 4
___-—-l-"'__—_—_ ! }
X Xq X X3 X4

Figura 6: Placa plana composta de quatro camadas submetida a um fluxo de calor
dependente do tempo.
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62T1 (I’, t) . i 8T1 (.T, t)

_ 1
(9352 aq at 9 para 0 ST < 1 (6 a)
OP?To(z,t) 1 OTy(x,t)
) = — ! 1
dx2 ay Ot para T1 < T < T (61b)
PTy(x,t) 1 OTs(x,t)
? = — ’ 1
o2 as ot para Ty <& < T3 (61c)
2T 1 0T,
0 4(33'7t) _ 9, 4(x7t)’ para T3 < T < Ty (61d)
Ox? ay Ot

sendo Ty, Ty, Ts e T, as temperatuas médias nas camadas 1, 2, 3 e 4 respectivamente,
a1, aa, a3 € oy as difusividades térmicas dos materiais de cada camada.

As equacoes (61a), (61b), (61c) e (61d) estao sujeitas as seguintes condicoes de
contorno e inicial:

T1 = Te(t) = 01 COS(CQt + 03) + 04 sin(C'5t + 06) s (623)
T, =T, (62b)
Tl(l', 0) :TQ(I,O) :Tg(JZ,O) :T4(.CL’,0) :To, (62C)

onde T.(t) representa a variagao da temperatura, no periodo de um dia, a qual a face
externa da edificacao (fachada) esta submetida.

As condigdes de continuidade (contato térmico perfeito entre as camadas) a que
estao sujeitas as equacodes (61a), (61b), (61c) e (61d) sao:

T1 == T2 5 (633.)

oTy| . 0T
—ki . = —kza . , (63b)
Ty =T , (63c)

oT: oT:
—kga—; = —k38—; , (63d)
T3 =T, ; (63€)

6T3 o 8T4
—k3% . = —k4% . ) (63f)

As equacoes (61a), (61b), (61c) e (61d) sao resolvidas utilizando a transformada
de Laplace. Esta resolucao é feita de forma analoga ao apresentado na secao 4.4.1.
As solugoes transformadas completas para cada camada da parede sao represen-
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tadas por:
Ti(z,p) = A(p)eV =% + B(p)e Var® 4 % , (64a)
Ty(z,p) = C(p)eV %" 4 D(p)e Vas® 4 % , (64b)
Ty(w,p) = E(p)eV =° + F(p)e Vo 4 % , (64c)
To(z,p) = G(p)eV o + H(p)e Vo + % | (64d)

Para obter os coeficientes A, B, C, D, E, F, G e H das equacoes (64a), (64b), (64c)
e (64d), utilizam-se as condigdes de contorno e de continuidade transformadas dadas
por:

Tl (x7p)‘z=xo = Te(p) 5 (653.)
Tu(2,p)o=2s = To(p) , (65b)
TI (xap)|z:a:1 - T2(x7p)|m:m1 ) (650)

dTl(x7p) _ dTZ(xvp)
hi— T ky——" . (65d)
Tz(l’,p”x:@ = T3(I>p)|:c:x2 ) (659)

dTQ(x7p) dT3(l‘7p)
o2\ ) = a2t f
k2 dx s k3 dr e ) (65 )
T5(2,p) o=z = Ta(%, )]0 » (659)
—k‘g dTSngap) _ _k4dT4($,p) (65h)

x r=x3 dx r=x3

Uma vez que os coeficientes das equagoes (64a), (64b), (64c) e (64d) estao de-
terminados, ha condicdes de inverter a solucdo pela transformada inversa de Laplace
assim como resolvido no item 3.2.3.

3.2.5 Problema térmico unidimensional com n camadas

3.2.5.1 Transformada de Laplace

A fim de encontrar uma solugao genérica que represente uma parede composta
por n materiais, nesta secao € apresentada a resolucao generalizada do problema de
conducao de calor em meio multicompostos. Tal problema é representado pela figura
7:
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exterior _. interior
>X
A sen(wt) camada | camada | camada | camada | camada | camada -|-
- , g b
i — 1 o | n
Xy X4 Xy X Xn

Figura 7: Placa plana composta de n camadas submetida a um fluxo de calor depen-
dente do tempo.

A equacao que descreve o problema mostrado na figura 7 é:

T, 1 0T
%x; B oz_laé)tl’ para To < T < Ty (66a)

T. 1 OT:
6&622 — 04_88;’ para 1y <x < Iy (66b)

2

27 1 07T
gx; = ;%, para T. <T < (66¢)

T, 1 0T,
a@x; = a_aa_t’ para Tpo1 < T < Ty (66d)

sendo Ty, Ts,..., T}, ...e T,, as temperaturas médias de cada camada da parede, oy,
s, ..., a4 ... € ay as difusividades térmicas dos materiais de cada camada.

As equacoes (66a), (66b), (66¢c) e (66d) estao sujeitas as seguintes condicoes de
contorno e inicial:

T, = 4 sinw(t), (67a)
=0 T
T, =1, (67b)

Ti(x,0) = Ty(z,0) = ... =Ti(z,0) = ... =T, (z,0) =T, (67c)
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e as condicoes de continuidade (contato térmico perfeito entre as camadas):

T, . =T, . , (68a)

g r=; = T r=; ’ (68¢)
—ki% - = —k% ) (68f)
Tn_l T=Tp_1 - T" T=Tp_1 ’ (689)

As equacoes (66a), (66b), (66¢) e (66d) sao resolvidas utilizando a transformada
de Laplace. Esta resolucao é feita de forma analoga ao apresentado na secao 4.4.1.

As solugoes transformadas completas para cada camada da parede sao represen-
tadas por:

_ T, _ . T
Tya,p) = A(p)eV ™" + Ap(p)e VA + - (692)
_ T, _ 7. T
To(a,p) = As(p)eV 2" + Ay(p)e Vo™ + - (69b)
- T, _ . T
T(w,p) = As(p)eV =" + Ag(p)e Vo™ + - (69)
_ P, ,\/Im T()
To(z,p) = Agp_1(p)eVan™ + Agp(p)e” Van™ + ? : (690d)
Para obter os coeficientes A;, Ay, Az, A4, ..., Agi1, Agi, ..., Aoy € Ay, das

equacgoes (69a), (69b), (69c) e (69d), aplica-se as condigbes de contorno e de
continuidade transformadas.
Obtém-se dessa maneira um sistema de 2n equacdes envolvendo as constantes
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Ay, Ag, As, Ay, .o, Agiq, Aoy ..., Ao € Asy, resolve-se o sistema para determinar
as constantes.

Uma vez que os coeficientes das equagoes (69a), (69b), (69c) e (69d) estao de-
terminados, ha condi¢des de inverter a solugao pela transformada inversa de Laplace
assim como resolvido no item 3.2.3.

E possivel observar que o apés a resolucdo da equacgdo de conducdo do calor
transiente de um material composto por duas camadas, as resolug¢des para quatro e
sucessivamente para n camadas ocorrem de forma analoga. A principal alteracao que
ocorre com o acréscimo de camadas é o aumento dos coeficientes a determinar, este
crescimento ocorre da forma 2n, ou seja, para calcular a transferéncia de calor por
conducao em um material composto de duas camadas tém-se quatro coeficientes a
determinar.

3.3 indices Estatisticos

Para a comparacao entre os dados da temperatura Sol-Ar simulados no modelo
com os dados encontrados por BEYER; VILHENA (1998) foram utilizados indices es-
tatisticos da literatura. Para a elaboragao desta andlise estatistica, emprega-se um
programa desenvolvido por Hanna em 1989 (HANNA, 1989).

As notag0es utilizadas para os indices o e p indicam, respectivamente, as quanti-
dades observadas e preditas, T é a temperatura média e o é o desvio padrao.

Os indices estatisticos aplicados sao definidos do seguinte modo:

(To-Tp)*

ToTp
informa sobre todos os desvios entre as condicoes dos modelos e as
distribuicdes observadas. E uma estatistica adimensional e seu valor deve ser o
menor possivel para um bom modelo.

1. Erro quadratico médio normalizado: NMSE =

2. Coeficiente de correlagio: COR = To=T)(0-Tp)

anp
descreve o grau de associagao ou concordancia entre as variaveis. Para um boa
perfomance o seu valor deve ser 1.

T,-T,

3. Fragdo de Inclinagao: F'B = )

informa a tendéncia do modelo de superestimar ou subestimar as distribuicoes
observadas. O valor 6timo é zero.



4 RESULTADOS NUMERICOS

O uso apropriado dos modelos matematicos deve ser baseado no estudo das suas
capacidades de representarem corretamente situagoes reais. A maneira mais ade-
qguada para testar a sua capacidade de representar situagoes reais € comparando os
resultados obtidos através do modelo com resultados observados em experimentos
(MOREIRA; VILHENA; CARVALHO, 2007).

Entretanto, nao foram encontrados dados experimentais na literatura para
comparacao dos resultados obtidos pelo modelo apresentado. Desta maneira,
utilizam-se dois trabalhos distintos baseados na resolugao da equacao de condugao
de calor em meios multicompostos para comparagao.

Neste capitulo, apresentam-se os resultados obtidos para meios compostos por
duas e quatro camadas.

4.1 Perfil de temperatura de uma placa plana composta por duas
camadas

4.1.1 Aco/Cobre

Para uma analise do modelo proposto, utilizam-se as mesmas propriedades ter-
mofisicas do trabalho de OLIVEIRA (2015). O problema térmico estudado é definido
por uma placa plana de duas camadas, onde cada camada € composta de um de-
terminado material. Conforme a figura 5, L representa o comprimento da placa e b o
local de mudanca das camadas. Nesta aplicacdo, na camada 1 tem-se as proprieda-
des termofisicas do aco AISI 1010, enquanto na camada 2 tem-se as propriedades
termofisicas do cobre. A tabela 2 apresenta as propriedades de ambos os materiais.

Tabela 2: Parametros termofisicos dos materiais de cada camada

Caracteristicas Aco AISI 1010 Cobre
Condutividade térmica (W /mk) 64 401
Difusividade térmica (m?/s) 18,8 x 107% | 117 x 107
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Considera-se ainda, que a placa esta submetida a tais condigdes: fluxo de calor
prescrito de 4 x 10°WW/m?; fluxo nulo de calor quando = = L; contato térmico perfeito
em z = b; temperatura inicial: 7, = 0°C; comprimento de placa:L = 5 x 10~2m; e
divisdo das camadas: b = Zm.

A solucao desse problema é dada pela equacgao (52) e foi implementada utilizando
o cédigo computacional Fortran90. Conforme mencionado na solugao da equacgao de
conducao de calor para um material composto de duas camadas, foi utilizado nesta
resolucao continuidade analitica. Os valores do passo h foram, 4.0 s e 8.0 s, respecti-
vamente. Apresenta-se na tabela 3, as temperaturas encontradas no sélido estudado
considerando trés tempos constantes ¢t = 0s, t = 50s € t = 100s.

Tabela 3: Temperaturas (°C) calculadas ao longo da camada do material composto
Aco/Cobre.

Comprimento (m) [t=0s | t=50s | t=100s
0,005 0 187,3958 | 343, 2549
0,010 0 120, 3962 | 238,0624
0,015 0 94,6750 | 191,8123
0,020 0 80,4274 | 170, 3354
0,025 0 69,6321 | 158,9609
0,030 0 68,2177 | 157,7402
0,035 0 67,1015 | 156, 8813
0,040 0 66,2927 | 156,3120
0,045 0 65,8022 | 155,9870
0,050 0 65,6377 | 155,8813

Na figura 8, o comportamento térmico da solugao de dupla camada do material
aco/cobre é apresentado:

Conforme retratado na figura 8, é possivel observar que o perfil de temperatura da
segunda camada tem um comportamento aparentemente constante em relagao ao da
primeira camada. Isso é devido a condutividade térmica do material ser muito alta,
tornando-o um bom condutor e assim dissipando o calor de uma forma mais rapida.

Observa-se também que, pelo comportamento apresentado na figura 8, a tempera-
tura comecga a aumentar no local de incidéncia do fluxo de calor em funcao do tempo,
esta caracteristica é transferida as outras camadas através da condugao, influenci-
ando a alteracao da temperatura ao longo da placa.

O acréscimo de temperatura ocorre de forma mais rapida nas regides proximas a
face da placa (z = 0,005m) que em seu interior, quando = = 0,050m, o que é fisica-
mente coerente, pois retrata uma certa dificuldade de dissipag¢ao do calor, causada
pela difusividade térmica apresentada pelos materiais utilizados. Como o aco AISI
1010 possui menor difusividade térmica que o cobre, na primeira camada ocorre uma
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Camada 01 Camada 02
350 a —m—t =0s
E —e—t=50s
300 — —Aa—t = 100s

250 -

200 \\

T A
150 - \ A —A——a A a4

100 —

.\.
\

T [T1 T2]: temperatura (°C)

50 -

o —r - - - - - - r

T v T v T v T v ! v T v T v T v T v
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040 0,045 0,050

X, comprimento L (m)

Figura 8: Perfil da temperatura ao longo da espessura da camada do material com-
posto Aco/Cobre.

maior variacao de temperatura em relacao a temperatura apresentada na face externa
da placa.

Apds a obtengao da distribuicao de temperaturas ao longo da camada, € possivel
obter a distribuicdo dos fluxos de calor em cada ponto da placa, através da Lei de
Fourier. Tais fluxos calculados estao representados na figura 9:

camada 01 camada 02

240000 —

—a—t=50s

220000 —e—1t=100s

200000 -]
180000 -]
160000 ]
140000 -]

120000 —
100000 —

q (W/m?)

80000 —

60000 —

40000 —

20000 -
o . . . : %

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
X (metros)

Figura 9: Fluxos de calor ao longo da espessura da camada do material composto
Aco/Cobre.
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O comporamento do fluxo de calor é similar ao comportamento das temperaturas
calculadas, isso ocorre devido a dependéncia entre estes parametros. Uma vez que o
fluxo esta intimamente relacionado ao valor da temperatura.

Pode-se observar também, que na segunda camada, onde o material € mais con-
dutivo, o fluxo sofre pouca alteracao, ou seja, aproximadamente constante.

4.1.2 Concreto/Reboco

Aplica-se 0 modelo a um caso ficticio para analisar a distribuicao de temperatura
para materiais com baixa condutividade térmica. Na camada 1 tem-se as proprieda-
des termofisicas do concreto pesado, enquanto na camada 2 tem-se as propriedades
termofisicas do reboco. A tabela 4 apresenta as propriedades de ambos os materiais.

Tabela 4: Parametros termofisicos dos materiais da parede para o caso ficticio

Caracteristicas Concreto pesado | Reboco
Condutividade térmica (W /mk) 1,731 0,727
Difusividade térmica (m?/s) 9,187 x 107" | 5,43 x 1077

As condicoes de contorno e o problema utilizados neste caso ficticio sao os mes-
mos do caso anterior (aco/cobre), com excecao dos parametros termofisicos dos ma-
teriais, que foram substituidos pelos parametros termofisicos dos materiais utilizados,
concreto e reboco. Os resultados sao apresentados na tabela 5.

Tabela 5: Temperaturas calculadas ao longo da camada do material composto Con-
creto/Reboco.

X(m) | t=0s t = 50s t =100s t = 150s t = 200s
0,005 0 152,1207 256, 2927 349, 2589 755,6241
0,010 0 69, 7609 165,0017 241,8813 517, 8430
0,015 0 22,5174 87,8839 158, 5586 360, 1439
0,020 0 6,1933 41,0536 93,7867 234,1712
0,025 0 1,9354 x 107! 20, 7567 57,9211 157,3221
0,030 0 2,8483 x 1072 5,9365 22,2185 68, 8842
0,035 0 3,9324 x 1073 1,5891 7,9901 28,3402
0,040 0 5,2228 x 107* | 4,0780 x 107! 2,7696 11,3235
0,045 0 6,8803 x 10~* | 1,0654 x 107! 1,0042 4, 8222

0,050 0 1,7310 x 107 | 4,8819 x 1072 | 5,9016 x 10! | 3,1672

Como é possivel observar, na tabela 5, as regides proximas a face externa da pa-
rede (x = 0,00m) possuem temperaturas mais elevadas, conforme aumenta o tempo
ao qual elas estao expostas ao fluxo de calor, ja na regido mais proxima ao interior da
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edificagao, ou seja, quando = = L, a temperatura se mostra muito préxima a tempe-
ratura inicial. Isso ocorre devido aos materiais utilizados para compor a parede repre-
sentada, uma vez que a condutividade térmica de ambos os materiais é relativamente
inferior aos materiais aplicados no caso anterior.

Pode-se afirmar entdo que o ambiente interno desta edificacao sofre uma alteracao
minima de temperatura quando a face externa esta exposta ao fluxo de calor utilizado
por um tempo de até 200s.

camada 01 camada 02
50000

—a— 50s

—e—100s
—&— 150 s

40000 -

30000 —

20000

q(W/m?)

10000 —

. , ; ; T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
X (metros)

Figura 10: Perfil da temperatura ao longo da espessura da camada do material com-
posto Concreto/Reboco.

E possivel observar ainda, na figura 10 que o material da camada dois, reboco,
€ mais condutivo do que o material da camada um, o concreto, devido a primeira
camada ter uma variacao de temperatura maior em relacao a segunda camada.

De maneira similar ao realizado para uma placa composta de Ago/Cobre, foram

calculados os fluxos de calor ao longo da parede composta por Concreto/Reboco,
apresentados na figura 11:
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Figura 11: Fluxos de calor ao longo da espessura da camada do material composto
Concreto/Reboco.

4.2 Perfil de temperatura do problema térmico unidimensional
transiente com quatro camadas

Para avaliar o comportamento da solugao encontrada para a conducao de calor em
uma parede composta por quatro camadas utilizam-se as mesmas condi¢des de con-
torno e informagdes do problema resolvido em BEYER; VILHENA (1998) e comparam-
se os resultados obtidos.

BEYER; VILHENA (1998) utilizaran, para resolver o problema de condugao de calor
em uma parede multicomposta o método da temperatura Sol-Ar. Este método € um
calculo transiente que tem como principal forma de realizagdo o uso do Método da
Funcao de Transferéncia, necessitando um calculo prévio do fluxo transiente através
de pulsos unitarios, para encontrar-se apds a Fungao de Transferéncia. O incremento
temporal existe quando ja se conhece a Fungado de Transferéncia, devendo ser de
magnitude do pulso unitario inicial (BEYER; VILHENA, 1998).

O problema consiste em uma parede com quatro camadas, representada pela fi-
gura 12, constituida por 0,025 m de estuque, 0,10 m de concreto pesado, 0,025 m de
material isolante e 0,020 m de reboco, os materiais possuem condutividade térmica e
coeficiente de difusao conforme a tabela 6.

Nao ha resisténcia térmica de contato entre as camadas. A temperatura interna é
mantida constante, em 24°C. A temperatura externa evolui como fungao horaria com
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exterior | estuque concreto isolante |reboco | interior
pesado
=0 x=0.025 x=0125 ¥=0.15 x=0.17

Figura 12: Estrutura da parede calculada.

Tabela 6: Parametros termofisicos dos materiais da parede composta por quatro
camadas

Material Condutividade térmica (W/m.°C) | Difusividade Térmica (m?/s)

Estuque 0,692 4,434 x 1077
Concreto pesado 1,731 9,187 x 10~ '

Isolante 0,043 1,6 x 107

Reboco 0,727 5,43 x 1077

ciclo de um dia, segundo a Temperatura Sol-Ar retirada de BROWN; STEPHENSON
(1993).

Para obter os valores da temperatura Sol-Ar, representados na tabela 7, durante o
periodo de um dia (24 horas) foi utilizado um ajuste de curvas para a fungao represen-
tada pela equacao (70) com o método dos minimos quadrados.

q=oal;+ hy(t, —t;) — EOR, (70)

onde ¢ é o fluxo de calor (IW/m?); « é absortancia da superficie para a radiagéo so-
lar; I; é a radiagao solar total incidente na superficie (W/m?); h, é o coeficiente de
transferéncia de calor por conducdo e radiagao de onda longa na superficie externa
(W/m?); t, € atemperatura de ar externo (°C'); t, € a temperatura superficial (°C); ¢ é a
emitancia hemisférica da superficie em onda longa e ¢ R é a diferencga entre a radiacao
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de onda incidente na superficie do céu e entorno e a radiacao emitida por um corpo
negro na temperatura do ar externo (W /m?).

A temperatura Sol-Ar foi escolhida como uma fung¢ao excitagao, devido esta fungao
ser mal-comportada, ou seja, os problemas decorrentes de seu uso, se resolvidos,
permitem dizer que a grande maioria de outras excitagdes também serao resolvidas.

Da mesma forma que no trabalho de BEYER; VILHENA (1998), os valores da tem-
peratura Sol-Ar repetem-se consecutivamente por um periodo minimo de quatro dias,
tempo necessario para o sistema entrar em regime periddico e ndao ha ocorréncia de
nebulosidade atmosférica.

Tabela 7: Temperatura Sol-Ar

Tempo (h) | 7., (BEYER; VILHENA (1998)) [ T, (calculado)
1 25,43 27,6439
2 24, 88 23,7536
3 24, 44 22,3758
4 24, 11 23,115
5 24,00 24,9548
6 25, 104 26,7729
7 26, 382 27,8607
8 27,918 28,2233
9 29, 764 28,5303
10 31,70 29,7435
11 33,752 32,5916
12 35,85 37,1299
13 40, 446 42,5395
14 46,632 47,5934
15 50, 86 50,6571
16 52,35 50, 7664
17 50,618 47,787
18 43,948 42,5313
19 31,316 36, 4527
20 29,83 31,0954
21 28,62 27,531
22 27,52 26,0157
23 26, 64 26,0065
24 25,98 26, 5144

De acordo com a figura 13, a curva de aproximagao utilizada descreve de forma
eficiente o comportamento das temperaturas estudadas. Porém, os valores encontra-
dos variam em até 2°C' quando comparados com os valores encontrados no trabalho
de BEYER; VILHENA (1998), conforme mostrado na tabela 7.

Para avaliar os resultados obtidos, apresentam-se os valores dos indices es-
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Figura 13: Comparacgao entre as temperaturas Sol-Ar simuladas neste trabalho e as
temperaturas Sol-Ar apresentadas no trabalho de BEYER; VILHENA (1998).

tatisticos, conforme mostrados na tabela 8.

Tabela 8: Avaliacao estatistica da temperatura Sol-Ar

NMSE COR FB
3,18675 x 107% | 0,940225 | —0,0000516353

E importante frisar que os resultados encontrados podem ser considerados sa-
tisfatorios, levando em consideragao que os indices estatisticos apresentados estao
perto de seus valores ideais.

Cabe ressaltar, que para o calculo desses valores, HANNA (1989) orienta que se-
jam comparados os valores observados em experimentos com os valores calculados
através do modelo. Por falta de experimentos que descrevam este modelo, neste
trabalho, foram utilizados como dados observados, os valores da temperatura Sol-Ar
calculados no trabalho de BEYER; VILHENA (1998).

A solugao desse problema foi implementada utilizando o cédigo computacional
Fortran90 e € apresentada na figura 14. O comportamento térmico da distribuicao
de temperatura na parede externa composta por quatro camadas e sujeita a uma
condicao de contorno dependente do tempo foi plotada considerando uma variagao
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de tempo de 11 horas. Este intervalo de tempo foi escolhido por representar a tempe-
ratura Sol-Ar de forma crescente, ou seja, € o periodo em que a parede esta sujeita a
um continuo aquecimento solar.

estuque concreto pesado isolante reboco
] ' ' ' ' ' ' ' ' ' —m— 5horas

50 —e— 6 horas

487 —A— 7 horas

46 <4 |~v— 8horas

44 4 —&— 9 horas
~ 27 1 |—<—10 horas
O 1 *
O 404 \ | |—»—11horas
© 384 *\ 12 horas
= 36 X {1 |—*—13horas
g 34 - * 14 horas
£ 32 -:’\» *\*\*\*\ 7 15 horas
E g ™ *rky N 16 horas

- i‘\ \»\ = \*\*\ ]

8L Py KAk k ko

26 —"0’.1“11 ey *\*\' .

22

20 L} l L} l L} l L} l L} l L} l L} l l

000 002 004 006 008 010 012 014 016

X (metros)

Figura 14: Perfil da distribuicao de temperatura ao longo da parede estudada.

Na figura 14 € possivel observar o comportamento da parede composta por quatro
camadas quando submetida a uma temperatura. Com o passar do tempo, o fluxo de
calor ao qual a parede esta submetida aumenta, de acordo com a temperatura Sol-
Ar calculada, por consequéncia a temperatura da camada mais externa da parede
(x = 0,00m) também aumenta.

Percebe-se nitidamente a diferenca de condutividade e difusividade de cada mate-
rial componente da parede. O reboco se mostra bom condutor, enquanto que o estu-
qgue e o isolante sdo maus condutores. O modelo proposto representa a distribuicao
de temperaturas em uma parede multicomposta.

Quanto mais alta a temperatura Sol-Ar maior € o declinio da temperatura no mate-
rial estuque, isso ocorre devido a baixa difusividade térmica deste material.

Para uma melhor analise do comportamento da parede quando submetida a tem-
peratura calculada, foram analisados também os fluxos de calor ao qual a parede é
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submetida. Através da figura 15 é possivel verificar que quanto maior o fluxo calculado,
maior a temperatura encontrada naquele ponto da parede.

estuque concreto pesado isolante reboco

—&— 5 horas
—— 6 horas
—A— 7 horas
—w— 8 horas
—<4— 9 horas
—»— 10 horas
—— 11 horas
—o— 12 horas
—— 13 horas
—*— 14 horas
—&— 15 horas
16 horas

0,00 0,02

x (metros)

Figura 15: Fluxos de calor simulados para uma parede com quatro camadas.

E possivel verificar entdo que o modelo proposto representa a distribuicio de tem-
peraturas em uma parede multicomposta e com apenas alguns ajustes, representa
também o seu fluxo de calor.



5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O presente trabalho foi baseado em uma abordagem semi-analitica para deter-
minar a conduc¢ao de temperatura em paredes multicompostas. A solugao foi obtida
através do método da transformada de Laplace e permite flexibilidade em relagao a
possibilidade de calcular qualquer tipo de parede ou placa plana. Para um melhor
entendimento foram apresentadas solugdes para a equagao de conducao de calor em
uma parede simples, composta por duas, quatro e n camadas, respectivamente.

Como foco do estudo, a formulacao de distribuicao unidimensional de tempera-
tura para paredes multicompostas mostrou-se valida para descrever o gradiente de
temperaturas em um meio com duas camadas. Embora a avaliagao tenha sido feita
considerando uma placa de usinagem com revestimento, possuindo espessuras muito
pequenas, a mesma equagao serve para representar 0 que ocorre em uma parede,
alterando apenas os parametros termofisicos dos materiais a serem utilizados.

A aplicacao da continuagao analitica foi de grande importancia para a garantia da
convergéncia dos resultados obtidos, essa necessidade ocorreu devido ao fato dos
valores de espessura, condutividade e difusividade térmica serem discrepantes entre
si, com alguns valores muito pequenos e outros muito grandes, originando uma matriz
mal condicionada.

A solucao obtida para a analise térmica fornece o comportamento das tempera-
turas em qualquer ponto desejado da parede e consequentemente da sua estrutura.
Além disso, pode-se observar a variacao de temperatura conforme o tempo em que a
parede € exposta a fonte de calor e através dessas temperaturas é possivel analisar o
comportamento mecanico e o conforto térmico da estrutura.

Para trabalhos futuros, pretende-se buscar outras técnicas como funcdes de
Green e teorema de Duhamel utilizando multiplicadores de Lagrange para levar as
informacgdes das condigdes de interface nas regides, além da adicdo de mais variaveis
para tornar o modelo mais realista possivel.
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Abstract. O comportamento dos revestimentos aplicados em fachadas quando submetidos as in-
tempéries refletem diretamente no comportamento térmico dos ambientes internos da edificacdo,
interferindo em aspectos importantes como conforto térmico dos usudrios e sistemas de condi-
cionamento de ar. Cada vez mais percebe-se que um projeto de edificacoes ndo pode ser
resumido em atender as necessidades de seguranga, estética e comodidade dos usudrios, é
preciso também, a criacdo de um meio ambiente favordvel, além da necessidade de um es-
tudo voltado as principais causas de patologias nos sistemas construtivos. O ideal para a
confeccdo de um projeto é obedecer as condicoes climdticas de cada regido, propiciando aos
usudrios conforto térmico aliado a menores gastos com sistemas de condicionamento de ar.
Neste trabalho, desenvolve-se uma metodologia semi-analitica com a finalidade de calcular o
fluxo de calor transiente em paredes de edificacdoes com duas camadas. O método baseia-se na
aplicagdo da transformada de Laplace com inversdo por Quadratura Gaussiana. A formulacdo
de distribuicdo unidimensional de temperatura para paredes multicompostas mostrou-se vdlida
para descrever o gradiente de temperaturas em um meio com duas camadas, possibilitando a
andlise da temperatura em qualquer ponto da parede.

Keywords: Parede multicomposta, conducdo de calor, conforto térmico, modelo semi-analitico

1. INTRODUCAO

A fachada de uma obra, independentemente de ser ela residencial ou comercial é um dos
elementos construtivos mais importantes para a edificacdo, além de ser uma espécie de capa
protetora da edificacdo, a qual recebe todos os tipos de intempéries. Sao aplicados revestimentos
nas fachadas com a finalidade de regularizar a superficie, proteger, aumentar a resisténcia das
paredes e proporcionar estética e acabamento.
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Entende-se por revestimentos todos os procedimentos utilizados na aplicacdo de materiais
de protecao e de acabamento sobre superficies horizontais e verticais de uma obra de engen-
haria, Fiorito (1994). Os revestimentos sao formados por camadas de materiais diferentes so-
brepostas umas as outras, devido a isso eles devem ser tratados como tais, sendo necessaria a
andlise das camadas uma a uma respeitando suas propriedades fisicas e mecanicas.

Os revestimentos utilizados para proteger as alvenarias externas sao responsdveis também
pela transmissdo da temperatura externa ao ambiente interno da edificagdo, impactando direta-
mente no conforto térmico do ambiente.

Segundo Dear; Brager (2002), conforto térmico € definido como a condi¢do mental que
expressa satisfacdo com o ambiente térmico que envolve a pessoa. A insatisfacio com o ambi-
ente térmico pode ser causada pela sensacdo de desconforto por calor ou frio quando o balango
térmico nao € estavel, ou seja, quando ha diferencas entre o calor produzido pelo corpo e o calor
perdido para o ambiente. A performance humana, como atividades intelectuais, manuais e per-
ceptivas, geralmente apresentam um melhor rendimento quando realizadas em um ambiente
que propicie um conforto térmico.

A proposta deste trabalho, é a obtencdo de solu¢des com aproximagdes semi-analiticas de
um problema térmico transiente em conducao de calor num meio multicomposto.

2. DESCRICAO E SOLUCAO DO PROBLEMA

A equacdo de condugdo do calor € dada por uma equacgdo diferencial parcial (EDP) e serd
resolvida pela técnica da transformada de Laplace, onde a inversdo sera realizada através do
método da Quadratura Gaussiana. Através desta aplicacdo o principal objetivo € calcular o
fluxo de calor que entra no ambiente condicionado, pois as envoltorias das edificagdes estao
normalmente em processo transiente de transferéncia de calor, seja em resfriamento ou aquec-
imento. O desempenho térmico das paredes externas, tem participacdo importante no compor-
tamento térmico dos seus ambientes internos, influenciando aspectos como conforto térmico,
dimensionamento dos sistemas de climatiza¢dao e consumo de energia.

Neste trabalho pretende-se contribuir com uma avalia¢do mais precisa da troca de calor nao-
estaciondrio em paredes multicamadas externas de edifica¢Oes, para esse fim o trabalho trata-se
de uma técnica semi-analitica para obter a distribuicdo de temperaturas. Com a solucio final é
possivel analisar a movimentagdo de cargas térmicas dentro da parede. A partir disso torna-se
mais facil a obten¢do do fluxo de calor que entra em um ambiente condicionado, possibilitando
assim o melhor dimensionamento da espessura e determinagcdao do material de cada componente
de uma parede multicomposta, além de proporcionar um uso adequado de aquecimento ou
refrigeracdo nas construgdes.

A anélise térmica consiste em determinar a distribui¢do unidimensional de temperatura no
interior da parede estudada quando submetida a um carregamento térmico, este dimensiona-
mento se dard através da técnica da transformada de Laplace. Para isso € necessario determinar
o valor da temperatura em cada elemento infinitesimal da parede.

Seja um elemento multicomposto, conforme representado na Figura 1, a parede é composta
por dois meios, cada um representando um elemento construtivo, como chapisco e tijolo. O
problema tem no lado direito uma temperatura, mantida constante, para que represente um
ambiente submetido a um condicionamento de ar. No lado esquerdo existe um fluxo de calor
q(t), e um coeficiente de condugdo conhecido. A delimitagdo das camadas se dd em z = b,
onde admite-se haver contato térmico perfeito, considerando que as camadas sdo compostas
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por materiais diferentes.

e
,.__—4—"/
= N
camada | camada >X
qt)y /| 1 2
P -
— R ~
x=0 x=b =L

Figure 1- Sdlido estudado: placa plana composta de duas camadas

Tal problema € descrito matematicamente através das equacdes de difusao do calor:

32T1 1 8T1

== b 1
92 TR para O<z< (D)
(92T2 1 8T2

= —— b L 1b
922 o para <zr< (1b)

onde 77 e T, sdo as temperatuas médias nas camadas 1 e 2, respectivamente, a; € ap Sa0 as
difusividade térmicas dos materiais de cada camada. Para o calculo da difusividade utiliza-se
a = k/ps, sendo k a condutividade térmica (J/ms°C'), p a densidade de massa (kg/m?), s a
capacidade térmica especifica (.JJ/ms°C') e L é o comprimento da parede (m).

As Equacdes (1) e (1b) estao sujeitas as seguintes condi¢des de contorno e inicial:

oT,
B At — 2
ky az | _, q(t) ()
—/{52@ =0 (2a)
or |,_;
Ty(2,0) = To(z,0) = T 2b)

e as condicdes de continuidade (contato térmico perfeito entre as camadas):

| =T (3)
r=b r=b
0Ty oTs
L = k2 3
e b > Ox b G2
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O problema acima descrito bem como a aplicacdo da transformada de Laplace a seguir po-
dem ser encontrados nos textos basicos de transferéncia de calor Ozisik (1993). As Equacdes
(1) e (1b) sdo resolvidas utilizando a transformada de Laplace. Aplica-se inicialmente a trans-
formada de Laplace nas Equacgdes (1) e (1b), obtendo as seguintes equacoes:

&*T (z, 1 -
—%%Qza@ﬂ@m—%) @)
d*T. 1, -
—%%QZQWBWM—%) (4a)

A solugdo da Equacgdo (4), consiste na separacdo de duas solucdes: solu¢do complementar
e solugdo particular. A solu¢do complementar é dada pela Equacao (5 a):

d*Ti(z,p)  pTi(z,p)

=0 5
Ta(r,p) = A@)eV 5 + Bp)e VA" )
A solucdo particular € obtida resolvendo a equacdo a seguir:
d2T1 (:Ea p)
dz? (6)

Obtém-se como solugdo da Equagdo (5), a seguinte equacao:

_ T
mmmzf (6 a)

A soluc¢do transformada completa para a primeira camada da parede é representada pela
soma da solu¢do complementar e particular, mostrada a seguir:

T, _Jz. T
Tl(:z:,p):A(p)e\/: + B(p)e V=~ 4 0

p

(7

O problema (4 a) € resolvido de forma andloga a Equacdo (4) , portando a solucdo encon-
trada é:

Ty, p) = Cp)eV % + Dp)e Vo' 4 % ®)

Para obter os coeficientes A , B, C e D das Equagdes (7) e (8) , aplica-se as condi¢des de
contorno e de continuidade transformadas.

oTy(z,p)|
—hi— T Q(p) ®)
k) Ty (z,p) —0 9 a)
ox el
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Tl(‘T’p) = 2(1’,])) (10)
z=b z=b

—k'laTla(aj’p> _ 28T2(x p) (10 a)
x r=b Oz =b

onde Ty(x,p) = L{T\(z,t);t — p} e Ta(zx,p) = L{T\(x,t);t — p} , sendo L o operador da
transformada de Laplace.
Quando z = 0:

A(p)g—B(p) O%—_k—?p (an

Utilizando a segunda condic¢ao de contorno (9 a), obtém-se:
CoC(p)y | LoVt 4 D), [ RV — (12)
(D) 6%)

Quando z = b:

—kl —6\/: + kl —6 D%b = —k20<p) £€ O%b—‘—
\/ (%1 \/ (&%)

koD (p), | Lo Va2t (13)

(8%

Por fim, aplicando a segunda condi¢do de continuidade (10 a), tem-se:
D)V L Bp)e VE Z c()eVE 1+ Dp)e VE (14)

As Equagdes (11) , (12) , (13) e (14) resultam em um sistema de equagdes:

uA(p) —uB(p) = 7%@)
—kue" A(p) — kyue™" B(p) + koveC(p) — kpve™""D(p) = 0
—kove?C(p) + kave " D(p) = 0

e*A(p) + e **B(p) — e"C(p) — e ’"D(p) = 0

(15)
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onde u = , /a% ev =, /O% . A solugdo obtida resolvendo o sistema é:
A(p) = Q(p)(ue®ky + ue?Lky + ve?Pky — ve®*Lky) [ (uky x
(_ue2vbk1 + ue2ub+2vbk1 _ UG%LI{?l + u€2ub+2va1 _ U€2vbk’2+

_U62ub+2vbk2 4 U€2va2 4 UeQub—‘erLkQ))

B(p) = (eZUbQ(p)(ue%bkl + ue?lk; — ve?ky + ve2”Lk:2))/(uk2><

X (—U@vakl 4 ueQub+2vbk1 _ ue2va1 + u€2ub+2va1+

_U€2vbk2 . UQQUb+2vbk2 + U€2ULI{32 4 U62ub+2va2>) (16)

C(p) — (QQ(p)aEpub—i-vb)/(_u€2vbk1 + ue2ub+2vbk1 _ u€2va1+

ue?ub+2va1 _ Uevakz - U€2ub+2vbk2 + UeZva2 4 ve?ub+2va2)

D(p) — (QQ(p)eub+vb+2vL)/(_ue2vbkl =+ ue2ub+2vbk.1 _ ue2val+

_|_u€2ub+2va1 _ Uevak2 . UeZub+2vbk2 + UGQUL]CQ 4 Ue?ub+2va2)

Uma vez que os coeficientes das Equagdes (7) e (8) estdo determinados, hd condi¢des de

inverter a solucdo pela transformada inversa de Laplace. Esse procedimento resulta:

1 Y+joo B
Ty(x,t) = 5 e Ti(w, p)dp (17)
77 Jp=y—joo

Devido a impossibilidade de determinar as singularidades do integrando que aparece no lado
direito da equagdo acima, ndo se pode aplicar o Teorema dos Residuos para obter o resultado
analitico da integral. Assim, na sequéncia serd apresentada uma solu¢ao aproximada da integral
presente na Equacao (17) usando inversao numérica. A inversao numérica € feita utilizando o

método da Quadratura Gaussiana.
2.1 QUADRATURA GAUSSIANA

A Quadratura Gaussiana ¢ um método de integra¢do numérica, o que consiste na substituicao
de uma integral por uma soma ponderada. Utiliza polindmios ortogonais para a proximacao
das funcdes a serem integradas, como estes polindmios efetivamente aproximam as funcoes,
¢ possivel a utilizacdo de esquemas de integracdo numérica baseadas em polindmios ortog-
onais. Segundo Beyer; Vilhena (1998), a derivagdo das férmulas de quadratura, em termos
gerais, inclui a normalizacdo do intervalo de integracdo, a amostragem da func¢do a ser aproxi-
mada nas raizes desigualmente espacadas do polindmio ortogonal e a geragao do polindmio de
interpolagao.

Para obter a inversao da transformada de Laplace, (7) e (8), para o dominio tempo, € utilizada
a Equacao (17).
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Fazendo pt = py na Equacgdo (17) para excluir o parametro ¢ no termo exponencial, que € a
fungdo peso e fazendo a mudanga da varidvel p = 2=, obtém-se:

1 [+ Ty, 2)
Ty(a,t) = — SR 18
(z,1) 27Tj/7 ef————dp (18)

’ .
—joo

onde, 7' = %’
Heydarian; Mullineau (1981) afirmam que a formula de Quadratura Gaussiana adequada é:

+joo
L[ epF(p)
2mj

dp = X}_ ax F(pr,) (19)

y—joo p
sendo F'(p;) uma fungdo relacionada com Tj(z, 2 ) deve ser obtida por:

F(pr) = %Ti(l’, %) (20)

Substituindo (20) em (19):

1 [t »F (@)

y—joo

sendo ay e py respectivamente os pesos e as raizes da Quadratura Gaussiana.
Através de (21) é possivel calcular T;(x, t) substituindo p por 2. Sabendo ainda, que pj. sdo
as raizes do polindmio:

(=1)"2r_sa(n,r)p" " =0 (22)

sendo

(D) "™n{(n+r— 1)}
rl(n —r)!

a(n,r) = zr a(n,r)p"" (23)

Os termos ay, da equagdo (19) sdo as solugdes de:
1
Y akpy = = 0<r<(n-1) (24)
7!

A partir disto, € possivel obter T;(x, t) substituindo p por 2t utilizando juntamente os valores
de a;, encontrados em Stroud; Secrest (1966).

3. RESULTADOS

Para uma analise do modelo proposto, utilizam-se as mesmas propriedades termofisicas do
trabalho de Oliveira (2015). O problema térmico estudado € definido por uma placa plana de
duas camadas, onde cada camada € composta de um determinado material. Conforme a Figura
1, L representa o comprimento da placa e b o local de mudanca das camadas. Nesta aplicagao,
na camada 1 tem-se as propriedades termofisicas do aco AISI 1010, enquanto na camada 2
tem-se as propriedades termofisicas do cobre. A Tabela 1 apresenta as propriedades de ambos
0s materiais.

Proceedings of XVIII ENMC - National Meeting on Computational Modeling and VI ECTM - Meeting on Materials Science and Technology
Salvador, BA - 13-16 October 2015



XIX ENMC e VIl ECTM
19 a 21 de Outubro de 2016
Universidade Federal da Paraiba — Jodo Pessoa - PA

Table 1- Parametros termofisicos dos materiais de cada camada.

Caracteristicas Aco AISI 1010 Cobre
Condutividade térmica (W /mk) 64 401
Difusividade térmica (m?/s) 18,8 x 107° | 117 x 107°

Considera-se ainda, que a placa esta submetida a tais condi¢oes: fluxo de calor prescrito de
4 x 105W/ m?; temperatura inicial: Tj, = 0°C’; comprimento de placa:L = 5 x 10~2m; e divisdo
das camadas: b = Zm.

A solucido desse problema € dada pela Equacao (17) e foi implementada utilizando o cédigo
computacional FORTRAN 90. Para assegurar a convergéncia da solugdo, utilizou-se a continua-
¢ao analitica Petersen (2011), ou seja, resolve-se o problema de conducdo do calor para um
passo de tempo h onde a convergéncia da solucdo estd assegurada e utiliza-se esta solucdo como
condi¢do inicial para o proximo passo. Apresenta-se na Figura 2, o comportamento térmico da
solucdo de dupla camada considerando trés tempos constantes ¢ = 0s, t = 50s e t = 100s.

Na Figura 2, € possivel observar que o perfil temperatura da segunda camada tem um com-
portamento aparentemente constante em relacdo ao da primeira camada, isso € devido a condu-
tividade térmica do material ser muito alta, tornando-o um bom condutor e assim dissipando o
calor de uma forma mais rapida.

—m—t=0s
—e—it=50s
3504 Z Camada 01 Camada 02 | —4—1=100s
300
e
s 250 -
(4]
- i
© 200
3 2 ® ‘\
_'GE)_r 150 4 \ h‘“‘“ﬂ r' A 'y Yy d
1 N
— 10[]— "m._
E. ] i ™
=5 R ————— 4
50 -
0o+——p——r———r— — A}

1
0,000 0,005 0010 0015 0,020 0,025 0,030 0035 0040 0,045 0,050

X, comprimento L {(m)

Figure 2- Perfil da temperatura ao longo da espessura da camada do material composto Aco/Cobre.

Pode-se observar pelo comportamento da Figura 2 que a temperatura comeca a aumentar
no local de incidéncia do fluxo de calor em funcdo do tempo. Esta caracteristica € transferida
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as outras camadas através da conducdo, influenciando a alteragdo da temperatura ao longo da
placa.

O acréscimo de temperatura ocorre de forma mais rapida nas regides proximas a face da
placa (z = 0,005m) que em seu interior, quando x = 0,050m, o que € fisicamente coerente,
pois retrata uma certa dificuldade de dissipa¢@o do calor, causada pela difusividade térmica ap-
resentada pelos materiais utilizados. Como o aco AISI 1010 possui menor difusividade térmica
que o cobre, na primeira camada ocorre uma maior varia¢ao de temperatura em relacdo a tem-
peratura apresentada na face externa da placa.

Na Tabela 2, apresentam-se as temperaturas encontradas para as camadas l e2em x = b,
mostrando que a condi¢do de continuidade (77 = T5) € satisfeita para os trés tempos analisados.

Table 2- Condi¢des de continuidade.

Tempo (s) T T
t=0 0 0
t=350 69,6321 | 69,6321
t=100 | 158,9609 | 158,9609

4. CONCLUSOES

O presente trabalho foi baseado em uma abordagem semi-analica para determinar a condug¢ao
de temperatura em paredes multicompostas. A solucdo foi obtida através do método da trans-
formada de Laplace e permite flexibilidade em relacao a possibilidade de calcular qualquer tipo
de parede ou placa plana. Para um melhor entendimento foram apresentadas duas solucdes para
a equacgao de conducao de calor em uma parede simples, a primeira foi feita por separacao de
varidveis e a segunda pela técnica da transformada de Laplace.

Como foco do estudo, a formulagdo de distribuicdo unidimensional de temperatura para
paredes multicompostas mostrou-se valida para descrever o gradiente de temperaturas em um
meio com duas camadas. Embora a avaliacdo tenha sido feita considerando uma placa de usi-
nagem com revestimento, possuindo espessuras muito pequenas, a mesma equagao serve para
representar o que ocorre em uma parede, alterando apenas os parametros termofisicos dos ma-
teriais a serem utilizados. A aplicacdo da continuacdo analitica foi de grande importancia para
a garantia da convergéncia dos resultados obtidos, essa necessidade ocorreu devido ao fato dos
valores de espessura, condutividade e difusividade térmica serem discrepantes entre si, com al-
guns valores muito pequenos e outros muito grandes, originando uma matriz mal condicionada.
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ANALYSIS OF THE TEMPERATURE DISTRIBUTION IN A MULTI COMPOSITE WALL

Abstract. The behavior of coatings applied to facades when subjected the elements directly re-
flect the thermal performance of the building internal environments, interfering with important
aspects such as thermal comfort of users and air conditioning systems. Increasingly it is clear
that a building project can not be reduced to meet the security needs, aesthetics and comfort
of users, you need also to create a favorable environment, and the need for a study facing the
main causes pathologies in construction systems. Ideal for preparation of a project is to obey
the climatic conditions of each region, providing thermal comfort to users combined with lower
spending on air conditioning systems. In this work, we develop a semi-analytical approach
for the purpose of calculating the transient heat flow into building walls with two layers. The
method is based on applying the Laplace transform to reverse Quadrature Gaussian. The one-
dimensional formulation temperature distribution for multicomponent walls proved to be valid
to describe the temperature gradient in a medium with two layers, enabling the analysis of
temperature at any point on the wall.

Keywords: Multilayer Walls, heat conduction, thermal comfort, semi-analytical model.
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