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RESUMO

RIBES, Jorge. Análises e comparações estatı́sticas entre dados experimen-
tais com resultados de um modelo de dispersão de poluentes atmosféricos.
2018. 98 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática) – Programa de
Pós-Graduação em Modelagem Matemática, Instituto de Fı́sica e Matemática, Univer-
sidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

Esta dissertação teve por objetivo fazer a avaliação e a comparação das
concentrações experimentais e preditas pelo método GILTT (Generalized Inte-
gral Laplace Transform Technique) nos casos bidimensional estacionário, com e
sem deposição, bidimensional transiente, com e sem deposição e tridimensional,
via estimadores estatı́sticos, em experimentos de Copenhagen, Hanford e Kinkaid
referentes a dispersão dos poluentes atmosféricos SF6, nos três experimentos e ZnS
no experimento de Hanford. Foram utilizados os softwares Fortran, Excel e SAS
para calcular as estimativas e para as simulações para a predição da dispersão das
concentrações dos poluentes via método GILTT.

Tanto os dados experimentais e a modelagem do problema foram realizadas na Ca-
mada limite planetária. Utilizou-se os estimadores estatı́sticos como média, variância,
correlação linear, entre outros.

A análise dos resultados com dados experimentais foi feita considerando diver-
sos pontos a partir da fonte de emissão, mostrando que o desempenho das soluções
são concordantes com os resultados apresentados na literatura, o que foi verificado
através da análise dos estimadores estatı́sticos na avaliação de modelos de dispersão
de poluentes atmosféricos.

Palavras-chave: Advecção-Difusão, GILTT, Poluentes, Solução Analı́tica, Análise Es-
tatı́stica.



ABSTRACT

RIBES, Jorge. Statistical analyzes and comparisons between experimental
data with results of a dispersion model of atmospheric pollutants. 2018. 98 f.
Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática) – Programa de Pós-Graduação
em Modelagem Matemática, Instituto de Fı́sica e Matemática, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2018.

The aim of this dissertation was to evaluate and compare the experimental and
predicted concentrations of the GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique)in two-dimensional cases with and without deposition, two-dimensional
transient, with and without deposition and three-dimensional, Via statistical estimators,
in experiments from Copenhagen, Hanford and Kinkaid concerning the dispersion
of air pollutants SF6, in the three experiments and ZnS in the Hanford experiment.
Fortran, Excel and SAS software were used to calculate the estimates and for the
simulations to predict the dispersion of pollutant concentrations via the GILTT model.

Both the experimental data and the modeling of the problem were performed in the
Planetary Boundary Layer. Statistical estimators were used as mean, variance, linear
correlation, among others.

The analysis of the results with experimental data was made considering several
points from the emission source, showing that the performance of the solutions are
compatible with the results presented in the literature, which was verified through the
analysis of the statistical estimators normally used in the evaluation of models Of at-
mospheric pollutants.

Keywords: Advection-Diffusion, GILTT, Dispersion of pollutants, Analytical Model, Sta-
tistical analysis.
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nos dois cenários tridimensionais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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16 Gráficos de regressão dos dados observados (Co) e preditos (Cp)
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cenários, 3D-GILTT e GILTTG, para o experimento de Kinkaid . . . . . . 83

23 Utilizando os dados de concentrações observados (Co) e os dados de
concentrações preditas (Cp) do experimento de Kinkaid para os dois
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1 INTRODUÇÃO

A poluição atmosférica pode ser definida como sendo a presença indesejável de
algum material no ar em quantidades suficientemente grandes para causarem danos
ao homem ou ao meio ambiente. A emissão excessiva de poluentes na atmosfera
tem aumentado com o desenvolvimento industrial e tecnológico fazendo com que o ar
fique fora dos padrões adequados.

A poluição atmosférica é ocasionada por efeitos naturais ou antropogênicos. A
poluição antropogêncica tem origem no século XIV, quando o carvão mineral começou
a substituir a madeira como fonte primária de energia, intensificando seu uso ao
longo da revolução industrial até o século XIX. Atualmente, mais de 90% da ener-
gia provém de combustı́veis fósseis, o que aumenta de forma alarmante a quantidade
de substâncias poluentes emitidas por indústrias, superando assim a capacidade de
regeneração do meio ambiente (BOTKIN; KELLER, 1995).

Os nı́veis de poluição natural, que é devida à decomposição microbiana e de
erupções vulcânicas, entre outras fontes, podem ser considerados constantes no
tempo, enquanto os nı́veis de poluição antropogênica, ocasionada pelo homem, estão
em constante crescimento. Sobre a poluição natural não existe nenhum controle, já a
poluição antropogênica é passı́vel de controle. Os gases e poeiras abandonados na
atmosfera provocam efeitos inconvenientes próximo das fontes, o que prejudica a qua-
lidade do ar em regiões urbanas, agrı́colas e industriais e, a média ou longa distância,
podem causar chuva ácida, já em escala global o efeito é o buraco na camada de
ozônio (GODISH, 1991) e (BOTKIN; KELLER, 1995).

Um fator fundamental para a qualidade de vida da população bem como do meio
ambiente é a qualidade do ar das cidades. Devido a esse fato, diversos pesquisadores
têm trabalhado na modelagem de fenômenos atmosféricos e na simulação computa-
cional dos mesmos. Com isso, torna-se importante o desenvolvimento de ferramentas
numéricas que sejam capazes de estimar o nı́vel de concentração de contaminantes
na atmosfera provenientes das diversas fontes de emissão. A partir da estimativa do
nı́vel de concentração próximo à fonte, é possı́vel avaliar o impacto ambiental causado,
então agir para solucionar o problema da melhor forma possı́vel.
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Faz-se necessário levar em conta a atmosfera em que o transporte e difusão de po-
luentes ocorrem, bem como seus processos de remoção. Primeiramente é preciso en-
tender um pouco sobre a meteorologia, que é o estudo da termodinâmica e dinâmica
da atmosfera, particularmente das partes mais baixas da mesma, onde ocorrem a
maioria dos fenômenos e processos que variam com o tempo. Deve-se assim conhe-
cer alguns conceitos fundamentais, sem os quais o entendimento da modelagem da
dispersão de poluentes se torna mais difı́cil.

Os movimentos atmosféricos e os fenômenos relacionados a eles são classifica-
dos de acordo com suas dimensões horizontais de três maneiras: macroescala (tem
uma escala de comprimento horizontal da ordem de 1000 km ou maior, com escala de
tempo de um dia ou mais e na vertical se estende por toda a troposfera), mesoescala
(possuem escalas de 100 m a milhares de quilômetros e que modelam fenômenos em
escalas de horas ou dias) e microescala (tem um comprimento horizontal de 5 km ou
menos, com escala de tempo da ordem de uma hora ou menos e escala vertical é
limitada pela profundidade da Camada limite planetária (CLP)). Nesse trabalho o inte-
resse é em fenômenos de pequena escala, que denomina-se micrometereologia, a
qual sempre confiou muito em experimentos de campo para um melhor entendimento
da camada limite (STULL, 1988).

As emissões de poluentes atmosféricos pelas fontes estacionárias e móveis de
uma área ou região, associadas às caracterı́sticas topográficas e meteorológicas, de-
terminam os nı́veis de qualidade do ar da mesma área ou região, o que determina
os possı́veis efeitos adversos da poluição do ar sobre os receptores. Duas abor-

Figura 1: Fontes e receptores.

dagens são usadas para representar o fluxo e difusão de um fluı́do, a abordagem
Euleriana e a Lagrangeana. Medidas de instrumentos localizados em locais fixos no
solo, mastros ou torres são alguns dos exemplos de medidas Eulerianas, ou seja, com
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referencial fixo, enquanto aquelas de veı́culos são exemplos de medidas Lagrange-
anas, ou seja, com referencial móvel. Nesta dissertação tem-se que as medições
dos dados observados são em pontos fixos, logo, utiliza-se a abordagem Euleri-
ana. As primeiras medidas simultâneas de concentração, parâmetros de dispersão
da pluma e variáveis meteorológicas na tentativa de encontrar relações empı́ricas en-
tre a difusão atmosférica e os fatores meteorológicos ocorreram na década de 1950.
O experimento experimento de Copenhagen (GRYNING, 1981) ocorreu na década
de 1980 e teve repercussão internacional . Tal experimento determinou o campo de
concentração na superfı́cie terrestre a uma distância de até 6000 metros a partir da
fonte. As observações de campo são dificultadas por problemas operacionais e pelos
altos custos envolvidos. Outros experimentos também destacam-se, como os experi-
mentos de Kinkaid em Illinois nos USA (HANNA; PAINE, 1989) e o de Hanford no ano
de 1983 (DORAN; HORST, 1985).

Figura 2: Esquema ilustrativo da advecção-difusão.

Para estimar a concentração de poluentes na baixa atmosfera normal-
mente emprega-se a equação de advecção-difusão, que é obtida a partir da
parametrização dos fluxos turbulentos na equação da continuidade, sendo que
as abordagens Eulerianas de dispersão têm como caracterı́stica a solução desta
equação. Um modelo de dispersão é a descrição matemática dos processos de di-
fusão turbulenta e transporte que ocorrem na atmosfera (PASQUILL; SMITH, 1983).

O método GILTT utilizado no estudo da dispersão de poluentes atmosféricos foi
o escolhido para ser utilizado nesta dissertação de mestrado por ser o que possui
menos aproximações numéricas dentre os outros métodos utilizados. Além disto, pos-
sui uma vasta literatura disponı́vel para consulta, facilitando assim a comparação dos
resultados.

Nesta dissertação foram desenvolvidas as soluções analı́ticas das equações de
advecção-difusão baseados no método GILTT em geometria bidimensional conside-
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rando os estados estacionário com e sem deposição de poluentes, transiente com e
sem deposição e em geometria tridimensional aproximado e totalmente analı́tico, para
a concentração de poluentes atmosféricos. Foram considerados a altura da fonte de
emissão dos poluentes, a rugosidade do terreno, a velocidade do vento e a turbulência,
permitindo assim que, a partir desse cenário, fossem feitas simulações numéricas com
o software Fortran, baseadas no conjunto de dados observados nos experimentos de
Copenhagen, Hanford e Kinkaid. Os resultados numéricos das concentrações preditas
pelo método GILTT foram comparados com os dados observados por estimadores es-
tatı́sticos. Conforme os resultados obtidos pelos estimadores, a predição da dispersão
de poluentes atmosféricos pode tornar-se uma valiosa ferramenta para a prevenção de
danos ambientais futuros de maior magnitude causados pelos poluentes atmosféricos.



2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 Evolução das equações de advecção-difusão

As equações de advecção-difusão podem ser do tipo unidimensionais, bidimensi-
onais ou tridimensionais, sendo que para ambos os casos, podem ser com ou sem
deposição, tendo envolvidas grandezas como vento, velocidade, entre outras.

Na literatura encontram-se diversas soluções numéricas das equações de
advecção-difusão (CARVALHO, 1996; LAMB, 1978; NIEUWSTADT; VAN ULDEN,
1978), no entanto, a busca soluções analı́ticas para os fenômenos de dispersão ainda
tem sido uma das principais direções de pesquisa da dispersão de poluentes at-
mosféricos, devido aos parâmetros aparecerem explicitamente nas representações,
facilitando a investigação de suas influências.

Apresenta-se na sequência uma breve revisão do que tem-se na literatura,
mostrando-se as soluções analı́ticas da equação de advecção-difusão existentes.

Os modelos Gaussianos são os mais especı́ficos. Um modelo Gaussiano foi pro-
posto por Fick na metade do século XIX como a primeira solução da equação de
advecção-difusão, o coeficiente de difusão e a velocidade do vento são constantes
com a altura, e cujas condições de contorno considera-se reflexivas no solo e topo da
CLC (Camada limite convectiva).

Uma equação bidimensional para fontes ao nı́vel do solo, quando a velocidade do
vento e o coeficiente de difusão vertical Kz(m

2/s) seguem as leis de potência como
uma função da altura foi apresentada por (ROBERTS, 1923), onde:

u = u1

(
z

z1

)m
;Kz = K1

(
z

z1

)n
(1)

onde z1 é a altura em que u1 e k1 são analisados e m e n são variáveis relaciona-
das com a instabilidade atmosférica e a rugosidade do terreno, variando entre 0 e 1
(IRWIN, 1979).

Uma equação bidimensional para fontes altas e com perfis lineares de (Kz) foi
obtida por Rounds, sendo que Smith resolveu a equação bidimensional de transporte
e difusão, com u eKz como funções de potência da altura com os expoentes dessas de
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acordo com a lei conjugada de Schmidt (α = 1−β, ainda, (SMITH, 1957a) apresentou
um modelo para u constante com Kz dado por:

Kz = K0z
α(zi − z)β, (2)

sendo K0 uma constante e α e β valores entre 0 e 1, conforme a altura zi da camada
limite convectiva.

Um modelo com u constante e Kz foi apresentada (SCRIVEN; FISHER, 1975):

Kz = z para 0 ≤ z ≤ zt e Kz = Kz(zt) para zt ≤ z ≤ zi, (3)

sendo que zt é uma altura predeterminada, que geralmente é a altura da camada
superficial.

Em 1975 foram publicadas soluções para equações bidimensionais de fontes ele-
vadas com u e Kz seguindo perfis de potência, porém para uma atmosfera sem con-
torno superior Kz

∂C
∂z

= 0 em z → ∞, soluções estas obtidos em termos de funções
de Green (BERLYAND, 1975; YEH; HUANG, 1975). Foi apresentada uma solução
com alguns avanços por em termos de funções de Bessel para uma camada limitada
verticalmente, ou seja, Kz

∂C
∂z

= 0 em z = h(DEMUTH, 1978). O modelo de Berlyand
foi utilizado na Rússia. Na Itália foram utilizadas soluções baseadas nas soluções de
(BERLYAND, 1975; DEMUTH, 1978; YEH; HUANG, 1975).

Em 1978 (DEMUTH, 1978) apresentou uma solução em termos da função de Bes-
sel levando em consideração uma camada vertical limitada (kz

∂c
∂z

= 0 em z = zi).
Com a teoria da similaridade de Monin-Obukhov à difusão (VAN ULDEN, 1978)

derivou um modelo para a difusão vertical de fontes contı́nuas e próximas do solo,
com a suposição de que u e Kz seguem perfis de similaridade, tendo seus resultados
similares aos de Roberts, porém com um modelo para fontes não superficiais mas
aplicável para fontes dentro da camada superficial.

Com essa solução (VAN ULDEN, 1978) obteve resultados similares aos de (RO-
BERTS, 1923) considerando o caso de emissões dentro da camada limite superficial,
solução que também foi utilizada no modelo SPM (TIRABASSI; RIZZA, 1992).

Um modelo para o problema unidimensional transiente, utilizando os polinômios de
Legendre, foi obtida por Nieuwstadt (NIEUWSTADT, 1980), cujo coeficiente de difusão
é dado por:

kz = Gcu∗z
(

1− z

zi

)
, (4)

onde Gc é uma constante e u∗ é a velocidade de fricção. Esse modelo foi estendido por
(NIEUWSTADT; HAAN, 1981) para quando ocorre uma evolução da altura da camada
limite, com a utilização dos polinômios de Jacobi e, Catalano (CATALANO, 1982) fez
a extensão do modelo para o caso de perfis de vento vertical não-nulo.
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A solução analı́tica do modelo bidimensional para fonte em superfı́cie, onde o vento
e as difusidades seguem os perfis de potência considerando os efeitos de deposição
no solo foi dado por (KOCH, 1989).

O desenvolvimento de um modelo tridimensional para o transporte de emissões
a partir de uma fonte aérea e contı́nua em superfı́cie, sem empuxo, quando u e kz

seguem os perfis dados pela equação 1, e considerando o processo de deposição
seca foi dado por (CHRYSIKOPOULOS; HILDEMANN; ROBERTS, 1992).

(SHARAN; SINGH; YADAV, 1996a; SHARAN et al., 1996b) realizaram o desenvol-
vimento de uma solução para dispersão tridimensional, com coeficientes de difusão
constantes e parametrizações em termos da distância da fonte, soluções as quais fo-
ram obtidos em termos de funções de Bessel e combinações lineares da função de
Green.

A equação de advecção-difusão pode ser resolvida através de vários métodos,
dentre eles, os métodos analı́ticos que usam aproximações, métodos hı́bridos, os
quais são chamados de semi-analı́ticos, onde uma parte do problema é resolvido de
forma analı́tica e outra parte é resolvida numericamente. Particularmente, são de in-
teresse nessa dissertação os métodos analı́ticos que são obtidos com a aplicação da
técnica da transformada de Laplace e da técnica da transformada integral generali-
zada. A seguir é dado um enfoque aos métodos que utilizam tais técnicas para obter
a solução analı́tica da equação de advecção-difusão.

O método baseado na discretização da camada limite planetária em N subcama-
das, chamado de ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method), foi introduzido por
Vilhena (VILHENA et al., 1998). Tal método é resolvido aplicando a técnica da trans-
formada de Laplace com inversão numérica, considerando valores médios para o co-
eficiente de difusão e perfil de vento, onde há a substitução de um problema com
coeficientes variáveis por um conjunto de problemas com coeficientes constantes que
são acoplados por condições de continuidade de concentração e fluxo de contaminan-
tes nas interfaces. Pode-se citar alguns trabalhos que utilizaram essa técnica, como o
utilizado por Moreira e colaboradores (MOREIRA et al., 2005, 2006).

GITT (Generalized Integral Transform Technique) é um método hı́brido (COTTA,
1993; COTTA; MIKHAYLOV, 1997) derivado da transformação integral clássica
(MIKHAYLOV; OZISIK, 1984) para problemas lineares de difusão, o qual combina uma
expansão em séries com uma integração. Em tal expansão, é utilizada uma base de
autofunções que são determinadas por um problema auxiliar que contém o opera-
dor diferencial principal do problema original cuja integração é feita em todo o inter-
valo da variável transformada. Utilizando da propriedade de ortogonalidade da base
usada na expansão, obtém-se um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO),
também chamado de problema transformado que, após solucionado por sub-rotinas
numéricas, é invertido para a obtenção do resultado da equação original. A utilização
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dessa técnica foi apresentada em diversos trabalhos (CHEROTO et al., 1999; LIU
et al., 2000; RIBEIRO et al., 2002; MACEDO; MANESCHY; QUARESMA, 2000; PE-
REIRA et al., 2002; MAGNO; MACEDO; QUARESMA, 2002; ALVES; COTTA; PON-
TES, 2002; VELLOSO et al., 2003; STORCH; PIMENTEL, 2003).

A resolução da equação de adveccão-difusão tridimensional utilizando a técnica
GITT juntamente com o método ADMM foi feita por Costa (COSTA et al., 2006) e rece-
beu o nome GIADMT (Generalized Integral Advection-Diffusion Multilayer Technique).
Esse método consiste em transformar o problema tridimensional em um problema
bidimensional pela técnica da GITT na variável y, de forma que o problema bidimen-
sional resultante é resolvido pelo método ADMM, discretizando a CLP. Encontra-se as
aplicações do método GIADMT em trabalhos de Costa e colaboradores (COSTA et al.,
2006; VILHENA et al., 2009; COSTA; TIRABASSI; VILHENA, 2010; COSTA et al.,
2012).

Um novo método analı́tico para a equação de advecção-difusão bidimensional com
coeficientes de difusão variáveis com a altura foi apresentada por Wortmann e cola-
boradores (WORTMANN et al., 2005). Uma aplicação da técnica GITT em proble-
mas de poluição atmosférica, totalmente analı́tica, recebeu o nome de GILTT (Gene-
ralized Integral Laplace Transform Technique). A solução de problemas diferenciais
parciais pelo método GILTT é dada da seguinte maneira: inicialmente expande-se a
concentração de poluentes em série, em termos de um conjunto de funções ortogo-
nais, obtidas da solução de um problema auxiliar de Sturm-Liouville. Posteriormente,
substitui-se tal expansão na equação de advecção-difusão estacionária, e integra-se
em todo o domı́nio, resultando em um sistema de EDO’s, o qual é chamado de pro-
blema transformado, que após solucionado é facilmente invertido para a obtenção
do resultado da equação original que é resolvida analiticamente. O método GILTT
é analı́tico no sentido de que nenhuma aproximação é feita ao longo da derivação
da solução, exceto pelo erro de truncamento da solução em série para os cálculos
numéricos. Encontra-se a aplicação do método GILTT em: (WORTMANN et al., 2005;
MOREIRA et al., 2006; BUSKE et al., 2007b; MOREIRA; VILHENA; BUSKE, 2009) e
(SCHUCH et al., 2011).

Em 2009, surgiu o método 3D-GILTT (Three-dimensional Generalized Integra La-
place Transform Technique), o qual foi aplicado a uma classe abrangente de problemas
de dispersão de poluentes na atmosfera, onde inclui os problemas que consideram o
coeficiente de dispersão transiente. Um maior detalhamento do método pode ser en-
contrado nos trabalhos de (BUSKE et al., 2009a,b, 2012) e (VILHENA et al., 2012).

A determinação das concentrações de determinados poluentes atmosféricos,
primários e secundários são complexas devido à natureza desse fenômeno, às di-
ferentes escalas envolvidas, à não linearidade das equações as quais governam os
fluı́dos atmosféricos, à presença de turbulência, à complexidade do terreno, à falta
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de dados de qualidade e à grande quantidade de reações e processos de adição e
remoção presentes na atmosfera e que geralmente não podem ser diretamente medi-
dos.

O estudo da dispersão de poluentes nesta dissertação foi baseado na dispersão
de um dos gases provenientes das chaminés, o gás hexafluoreto de enxofre (SF6) que
é um dos mais utilizados como objeto de estudo dentre os gases dispersos na atmos-
fera. Segundo o PAINEL INTERGOVERNAMENTAL DE MUDANÇAS CLIMÁTICAS
(IPCC, 2009), os gases causadores do efeito estufa provenientes de indústrias re-
cebem tal denominação por terem a capacidade de reter o calor na atmosfera, do
mesmo modo que o revestimento de uma estufa para cultivo de plantas. O SF6 chega
à atmosfera, por exemplo, pela utilização como lı́quido para refrigeração (HFC), na
produção de alumı́nio (PFC), no isolamento elétrico em atividades de transmissão e
na distribuição de energia (SF6) (EPA, 2009). O SF6 é um gás-estufa extremamente
potente, com um efeito 32000 vezes maior do que o gás CO2, se considerado um in-
tervalo de 500 anos de atuação, o que certamente será ainda maior, já que o SF6, por
ser inerte, tem uma expectativa de duração na atmosfera de mais de 3200 anos.

2.2 Componentes dos modelos de advecção-difusão

2.2.1 Camada limite planetária

O conhecimento das condições atmosféricas é de suma importância no estudo
do transporte de poluentes, principalmente próximo á superfı́cie, isso porque a
concentração de poluentes depende basicamente das condições meteorológicas de
uma região.

A Terra é envolvida por uma camada composta por gases, a qual denomina-se
atmosfera terrestre, que é de grande importância para a vida terrestre e esta é retida
pela força gravitacional. A atmosfera divide-se em camadas chamadas de troposfera,
estratosfera, mesosfera, termosfera e exosfera, sendo que todas juntas compõem uma
extensão de aproximadamente 1000 km (ARYA, 1995).

A camada que está diretamente em contato com a superfı́cie terrestre é a tropos-
fera e é nessa camada que os fenômenos de interesse da meteorologia acontecem,
cuja espessura é de aproximadamente 10 km em média, e conforme a altitude au-
menta a temperatura também aumenta. Com isso, o ar quente que fica mais próximo
da superfı́cie terrestre se eleva facilmente, pois é menos denso que o ar mais frio que
localiza-se acima. Tal movimento vertical ou convecção do ar gera as nuvens e, a
partir da umidade do ar no interior das nuvens forma-se a chuva, dando origem a uma
boa parte do nosso clima. A troposfera limita-se pela tropopausa que é uma região de
temperatura estável. Na estratosfera, a temperatura do ar começa a subir, impedindo
que ocorra convecção do ar para além da tropopausa e, consequentemente, a maioria



25

dos fenômenos meteorológicos confinam-se na troposfera (ARYA, 1995).
Em geral, os poluentes são liberados e inicialmente dispersados devido a proces-

sos fı́sicos que ocorrem na parte da atmosfera mais próxima à superfı́cie terrestre,
chamada de camada limite atmosférica. Assim, quando estuda-se os processos de
dispersão atmosférica, é necessário que se compreenda a sua estrutura. Será feita
uma breve descrição sobre as principais teorias utilizadas nos últimos anos para uma
caracterização do escoamento nesta região. A camada limite atmosférica (CLA)
desenvolve-se de forma continua devido ao aquecimento e resfriamento superficial
terrestre durante o ciclo diurno. Nesse perı́odo, o aquecimento superficial terrestre
é responsável por uma forte convecção. A forte turbulência na direção vertical gera
uma camada instável e bem misturada e normalmente chamada de camada de mis-
tura (CM). Devido a intensa mistura os gradientes de escalares e de momentum nesta
região são normalmente nulos ou desprezı́veis. No perı́odo noturno, o resfriamento
radiativo da superfı́cie gera uma camada limite estável (CLE) e muito menos difusiva
(WYNGAARD, 1981; ARYA, 1995).

Descreve-se o escoamento na CLA através de um conjunto de sete equações,
sendo três equações para a conservação do momentum, uma equação para a
conservação de massa, uma equação para a conservação da energia térmica, uma
equação para a conservação do vapor d’água (se a atmosfera úmida for considerada)
e uma equação de estado. Tal conjunto de equações para as quantidades médias e
suas respectivas flutuações, aplicado à um fluido em rotação pode ser simplificado
ao que é conhecido como a aproximação de Boussinesq (WYNGAARD, 1981), e é
descrito em (GARRAT, 1994).

Quanto aos problemas de dispersão de poluentes atmosféricos, a equação para
o transporte de uma quantidade escalar precisa ser resolvida. A informação sobre o
campo de vento pode ser inserida através da equação para a conservação de momen-
tum. Tal equação é resolvida de forma acoplada às equações de estado, conservação
da energia térmica, massa e vapor d’água. A solução das equações de transporte
e de momentum necessita de um grande tempo computacional. Alternativamente
adotada-se na descrição dos processos de dispersão de poluentes na atmosfera é
a utilização de parametrizações para a velocidade do vento e difusão turbulenta (se os
fluxos turbulentos que aparecem na equação de conservação de quantidade escalar
forem descritos por um modelo de fechamento de 1a ordem), baseados em teorias de
similaridade para a CLA. Tais descrições simplificam computacionalmente o processo
de solução de um problema de dispersão.

Para expressar relações entre diferentes quantidades na forma adimensional
utiliza-se como base uma teoria de similaridade que utiliza análise dimensional, re-
velando leis de escala fundamentais. Tal método envolve a escolha de escalas ca-
racterı́sticas apropriadas, e a organização das mesmas em grupos adimensionais. O
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objetivo de qualquer teoria de similaridade aplicada à atmosfera é dimensionar correta-
mente quantidades importantes na atmosfera como perfil de vento e fluxos turbulentos,
através da escolha de escalas apropriadas de comprimento, velocidade e temperatura
(GARRAT, 1994). A ideia básica é assumir que a estrutura da CLA pode ser des-
crita somente em termos de um pequeno conjunto de parâmetros caracterı́sticos. A

Figura 3: Ciclo diário da CLP (STULL, 1988).

camada limite instável se forma quando há um fluxo de calor sensı́vel da superfı́cie
para o ar acima da mesma, o que é resultado de uma diferença de temperatura po-
tencial positiva entre estas duas regiões e é dividida nas regiões descritas a seguir
(HOLTSLAG; NIEWSTADT, 1986).

Camada limite superficial (CLS) é a região da CLA em contato direto com a
superfı́cie.

Camada de mistura (CM) é a região de domı́nio dos movimentos convectivos de
grande escala, resultantes do aquecimento da superfı́cie. Nesta região a presença da
superfı́cie não tem influência sobre o escoamento.

Camada de convecção livre (CCL) é a camada de ligação (matching Layer ) entre
a CLS instável e a CM, Nesta região os gradientes de velocidade do vento e tem-
peratura não são desprezı́veis. A velocidade de fricção deixa de ser um parâmetro
importante.

Near neutral upper layer (NNUL) é a região conhecida como NNUL, ou camada
superior quase neutra. É definida, segundo Holtslag (HOLTSLAG; NIEWSTADT,
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1986), pelos mesmos parâmetros que a CLS, com o acréscimo de h.
Camada de estranhamento (Entrainment Layer) é a região de interface entre a

atmosfera livre e a camada limite instável. A estrutura desta camada ainda não é bem
compreendida e por isso, nenhum parâmetro de escala pode ser dado (DRIEDONKS;
TENNEKES, 1984).

Camada limite convectiva (CLC) é a camada que começa a se formar depois do
nascer do sol, dura o dia todo e cessa antes do pôr do sol (STULL, 1988).

Na CLC, o fluxo de calor sensı́vel turbulento, gerado pelo aquecimento solar da
superfı́cie terrestre, dá origem a uma estrutura de plumas térmicas, que é o ar quente
que se eleva até a base da inversão térmica, circundadas por ar mais frio que desce
do topo das nuvens em direção ao solo. Em condições suficientemente instáveis, tais
estruturas são aleatoriamente distribuı́das e apresentam longa vida funcional, com
escalas de tempo da ordem de 15 minutos.

De acordo com observações na atmosfera, 40% da área de uma CLC é ocupada
por plumas térmicas (updrafts), e 60% é ocupada por ar mais frio que desce (down-
drafts).

Sabe-se que pela lei de conservação de massa, o ar quente subindo tem uma
velocidade maior do que o ar frio que desce. Os modelos numéricos mostram que
esta estrutura assimétrica da CLC é responsável por padrões de dispersão vertical que
são distintos dos tradicionais padrões Gaussianos (LAMB, 1982a). Esta assimetria na
função densidade de probabilidade da velocidade vertical é apontada como sendo o
mecanismo responsável pelo rápido afundamento de contaminantes abandonados por
chaminés altas na CLC.

A circulação convectiva, incluindo o downdraft e updraft, tem escalas horizontais
de 1, 5h (CAUGHEY; PALMER, 1979). As velocidades verticais em termas podem
alcançar 5 m/s ou mais, embora updrafts de 1 a 2 m/s sejam os mais comuns.

É importante ressaltar que a CLE ocorre com o resfriamento terrestre que provoca
um fluxo de calor negativo capaz de extrair energia cinética dos grandes turbilhões,
o que permite apenas que pequenos turbilhões resistam, logo, a turbulência nesta
camada é menos intensa o que favorece a dispersão mais lenta horizontalmente de
poluentes. Essa camada é formada por pequenos turbilhões.

2.2.2 A fı́sica da dispersão

O vento e a turbulência, que são flutuações do campo médio dos ventos, determi-
nam os mecanismos da dispersão de poluentes atmosféricos (CARVALHO, 1999).

O vento horizontal, a estabilidade atmosférica, a intensidade da inversão de alti-
tude, o movimento vertical e os efeitos de terreno são os principais fatores meteo-
rológicos que influenciam o fenômeno da dispersão atmosférica (ZANNETTI, 1990).

O resultado direto dos efeitos térmicos (correntes convectivas) e mecânicos (quan-
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tidade de movimento do vento horizontal) se dão devido a turbulência que é o principal
fator na dispersão vertical de poluentes atmosféricos.

Pode-se destacar influência de alguns fatores na dispersão dos poluentes at-
mosféricos, como a direção do vento medido no local onde se encontra a fonte que
determina a direção inicial do transporte dos poluentes que são originados da fonte.
A concentração dos poluentes provenientes de fontes pontuais, como chaminés, é
provavelmente mais sensı́vel à direção do vento do que a qualquer outro parâmetro.

Segundo Boubel (BOUBEL et al., 1994), um desvio de 50 na direção do vento pode
causar uma redução de até 90% na concentração medida por um amostrador alinhado
com a direção original, dependendo das condições atmosféricas, ou seja, pequenos
erros na estimativa da direção do vento podem ocasionar grandes erros nas estima-
tivas das concentrações. Devido a alternância ocorrida na direção do vento, torna-
se difı́cil uma simulação que seja confiável da dispersão de poluentes atmosféricos,
mesmo que a intensidade do vento também uma influência significante na dispersão
dos poluentes atmosféricos.
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Na figura 4 é representado o efeito do módulo da velocidade do vento na dispersão
dos poluentes, de acordo com a velocidade do vento.

Figura 4: Influência do vento horizontal na dispersão dos poluentes adaptado de
(BOUBEL et al., 1994). Na parte inferior é mostrada a distância da fonte em metros.

Define-se a estabilidade da atmosfera como a sua capacidade de resistir ou de
intensificar os movimentos verticais. Quanto à sua influência diz-se que quando ela
resiste aos movimentos verticais é chamada de atmosfera estável, quando intensifica
os movimentos verticais de atmosfera instável ou convectiva, e quando é indiferente a
qualquer tipo de movimento vertical é chamada atmosfera neutra.

O grau de estabilidade atmosférica pode ser determinado através do perfil vertical
de vento, onde que cada tipo de estabilidade atmosférica proporciona uma melhor ou
uma pior dispersão dos poluentes atmosféricos.

A temperatura potencial é definida como a temperatura que uma parcela de ar
teria se fosse trazida, adiabaticamente, de um determinado nı́vel até o nı́vel onde a
pressão é de 1000 mbar. Este conceito de temperatura potencial está relacionado
com o conceito de estabilidade estática, isto é, um arranjo do fluido em que a porção
mais leve fica acima da porção mais pesada. De duas parcelas com temperaturas
potenciais diferentes, aquela com maior temperatura potencial será a mais leve.

A influência da estabilidade na forma da pluma pode ser observada na figura 5.
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Figura 5: Influência da estabilidade da atmosfera na forma da pluma adaptado de
(BOUBEL et al., 1994).
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Um dos fatores que mais influenciam a dispersão dos poluentes atmosféricos é o
perfil vertical de temperatura próximo ao solo. Em atmosferas convectivas o aspecto
da pluma assume forma de looping. As condições instáveis ou convectivas ocorrem
durante o dia, com forte entrada de radiação, o que acontece em dias bastante ensola-
rados e sob vento fraco. Estas condições proporcionam uma forte mistura vertical dos
poluentes, provocada por movimentos convectivos organizados gerados pelo aqueci-
mento solar da superfı́cie (CARVALHO, 1999).

Diversos estudos de observação e simulação revelaram a presença destes movi-
mentos. Os resultados obtidos por (LAMB, 1982b) com um modelo de simulação de
grandes escalas (Large Eddy Simulation), mostraram bem este comportamento.

As condições neutras são caracterizadas pela ocorrência de um perfil vertical de
temperatura adiabático (aproximadamente constante com a altura). Estas condições
ocorrem geralmente durante as transições do dia para noite e vice-versa, em dias
nublados ou com vento forte (com velocidades maiores que aproximadamente 6 m/s).

Em atmosferas neutras o aspecto da pluma assume uma forma cônica. Nesses
casos a turbulência pode ser considerada homogênea, com vórtices de mesmo ta-
manho, aproximadamente, atuando em todas as direções. Condições estáveis são
caracterizadas por um perfil sub-adiabático, que é o aumento da temperatura com a
altura. Quando a parcela de ar, ao elevar-se na atmosfera, encontrar ar circundante
mais quente sua tendência é descer.

Em situações estáveis qualquer movimento vertical é inibido. Logo, a turbulência
causada por efeitos convectivos não está presente, e a única turbulência presente é a
mecânica, causada pelos efeitos mecânicos do vento escoando sobre uma superfı́cie
ou outra camada de fluido.

O aspecto da pluma em uma atmosfera estável é tubular. Sob estas condições,
com vento fraco, o poluente pode viajar a grandes distâncias mantendo altas
concentrações.

A modelagem do transporte e dispersão de poluentes na camada estável é um
dos grandes desafios da micrometeorologia. Os efeitos das ondas de gravidade e a
intermitência da turbulência tornam ainda mais difı́cil a modelagem desta camada.

Uma atmosfera estável por exemplo na presença de vento fraco é uma das
situações onde se torna mais difı́cil prever a dispersão de poluentes (BRUSASCA;
TINARELLI; ANFOSSI, 1992; DEGRAZIA, 1998). Neste caso a suposição de que a
difusão longitudinal, na equação convecção-difusão, pode ser desprezada, em relação
aos termos de transporte, deixa de ser verdade, no caso do modelo Gaussiano, e
é preciso tomar bastante cuidado, pois as flutuações turbulentas causam grandes
variações na direção do vento.

Em situações mistas, quando o perfil de temperatura sofre uma inversão com a
altura, e a pluma pode ser, por exemplo, aprisionada nesta camada de inversão. É
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o caso da fumigação, onde uma inversão de altura impossibilita a dispersão para al-
titudes mais elevadas, enquanto que na camada abaixo o perfil é instável. Assim,
o poluente é transportado em direção ao solo pelas correntes descendentes down-
drafts), e os nı́veis de concentração ao nı́vel do solo podem ser bem altos. Este tipo
de situação pode ocorrer em plumas provenientes de chaminés elevadas colocadas
junto à costa (EPSTEIN, 1996). Outro caso bem próximo da fumigação é a chamada
situação de aprisionamento, quando a atmosfera encontra-se em estado neutro, e logo
acima, na altura da pluma, uma camada de inversão se forma. Assim, os poluentes
são mais uma vez aprisionados, e se dispersam na direção do solo em formato cônico.
O caso inverso deste último caso é a chamado condição do tipo antifumegante, onde
uma inversão localizada abaixo da altura da chaminé impede que os poluentes che-
guem ao solo. Esta situação pode ocorrer principalmente pela manhã , em dias de sol
e após uma noite de céu claro (EPSTEIN, 1996).

Quando a o ar quente fica aprisionado entre duas camadas de ar frio tem-se
condições de estagnação de poluentes, chamada de inversão térmica como pode ser
ilustrada na figura 6.

Figura 6: Esquema ilustrativo da representação da inversão térmica.

Ao destacar-se o comportamento da pluma, tem-se que a emissão de poluen-
tes pode ser divididas em dois tipos básicos: os que podem ser liberações des-
contı́nuas conhecidas como puff, ou liberações contı́nuas conhecidas como plumas.
A concentração dos poluentes na atmosfera depende parcialmente da fonte, e em
grande parte é influenciada pelas condições meteorológicas e a configuração do ter-
reno.
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Na figura 7 são ilustrados os efeitos dos diferentes tamanhos de vórtices na dis-
persão de um puff. Quando o tamanho do puff é maior do que o tamanho médio dos
vórtices, a tendência do puff é de se expandir.

Figura 7: Efeito dos diferentes tamanhos de vórtices na dispersão de um puff (Adap-
tado de (SEINFELD, 1994)).

Por outro lado, em atmosferas instáveis, caracterizadas pela presença de grandes
vórtices, com tamanhos da ordem da altura da CLP, o efeito é de elevar e baixar
estes puffs, de modo a criar um formato serpenteante da pluma, como mencionado
anteriormente. Mesmo assim, ainda se tem uma situação mista onde o tamanho dos
turbilhões é aproximadamente da dimensão do puff.

O terreno também influencia na previsão da dispersão de poluentes atmosféricos,
pois a complexidade do terreno ocasiona grandes mudanças na direção e velocidade
do vento e nos fluxos turbulentos (CARVALHO, 1999). Fato que limita a aplicação de
modelos mais simples como os gaussianos, pois condições de regime permanente
e homogeneidade de terreno são dificilmente encontradas. Terrenos planos, sem
nenhum tipo de elevação, ou com elevações que não influenciam o escoamento ao
seu redor não geram recirculações. Já os terrenos complexos, onde elevações são
significativas a ponto de influenciar o escoamento atmosférico ao seu redor geram
recirculações.

O encontro da pluma com montanhas, o acúmulo de poluentes em vales, o arrasto
dos poluentes para centros urbanos devido ao fenômeno da canalização do vento
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pelos vales são as principais situações que podem aumentar as concentrações em
terreno complexo. Assim, os modelos que levem em conta o maior número destes fa-
tores, no cálculo do campo do vento, são mais apropriados para captarem a realidade
fı́sica do fenômeno de dispersão (CARVALHO, 1999).

2.3 O Modelo matemático e a solução

Consideremos um experimento de dispersão de poluentes na atmosfera, no qual
uma fonte aérea libera um traçador quı́mico. Este é abandonado sem empuxo, a
partir de uma torre com altura Hs, que emite poluentes com intensidade Q a uma taxa
constante, como pode ser visto na figura 8.

Figura 8: Esquema ilustrativo representando a dispersão de poluentes (caso bidimen-
sional).

2.3.1 A equação bidimensional de advecção-difusão estacionária

Apresenta-se na sequência, sem perda de generalidade, a solução da equação de
advecção-difusão estacionária para exemplificar a obtenção da solução aqui utilizada.
A solução foi obtida por (BUSKE, 2004) e está publicada no artigo (MOREIRA et al.,
2009a).

A equação de advecção-difusão bidimensional é resolvida aplicando a transfor-
mada de Laplace e o método GILTT. Os passos mais importantes do método GILTT
são a construção de um problema auxiliar de Sturm-Liouville, a determinação da
técnica da transformada integral em uma série truncada usando como base as
autofunções do problema de Sturm-Liouville resolvido e a substituição desta expansão



35

no problema original. Obtém-se a equação transformada da GILTT usando-se pro-
priedades de ortogonalidade das autofunções, integrando-se em todo o domı́nio. A
equação transformada consiste de uma equação diferencial ordinária matricial que é
resolvida analiticamente pela técnica da transformada de Laplace e diagonalização.
Por fim, a concentração é obtida invertendo-se a solução do problema.

Considera-se inicialmente a equação bidimensional de advecção-difusão no estado
estacionário com vento orientado na direção x:

u(z)
∂c(x, z)

∂x
=

∂

∂z

(
Kz(z)

∂c

∂z

)
, (5)

para 0 < z < h e x > 0, sujeita às condições de contorno de fluxo, zero no solo, ou
seja, z = 0 e no topo da CLP, isto é, z = h e com uma condição de fonte de emissão
Q (contı́nua) à uma altura Hs:

Kz
∂c̄

∂z
= 0,para z = 0, h, (6)

uc̄(0, z) = Qδ(z −Hs),para x = 0, (7)

sendo u o vento médio orientado na direção x, considerado variável com a altura
(u = u(z)), Kz o coeficiente de difusão turbulenta na direção z, considerado variável
com a altura (Kz = Kz(z)) e δ representa a função delta de Dirac, que é dada por:

δ(z) =

 ∞, se z = Hs

0, se z 6= Hs

 (8)

O termo difusivo na equação (5) é reescrito usando a regra da cadeia. Este proce-
dimento permite uma simplificação do problema auxiliar (COTTA; MIKHAYLOV, 1997).
Então, podemos escrever:

u(z)
∂c̄(x, z)

∂x
= Kz(z)

∂2c̄(x, z)

∂2z
+K

′

z(z)
∂c̄(x, z)

∂z
. (9)

Dividindo-se a equação (9) por Kz, obtém-se:

u(z)

Kz

∂c̄(x, z)

∂x
=
∂2c̄(x, z)

∂z2
+
K
′
z

Kz

∂c̄(x, z)

∂z
. (10)

Assim, escolhe-se um problema auxiliar de Sturm-Liouville dado por:

ψ
′′

n(z) + λ2nψn(z) = 0 para 0 < z < h, (11)
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com as seguintes condições de contorno:

ψ
′
(z) = 0 para z = 0 = h, (12)

com solução: ψn(z) = cos(λnz), sendo essa solução conhecida e tabulada em (ÖZI-
SIK, 1974), onde λn = nπ

h
(n = 0, 1, 2, . . .).

Então expande-se a concentração c̄(x, z) em série, em termos das autofunções do
problema de Sturm-Liouville dado pela equação(??), da seguinte maneira:

c̄(x, z) =
N∑
n=0

c̄n(x)ψn(z). (13)

Para determinar o coeficiente desconhecido ĉn(x), substitui-se a equação (??) na
equação (9) e este procedimento leva-nos a:

u(z)
N∑
n=0

c̄
′

n(x)ψn(z) = Kz

N∑
n=0

c̄n(x)ψ
′′

n(z) +K
′

z

N∑
n=0

c̄n(x)ψ
′

n(z). (14)

Na equação (14), uma linha e duas linhas significam primeira e segunda derivadas,
respectivamente. Agora, aplicando-se o operador

∫ h
0 ()ψm(z)dz:

−
N∑
n=0

c̄
′

n(x)
∫ h

0
u(z)ψnψmdz −

N∑
n=0

c̄n(x)λ2n

∫ h

0
Kzψnψmdz +

N∑
n=0

c̄n(x)
∫ h

0
K
′

zψ
′

nψmdz = 0

(15)
A equação(15) pode ser escrita na forma matricial:

Y
′
(x) + FY (x) = 0 , x > 0 (16)

Com condição inicial:

Y (0) = c̄n(0) . (17)

onde Y (x) é um vetor cujas componentes são c̄n(x), B = bn,m e E = en,m cujas
entradas são respectivamente:

bn,m = −
∫ h

0
u(z)ψnψmdz (18)

en,m =
∫ h

0
K
′

zψ
′

nψmdz − λ2n
∫ h

0
Kzψnψmdz, (19)

sendo que as integrais em (18) e (19) são resolvidas numericamente usando a Qua-
dratura de Gauss.

Igualmente, para determinarmos a condição (17), segue-se o mesmo procedi-
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mento anterior, ou seja, expande-se em série a condição de fonte e substitui-se em
(7) para obter:

N∑
n=0

u(z)c̄n(0)ψn(z) = Qδ(z −Hs). (20)

c̄n(0) = Qψm(Hs)A
−1. (21)

aplicando-se o operador integral
∫ h
0 ()ψm(z)dz onde A−1 é a inversa da matriz A dada

por:

an,m = −
∫ h

0
u(z)ψn(z)ψm(z)dz. (22)

Resolve-se o problema transformado, dado pela equação (16), aplicando-se a
técnica da Transformada de Laplace e diagonalização, onde x é transformado em s

e Y em Ȳ e obtém-se:
sȲ (s) + FȲ (s) = Y (0). (23)

onde Ȳ (s) denota a transformada de Laplace para o vetor Y (x). Observando-se que
a matriz F , com autovalores distintos pode ser escrita como:

F = XDX−1, (24)

ondeD é a matriz diagonal de autovalores da matriz F , X é a matriz das autofunções e
X−1 é a inversa. Este procedimento é válido quando os autovalores de F são distintos.

Substituindo-se a equação (24) na equação (23) , obtém-se:

(sI +XDX−1)Ȳ (s) = Y (0). (25)

onde I é a matriz identidade. Lembrando que XX−1 = X−1X = I, a equação (25)
pode ser escrita da forma:

(sXX−1 +XDX−1)Ȳ (s) = Y (0), (26)

Colocando a matriz de autovetores e sua inversa em evidência como:

X(sI +D)X−1Ȳ (s) = Y (0). (27)

Sendo os elementos da matriz (sI+D) da forma s+ dn, onde dn são os autovalores
da matriz F da equação (24). Sabendo da estrutura diagonal da matriz F , pode-se
escrever a matriz inversa de F como 1

s+dn
, uma vez que a inversa de uma matriz

diagonal é a inversa de seus elementos, isto é, representando cada elemento de (sI+
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D)−1. A matriz (sI +D) é escrita como:

(sI +D) =


s+ d1 0 · · · 0

0 s+ d2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · s+ dn

 .

e sua inversa dada por:

(sI +D)−1 =



1
s+d1

0 · · · 0

0 1
s+d2

· · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

s+dn

 .

Multiplicando-se a equação (27) em ambos os lados por X−1, (sI + D)−1 e X,
consecutivamente, obtém-se:

Ȳ (s) = X(sI +D)−1X−1Y (0). (28)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace na equação (28), obtém-se:

Y (x) = XL−1
{

(sI +D)−1
}
X−1Y (0). (29)

Aqui, L−1 denota a Transformada Inversa de Laplace. Nota-se que cada elemento da
diagonal principal matriz (sI + D) pode ser escrito como s + dn, onde os dn são os
autovalores da matriz F . Da estrutura diagonal da matriz F pode-se escrever a matriz
inversa de F sendo cada elemento da diagonal principal da matriz inversa 1

s+dn
.

Executando-se a inversão da Transformada de Laplace L−1 {(sI +D)−1}, obtemos
e−dnx para cada elemento da diagonal principal da matriz G(x) dada por:

G(x) =


e−d1x 0 · · · 0

0 e−d2x · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · e−dnx

 ,

cuja solução final é dada por:

Y (x) = X.


e−d1x 0 · · · 0

0 e−d2x · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · e−dnx

 .X
−1.Y (0).
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Portanto, a solução para a concentração está agora bem determinada e dada por:

Y (x) = X.G(x).X−1.Y (0), (30)

pois o vetor c̄n(x) é conhecido.
Os demais modelos cujas soluções são utilizadas nessa dissertação podem ser

encontrados em (MOREIRA et al., 2009a; BUSKE et al., 2012).



3 DADOS PARA A VALIDAÇÃO DO MODELO

Uma utilização correta do modelo de transporte e difusão na atmosfera não
pode prescindir de um estudo sobre suas capacidades de representarem correta-
mente situações reais. Quando possı́vel, deve ser verificada a confiabilidade do mo-
delo utilizado com os dados, cenários topográficos e micrometeorológicos próprios
da área de seu emprego. Neste capı́tulo, apresentam-se os dados experimen-
tais, parametrizações dos coeficientes de difusões, perfis de vento, expressões
para o parâmetro de dispersão lateral e os estimadores estatı́sticos utilizados nesta
dissertação.

3.1 Dados experimentais

A seguir são apresentados os experimentos difusivos utilizados nesta dissertação
para validar os modelos.

3.1.1 O experimento de Copenhagen

Experimentos realizados com dispersão de poluentes em Copenhagen, descritos
nos artigos de Gryning (GRYNING, 1981) e Gryning e Lyck (GRYNING; LYCK, 1984),
consistiram na liberação do traçador SF6 (hexafluoreto de enxofre) ao norte de Cope-
nhagen. Esse é um experimento de fonte alta e fortemente convectivo.

O traçador foi abandonado sem empuxo a partir de uma torre com altura de 115

m, sendo coletado ao nı́vel do solo (z = 0), em unidades de amostragem localizadas
em três arcos perpendiculares ao vento médio. As unidades de amostragem foram
posicionadas a uma distância entre 2 a 6 km, a partir do ponto onde ocorreu a liberação
do poluente, cujo domı́nio é 6 km de distância da fonte).

As liberações de SF6 começaram uma hora antes do inı́cio da amostragem e o
tempo médio das medidas foi de 1 h e suas imprecisões são de 10 %. O local era
principalmente residencial, com um comprimento de rugosidade de z0 = 0, 6 m (é a
altura em que o vento é zero).

A tabela 1 mostra os dados micrometeorológicos dos experimentos de dispersão
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na CLC de Copenhagen.

Tabela 1: Parâmetros micrometeorológicos do experimento de Copenhagen (GRYNING,
1981) (GRYNING; LYCK, 1984)

Experimento ū(m.s−1)1 ū(m.s−1)2 u∗ L w∗ h

1 3, 40 2, 10 0, 36 −37 1, 80 1980

2 10, 60 4, 90 0, 73 −292 1, 80 1920

3 5, 00 2, 40 0, 38 −71 1, 30 1120

4 4, 60 2, 50 0, 38 −133 0, 70 390

5 6, 70 3, 10 4, 50 −444 0, 70 820

6 13, 20 7, 20 1, 05 −432 2, 00 1300

7 7, 60 4, 10 0, 64 −104 2, 20 1850

8 9, 40 4, 20 0, 69 −56 2, 20 810

9 10, 50 5, 10 0, 75 −289 1, 90 2090
1Altura de 115 m.
2Altura de 10 m.

Na tabela 1, u é a velocidade do vento médio (m/s), que foi medido em 10 e 115m
de altura, u∗ representa a velocidade de fricção (m/s), L é o comprimento de Monin-
Obukhov (m), w∗ é a escala de velocidade convectiva vertical (m/s), Hs é a altura da
fonte (m) e h é a altura (m) da Camada limite convectiva. Estes dados micrometeo-
rológicos são médias horárias.

No estudo do problema dependente do tempo, são utilizados dados com
uma resolução temporal maior. Particularmente, medidas médias de 20 min das
concentrações e valores médios de 10 min para os dados micrometeorológicos. Maio-
res detalhes sobre os dados do experimento transiente podem ser vistos no trabalho
de (TIRABASSI; RIZZA, 1992). Como na literatura não constam os dados de 10 em
10 min de u∗ e L para o experimento 6, este foi desconsiderado. Para calcular w∗ a
relação w∗/u∗ = (−h/kL)1/3 foi usada, na qual k é a constante de von-Kármán. Os
dados são apresentados nas tabelas 2 e 3.
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Tabela 2: Velocidade de fricção u∗ em (m/s) para diferentes passos de tempo nos experimen-
tos de Copenhagen com todos os passos correspondentes a 10 min

Passo de tempo exp.1 exp.2 exp.3 exp.4 exp.5 exp.7 exp.8 exp.9

1 (10min.) 0, 36 0, 68 0, 46 0, 56 0, 58 0, 48 0, 65 0, 72

2 (20min.) 0, 37 0, 67 0, 45 0, 51 0, 57 0, 67 0, 79 0, 73

3 (30min.) 0, 40 0, 81 0, 47 0, 37 0, 51 0, 57 0, 67 0, 60

4 (40min.) 0, 43 0, 68 0, 39 0, 44 0, 58 0, 62 0, 67 0, 59

5 (50min.) 0, 35 0, 75 0, 39 0, 48 0, 59 0, 53 0, 68 0, 65

6 (60min.) 0, 34 0, 74 0, 40 0, 48 0, 52 0, 65 0, 65 0, 71

7 (70min.) 0, 42 0, 76 0, 40 0, 39 0, 52 0, 63 0, 68 0, 73

8 (80min.) 0, 43 0, 82 0, 41 0, 40 0, 45 0, 65 0, 67 0, 73

9 (90min.) 0, 40 0, 76 0, 31 0, 39 0, 44 0, 66 0, 73 0, 73

10 (100min.) 0, 37 0, 73 0, 34 0, 39 0, 44 0, 62 0, 73 0, 66

11 (110min.) 0, 35 0, 69 0, 39 0, 39 0, 44 0, 52 0, 75 0, 67

12 (120min.) 0, 36 0, 66 0, 40 0, 39 0, 43 0, 62 0, 69 0, 74

Tabela 3: Comprimento de Monin-Obukhov L em (m) para diferentes passos de tempo nos 8
experimentos de Copenhagen, com todos os passos correspondentes a 10 min

Passo de tempo exp.1 exp.2 exp.3 exp.4 exp.5 exp7 exp.8 exp.9

1 (10min.) −26 −178 −152 −75 −492 −71 −71 −793

2 (20min.) −23 −227 −194 −42 −215 −80 −85 −471

3 (30min.) −83 −311 −106 −23 −368 −64 −47 −202

4 (40min.) −42 −160 −101 −32 −735 −111 −49 −366

5 (50min.) −36 −203 −129 −71 −366 −177 −45 −633

6 (60min.) −42 −286 −70 −80 −273 −67 −63 −13588

7 (70min.) −47 −155 −83 −83 −273 −87 −41 −593

8 (80min.) −38 −228 −60 −101 −262 −71 −47 −471

9 (90min.) −83 −184 −106 −129 −395 −56 −70 −389

10 (100min.) −21 −389 −42 −129 −395 −111 −64 −375

11 (110min.) −32 −133 −101 −129 −395 −215 −52 −262

12 (120min.) −29 −375 −70 −129 −759 −123 −39 −252
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3.1.2 O experimento de Hanford

O experimento de Hanford ocorreu no perı́odo de maio a junho de 1983 e é conhe-
cido como experimento difusivo de Hanford. O experimento foi feito em uma região
semi-árida de sul a leste do estado de Washington nos EUA, em um terreno geral-
mente plano. Pode-se consultar a descrição detalhada de tal experimento em (DO-
RAN; HORST, 1985).

É um experimento de fonte baixa em condições estáveis a quase-neutras. Foram
feitos 6 experimentos e em cada experimento o tempo de liberação foi em torno de 30

minutos exceto no experimento 5 que foi de 22 minutos. Os coletores foram posicio-
nados em cı́rculos concêntricos com uma distância angular de 80, 40, 40 , 20 e 30 com
raio de 100, 200, 800, 1600 e 3200 m respectivamente, ou seja, com domı́nio de 3200 m

de distância da fonte.
A velocidade de deposição foi avaliada somente para as três últimas distâncias.

Dois poluentes, um que deposita (SF6) e um que não deposita (ZnS), foram liberados
simultaneamente de uma altura de 2 m, A taxa de liberação média foi de 0, 3 g/s. A
separação lateral entre os pontos de liberação do SF6 e do ZnS foi menor do que 1 m.

Os dados micrometeorológicos foram conseguidos tomando medidas nas alturas
de 1, 2, 4, 8, 16 e 32 m em uma torre de 122 m localizada aproximadamente a 100

m para o norte do ponto de liberação (DORAN; HORST, 1985). Os valores dos
parâmetros da CLP são dados na tabela 4 e os dados micrometerológicos e do polu-
ente para os seis experimentos de Hanford estão dispostos na tabela 5. A rugosidade
do terreno era de 3 cm.

Tabela 4: Parâmetros micrometeorológicos do experimento de Hanford (DORAN; HORST,
1985)

Experimento ū(2m)(ms−1) u∗(ms−1) L(m) h(m)

1 3, 63 0, 40 166 325

2 1, 42 0, 26 44 135

3 2, 02 0, 27 77 182

4 1, 50 0, 20 34 104

5 1, 41 0, 26 59 157

6 1, 54 0, 30 71 185
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Tabela 5: Dados micrometerológicos e do poluente para os seis experimentos de Hanford.
Dados do poluente são normalizados pela taxa de emissão Q. Índice d refere-se ao material
que deposita e ı́ndice nd refere-se ao material que não deposita

Arc ZnS/Q SF6/Q ū(0, 53σz) σz Vg

Exp. (m) s.m−2 s.m−2 (m) m.s−1 cm.s−1

1 800 0, 00224 0, 00373 7, 61 28 4, 21

1600 0, 00098 0, 00214 8, 53 43, 4 4, 05

3200 0, 00059 0, 00130 9, 43 65 3, 65

2 800 0, 00747 0, 0129 3, 23 19 1, 93

1600 0, 0325 0, 00908 3, 59 24, 3 1, 80

3200 0, 00231 0, 00722 3, 83 28, 7 1, 74

3 800 0, 00306 0, 00591 4, 74 28, 4 3, 14

1600 0, 00132 0, 00331 5, 40 44, 6 3, 02

3200 0, 00066 0, 00179 6, 32 70, 5 2, 84

4 800 0, 00804 0, 0201 3, 00 13, 0 1, 75

1600 0, 00426 0, 0131 3, 39 17, 8 1, 62

3200 0, 00314 0, 00915 3, 75 23, 1 1, 31

5 800 0, 00525 0, 0105 3, 07 24, 6 1, 56

1600 0, 00338 0, 00861 3, 24 28, 5 1, 47

3200 0, 00292 0, 00664 3, 46 34, 6 1, 14

6 800 0, 00723 0, 0134 3, 17 18, 6 1, 17

1600 0, 00252 0, 0615 3, 80 34, 1 1, 15

3200 0, 00125 0, 00311 4, 37 58, 7 1, 10

Para calcular a altura de camada limite estável, a relação h = 0, 4(u∗L/fc)
(1/2)

(ZILITINKEVICH, 1972) foi utilizada, na qual fc representa o parâmetro de Coriolis:
fc = 1, 46.10(−4).

3.1.3 O experimento de Kinkaid

No experimento de Kinkaid, em Illinois nos USA, foi levado em consideração o
empuxo, relativo somente a condições convectivas para −h/L > 10, o qual foi descrito
em (HANNA; PAINE, 1989).

O experimento de Kinkaid consistiu-se de uma liberação elevada de SF6 em um
terreno plano com alguns lagos. A liberação foi de uma fonte de altura de 187 m
e medido em uma rede com aproximadamente 200 amostradores posicionados em
arcos de 0, 5 a 50 km da fonte, ou seja, com um domı́nio de 50 km da fonte.

As concentrações máximas foram observadas ao nı́vel do solo, e o nı́vel de
concentração medida é frequentemente irregular, isto é, com altos e baixos nı́veis de
concentração de ocorrência intermitante ao longo do mesmo arco, além de haverem
lacunas frequentes nos arcos de monitoramento. Devido a esses fatores, uma variável
tem sido escolhida como um fator de qualidade para indicar o grau de legibilidade dos
dados. Esse indicador de qualidade com valores de 0 a 3 tem sido escolhido de acordo
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com (OLESEN; LARSEN; HOJSTRUP, 1984). Considerou-se apenas os dados com
fator de qualidade 3.

Os parâmetros do conjunto de dados inclui os parâmetros micrometeorológicos
como velocidade de fricção, comprimento de Monin-Obukhov e altura da camada li-
mite que podem ser observados na tabela 6. O comprimento de rugosidade foi de
aproximadamente 10 cm.

Tabela 6: Parâmetros micrometeorológicos para o experimento de Kinkaid (HANNA; PAINE,
1989), Ta é a temperatura ambiente, Ti é a temperatura da pluma na saı́da da fonte e Vi é a
velocidade vertical da pluma na saı́da da chaminé

Experimento L (m) h (m) u∗ (ms−1) w∗ (ms−1) Ta (K) Ti (K) Vi (ms−1) Q (gs−1)

1 −8, 60 2076 0, 30 2, 65 298, 40 416 14, 60 10, 20

2 −11, 20 2092 0, 31 2, 53 298, 40 416 14, 60 8, 20

3 −3, 90 893 0, 22 1, 95 284, 20 432 29, 60 11, 20

4 −4, 80 1032 0, 22 1, 95 285, 20 432 29, 20 11, 20

5 −10, 40 1175 0, 28 2, 05 286, 20 432 29, 60 11, 30

6 −6, 30 1355 0, 25 2, 19 286, 60 432 29, 90 11, 10

7 −23, 50 1300 0, 37 2, 17 290, 80 441 27, 90 11, 50

8 −40, 30 1743 0, 34 1, 68 291, 30 442 27, 10 11, 80

9 −63, 50 1840 0, 29 1, 24 291, 60 445 27, 30 12, 20

10 −8, 60 850 0, 30 1, 52 296, 60 453 28, 50 11, 20

11 −6, 60 1447 0, 28 2, 31 297, 60 456 31, 80 11, 20

12 −35, 40 1223 0, 50 2, 33 299, 90 440 18, 00 11, 00

13 −58, 50 2069 0, 57 2, 66 300, 40 441 18, 00 11, 00

14 −24, 40 950 0, 40 1, 79 285, 00 436 16, 60 16, 20

15 −33, 30 1253 0, 46 1, 99 286, 10 438 16, 90 12, 00

16 −27, 00 1548 0, 44 2, 12 287, 50 434 17, 90 11, 10

17 −28, 60 2250 0, 46 2, 30 288, 50 433 18, 70 10, 80

18 −41, 30 2450 0, 52 2, 35 289, 50 431 17, 60 10, 80

19 −51, 40 2506 0, 53 2, 29 289, 80 431 15, 70 10, 80

20 −67, 80 2528 0, 52 2, 08 290, 10 436 14, 20 11, 60

21 −14, 30 1700 0, 37 2, 43 290, 90 420 17, 30 12, 10

22 −6, 00 1750 0, 29 2, 56 290, 40 423 18, 90 12, 00

23 −41, 30 1776 0, 56 2, 60 290, 90 426 18, 30 11, 50

24 −29, 60 1800 0, 47 2, 60 292, 60 426 18, 80 11, 10

25 −20, 60 1950 0, 39 2, 46 291, 40 395 21, 70 10, 60

26 −18, 70 1131 0, 41 2, 69 298, 00 421 21, 10 12, 90

27 −42, 10 2252 0, 47 2, 53 299, 90 435 29, 80 13, 10

28 −67, 60 2676 0, 51 2, 37 300, 00 436 31, 80 13, 20

29 −5, 20 1725 0, 30 3, 09 299, 60 434 37, 30 13, 50

30 −4, 30 1750 0, 26 2, 91 299, 80 434 39, 30 13, 70

31 −5, 40 1750 0, 25 2, 61 299, 90 434 38, 20 13, 90

32 −8, 00 1450 0, 32 2, 61 302, 20 435 19, 80 19, 80

33 −11, 20 1450 0, 33 2, 46 302, 40 435 20, 00 20, 00

34 −18, 30 1483 0, 34 2, 21 302, 30 436 19, 50 19, 50

35 −18, 50 1505 0, 26 1, 68 301, 50 436 18, 60 18, 60

36 −45, 10 1014 0, 52 2, 11 292, 30 397 16, 70 16, 70

37 −35, 80 1462 0, 54 2, 98 293, 00 397 16, 40 16, 40

38 −42, 30 2274 0, 55 2, 95 293, 50 390 16, 20 16, 20

39 −86, 10 1376 0, 63 2, 45 297, 40 390 18, 50 18, 50

40 −108, 00 1455 0, 62 2, 25 297, 20 395 18, 60 18, 60

41 −131, 00 1539 0, 66 2, 30 297, 10 398 19, 10 19, 10

42 −191, 00 1594 0, 61 1, 91 296, 90 398 18, 50 18, 50

43 −6, 40 1124 0, 28 2, 51 296, 80 427 13, 00 13, 00

44 −8, 30 1250 0, 31 2, 62 297, 70 428 13, 20 13, 20

45 −10, 60 1353 0, 32 2, 55 298, 50 428 12, 70 12, 70

46 −9, 20 1635 0, 30 2, 54 299, 00 428 12, 10 12, 10

47 −11, 60 1721 0, 29 2, 40 299, 40 428 12, 20 12, 20

48 −21, 20 1794 0, 32 2, 14 299, 40 428 12, 50 12, 50

49 −67, 50 1851 0, 34 1, 55 299, 30 427 12, 70 12, 70

50 −81, 20 952 0, 67 2, 47 299, 70 431 12, 60 12, 60

51 −85, 60 1222 0, 68 2, 59 300, 30 431 12, 70 12, 70

52 −59, 20 1300 0, 60 2, 69 301, 10 432 12, 90 12, 90

53 −113, 00 1360 0, 68 2, 55 301, 10 432 12, 50 12, 50
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3.1.4 Coeficiente de difusão

No estudo de problemas de difusão atmosférica, a escolha de uma parametrização
turbulenta representa uma decisão fundamental para modelar a dispersão de poluen-
tes. A partir de um ponto de vista fı́sico, uma parametrização da turbulência é uma
aproximações da natureza no sentido que os modelos matemáticos recebem uma
relações aproximada que substitui um termo desconhecido. A confiabilidade de cada
modelo depende fortemente da maneira como os parâmetros são calculados e relaci-
onados ao entendimento da Camada limite planetária (MANGIA et al., 2002).

São variadas as formulações para o coeficiente de difusão turbulento vertical en-
contrados na literatura (ULKE, 2000). Os coeficientes de difusão dependentes so-
mente da turbulência, utilizados neste trabalho, são apresentados a seguir.

Condições instáveis (L ≤ 0) (MANGIA et al., 2002):

Kz = 0, 22w∗h
(
z

h

)1/3 (
1− z

h

)1/3 [
1− e

−4z
h − 0, 0003e

8z
h

]
, (31)

em que h é a altura da CLC.
Condições estáveis (L ≥ 0) (DEGRAZIA et al., 2000):

Kz =
0, 3(1− z/h)u∗z

1 + 3, 7(z/Λ)
, (32)

no qual h é a altura da CLE e Λ = L(1− z/h)5/4,
Para que se possa calcular a concentração de poluentes atmosféricos ao nı́vel do

do solo os coeficientes de difusão são introduzidos nos modelos.
Para calcular a concentração tridimensional do poluente no cenário GILTTG é ne-

cessário o parâmetro de dispersão lateral. Para calcular a concentração máxima no
nı́vel do solo C(x, 0, 0) usa-se a seguinte fórmula:

c̄(x, y, z) = c(x, z)
e(−y

2/2σ2
y)

√
2πσy

. (33)
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As fórmulas usadas para calcular σy na presente dissertação foram:
Condições instáveis (DEGRAZIA; MANGIA; RIZZA, 1998):

σ2
y

h2
=

0, 21

π

∫ ∞
0

sen2(2, 26ψ1/3X∗n
′
)

dn
′

(1 + n′)5/3n′2
, (34)

onde X∗ = xw∗/ūh é a distância adimensional, h é a altura da CLC e w∗ é a escala
de velocidade convectiva. A integral da equação ( 34) é resolvida fazendo-se uma
mudança de variáveis no intervalo [−1, 1] e toda a equação ( 34) contém a função de
dissipação molecular ψ expressa em (HOJSTRUP, 1982) por:

ψ1/3 =

[(
1− z

h

)2 ( z

−L

)−2/3
+ 0, 75

]1/2
, (35)

onde L é o comprimento de Monin-Obukhov definido na camada limite superficial.
Condições estáveis (CIRILLO; POLI, 1992):
A equação usada para relacionar σy a σθ (raiz quadrada do valor médio da direção

horizontal do vento) foi proposto por (CIRILLO; POLI, 1992) e é dada por:

σy = x[senh(σ2
θ)]

1/2. (36)

3.1.5 Perfil de vento

A dispersão de poluentes na atmosfera ocorre de forma muito dependente da inten-
sidade e da direção do escoamento atmosférico onde tais poluentes estão inseridos.

A intensidade do vento é o fator que fornece a informação sobre a extensão da
área de alcance da poluição e sua direção, além das possı́veis regiões afetadas por
ela. Para a obtenção de soluções mais confiáveis para um modelo de dispersão de
poluentes atmosféricos, informações relevantes sobre a distribuição do vento na CLA
são necessárias. São muitos os fatores que inluenciam a intensidade e a direção do
vento e a sua variação com a altura na CLA, dentre os quais podemos citar a rugo-
sidade da superfı́cie, o ciclo de aquecimento e resfriamento diurno, a profundidade
da CLA, a rotação da terra, a presença de nuvens e o regime de precipitação (ARYA,
2001).

O perfil do vento é obtido através de uma análise de escala e utilizando o método
de perturbação singular (VAN DYKE, 1964). Tal parametrização estabelece que existe
uma camada onde a escala de comprimento escolhida para representar os processos
fı́sicos da região próxima à superfı́cie, ou seja, (z = z0) é tão grande que os efeitos
de z0, isto é, do comprimento de rugosidade são desprezı́eis, enquanto a escala de
comprimento escolhida para representar os processos distantes da superfı́cie (zf/u∗),
onde f é o parâmetro de coriolis, é tão pequena que os efeitos de f devem ser ig-
norados, o cisalhamento do vento pode depender somente da fricção e da altura z
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(WYNGAARD, 1981).
Uma das formas clássicas para obtenção do perfil logarı́tmico do vento na CLS é

a teoria de similaridade que foi obtida a partir de idealizações de situações que rara-
mente acontecem na atmosfera real. Para a atmosfera não neutra, essa teoria deve
ser generalizada, afim de inserir os efeitos do aquecimento na superfı́cie (TENNE-
KES; BLACKADAR, 1968). O comprimento de Monin-Obukhov depende diretamente
do fluxo de calor na superfı́cie, e por esta razão sofre mudanças ao longo do dia, bem
como a velocidade de fricção.

As equações usadas pelo modelo para calcular o vento médio são as de similari-
dade (PANOFSKY; DUTTON, 1984):

ū =
u∗
k

[
ln
z − d
z0
− ψm

z − d
L

]
, z ≤ zb, (37)

ū = ū(zb), z > zb, (38)

onde zb = min[| L |, 0, 1h], k é a constante de von-Kármán (k ∼= 0, 4), z0 é a rugosidade
do terreno, o deslocamento do plano zero (d(m)) é uma altura acima da superfı́cie
em que a velocidade do vento é nula e uma consequência do escoamento sobre
obstáculos (árvores ou construções, por exemplo), desconsiderado nesta dissertação
(d = 0). A função estabilidade ψm é expressa em termos das relações de Businger:

ψm = −4, 7
z

L
, 1/L ≥ 0 (39)

ψm = ln

(
(1 + x2)

2

)
+ ln

(
(1 + x)2

2

)
− 2arctang x+

π

2
,

1

L
< 0 (40)

com x =
(
1− 15 z

L

)1/4
.

A velocidade do perfil de vento pode ser descrita de forma alternativa, por uma lei
de potência como (PANOFSKY; DUTTON, 1984).

ū

ū1
=
(
z

z1

)α
, (41)

sendo u e u1 as velocidades médias horizontais do vento nas alturas z e z1 e α é um
expoente relacionado com a intensidade da turbulência (IRWIN, 1979).

3.1.6 Ascensão da pluma

Em muitas aplicações, assim como em emissões industriais, é necessário levar em
conta o efeito do empuxo sobre a pluma de poluentes. Quando a pluma de poluentes
é mais quente que o ambiente, ou seja, menos densa, ela tende a se elevar até uma
camada onde se encontre em equilı́brio termodinâmico, a altura efetiva da fonte (He)
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será a soma da altura real da fonte (Hs) e o efeito de ascensão da pluma (δH). Dessa
forma assumimos que, a uma certa distância da fonte, a pluma de material liberado em
Hs se comporta como uma pluma de mesma densidade que o ambiente, abandonada
sem empuxo a uma altura He (ARYA, 1999).

Em casos de convecção forte (h/|L| > 10), a pluma terá uma ascensão final dada
por:

∆H = 4.3
(
F

ūw∗

)3/5

h2/5, (42)

onde F é um parâmetro de flutuabilidade definido como:

F = gVir
2
i

(Ti − Ta)
Ti

, (43)

sendo g é a aceleração da gravidade, Ti, Vi, ri e Ta são a temperatura da fonte, a
velocidade vertical de saı́da, raio da fonte e temperatura ambiente (BRIGGS, 1975).
Para condições moderadamente convectivas a ascensão da pluma é dada como:

∆H =

(
F

ūw2
d

)3/5 (
1 +

2Hs

∆H

)2

, (44)

que pode ser resolvida interativamente, onde wd = 0, 4w∗ é a velocidade média dos
downdrafts (correntes de ar descendentes). Para condições de estabilidade neutra
temos a expressão para ∆H:

∆H = 1, 3
F

ūw2
∗

3/5 (
1 +

Hs

∆H

)2/3

. (45)

(WEIL; BROWER, 1984) sugere que uma pluma tem a seguinte restrição para sua
ascensão:

∆H = 0, 62(h−Hs). (46)

Considerando o que foi exposto acima, (BRIGGS, 1975) sugere que o valor final de
∆H deve ser o valor mı́nimo obtido com as equações (43), (44) e (45). Esta sugestão
é a mais prudente, pois na medida em que o efeito de ascensão é maior, menores são
os valores de concentração obtidos para nı́veis próximos do solo, diminuindo o risco
de subestimar o valor destas concentrações.
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3.2 Análises estatı́sticas e comparações por estimadores es-
tatı́sticos entre dados observados e preditos

Na Estatı́stica Descritiva utilizam-se estimadores, para uma amostra utilizada para
estimar parâmetros da população.

O uso dos estimadores estatı́sticos é necessário, pois através deles é possı́vel
comparar as concentrações de poluentes observadas nos experimentos e as
concentrações preditas pelo modelo GILTT. Dentre as medidas de posição podemos
citar a média, a mediana e a moda e, dentre as medidas de dispersão podemos citar
a variância, o desvio padrão e o coeficiente de variação, lembrando que esse último
descreve a razão do desvio padrão pela média em termos percentuais. Quanto às
separatrizes, estas são descritas pelos quartis, que dividem o conjunto de dados em
quatro partes tais que o primeiro quartil é o valor que indica que 25% dos valores são
menores que ele, o segundo quartil é o valor que indica duas partes iguais a 50% dos
valores acima ou abaixo do mesmo, já o terceiro quartil é o valor que indica que 25%

dos valores são maiores que ele (CORREA, 2003; COSTA, 2015).
A fórmula destinada a estimar um parâmetro é chamada de estimador. Dada uma

amostra, o valor assumido pelo estimador é chamado de estimativa ou valor estimado
do parâmetro. As estimativas obtidas por esta fórmula variam de acordo com a amos-
tra selecionada, tanto nos valores quanto no tamanho.

A diferença entre estatı́stica e estimativa é que a estatı́stica é uma variável
aleatória, e a estimativa é um particular valor dessa variável aleatória.

Os parâmetros são em geral desconhecidos porque, na prática, não é possı́vel
observar toda a população (CORREA, 2003; SILVA, 2004). Como exemplo de estima-
dores temos a média populacional, mediana, moda, quartis, variância, desvio padrão
e coeficiente de variação (CORREA, 2003; SILVA, 2004). Outros ı́ndices estatı́sticos
avaliados neste trabalho, dados por Hanna e Panofsky (HANNA; PAINE, 1989; PA-
NOFSKY; DUTTON, 1984) que são: NMSE, r, FA2 , FB, FS, MG, VG, NMSEmin, NSD
e NRMSE(Raiz quadrada do erro quadrático médio). Tais estimadores são descritos
por:

• Erro quadrático médio normalizado ( NMSE ): informa sobre todos os desvios
entre as concentrações dos modelos e as concentrações observadas, É uma
estatı́stica adimensional, e seu valor deve ser o menor possı́vel para um bom
modelo,

NMSE =
(Co − Cp)2
CoCp

. (47)
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• Coeficiente de correlação (r):(HANNA; PAINE, 1989; PANOFSKY; DUTTON,
1984)

r =
(Co − C̄o)(Cp − C̄p)

σoσp
. (48)

O valor do coeficiente de correlação r tem a variação entre −1 e +1, ou seja,
está limitado entre os valores do intervalo [−1,+1] (CORREA, 2003).

• Fator de dois ( FA2 ): fração de dados (% normalizados a 1) que estão entre
0, 5 e 2. Quanto mais próximo de 1 este valor estiver, maior é a confiabilidade no
modelo.

FA2 = 0, 5 ≤ Cp
Co
≤ 2. (49)

• Fração de Inclinação ( FB ): informa a tendência do modelo de superestimar ou
subestimar as concentrações observadas, O valor ótimo é zero.

FB =
C̄o − C̄p

0, 5(C̄o + C̄p)
. (50)

• Desvio fracional padrão ( FS ): Fornece informações sobre a disseminação das
concentrações. O valor ótimo é zero.

FS =
σ̂o − σ̂p

0, 5(σ̂o + σ̂p)
. (51)

• Média geométrica (MG): indica erros sistemáticos, referindo-se a razão entre
dados previstos e dados observados, cujo valor ideal é 1.

MG = exp
(
lnCo − lnCp

)
. (52)

• Variância geométrica (VG): expressa a dispersão em uma distribuiição log-
normal, sendo uma medida de média relativa, refletindo erros sistemáticos e
aleatórios. O valor ideal é 1.

V G = exp(lnCo − lnCp)2. (53)

• Erro quadrático médio mı́nimo (NMSEmin): informa sobre todos os desvios
entre as concentrações preditas e as concentrações observadas e esse é mais
preciso que o estimador NMSE.

NMSEmin =
4FB2

4− FB2
. (54)
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• Desvio padrão normalizado (NSD):

NSD =
σCp
σCo

. (55)

• Raiz quadrada do erro quadrático médio (NRMSE):

NRMSE =

√
((Cp − C̄p)− (Co − C̄o))2

σCo
. (56)

• Assimetria: As medidas de assimetria referem-se à forma da curva de uma
distribuição de frequência, mais especificamente do polı́gono de frequência ou
do histograma (CORREA, 2003), (SILVA, 2004). Denomina-se assimetria o grau
de afastamento de uma distribuição da unidade de simetria.

• Curtose: A medida de curtose é o grau de achatamento (ou afilamento) de uma
distribuição em comparação com uma distribuição padrão. De acordo com o grau
de curtose, classificamos três tipos de curvas de frequência (SILVA, 2004) 9:

– Mesocúrtica: é uma curva básica de referência chamada curva padrão ou
curva normal, como na figura.

– Platicúrtica: é uma curva mais achatada (ou mais aberta) que a curva nor-
mal, como na figura.

– Leptocúrtica: é uma curva mais afilada que a curva normal, como na figura.

Figura 9: Gráficos de curtose.

Em muitas situações, torna-se interessante e útil estabelecer uma relação entre
duas variáveis. A matemática estabelece vários tipos de relações entre duas variáveis
aleatórias, no estudo estatı́stico, a relação entre duas ou mais variáveis denomina-se
correlação e a importância das correlações entre duas variáveis podem conduzir à
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descoberta de novos métodos, cujas estimativas são vitais em tomadas de decisões
(CORREA, 2003), (SILVA, 2004).

A configuração geométrica do diagrama de dispersão pode estar associada a uma
linha reta, chamada de correlação linear que é uma correlação entre duas variáveis,
cujo gráfico aproxima-se de uma linha. Essa é uma linha de tendência, porque procura
acompanhar a tendência da distribuição de pontos. Por outro lado, é também uma
linha média, porque procura deixar a mesma quantidade de pontos abaixo e acima da
linha (CORREA, 2003), (SILVA, 2004).

• Equação linear: O gráfico cartesiano que representa essa linha é denomi-
nado diagrama de dispersão. Para poder avaliar melhor a correlação entre as
variáveis, é interessante obter a equação da reta que é chamada de reta de re-
gressão e a equação que a representa é chamada de equação de regressão.
O diagrama de dispersão é construı́do de acordo com os dados amostrais de
n observações e a equação de regressão é dada pela expressão (CORREA,
2003), (SILVA, 2004):

Y = β0 + β1x . . .+ βnx . . .+ ε, (57)

onde β0 é o intercept, β1x é o coeficiente angular e ε é o resı́duo ou desvio.



4 ANÁLISES E COMPARAÇÕES ESTATÍSTICAS

Neste trabalho foi feita uma revisão e o desenvolvimento das equações de
advecção-difusão. Foram estudados os casos da equação de advecção-difusão bi-
dimensional estacionária com deposição de poluentes e sem deposição de poluentes,
bidimensional transiente, com deposição de poluentes e sem deposição de poluen-
tes e tridimensional. Em seguida, foram feitas simulações utilizando os dados dos
experimentos de Copenhagen, Hanford e Kinkaid, e os resultados numéricos foram
descritos através de tabelas e gráficos e comparados por estimadores estatı́sticos.
Foram usados nas simulações o software Fortran e para calcular os estimadores es-
tatı́sticos foram utilizados o Excel e o software SAS. O computador utilizado foi um
Dell Vostro 1320 com processador Intel(R)Core(TM) Duo CPU T6750 2.1GHz, com
memória RAM 4.0GB e sistema operacional Windows 7 de 64-bit.

A partir dos dados obtidos, além da predição pelo método GILTT, foram realiza-
das análises das concentrações observadas e preditas dos três experimentos (Co-
penhagen, Hanford e Kinkaid), através de estimadores estatı́sticos tais como: erro
quadrático médio normalizado (NMSE), coeficiente de correlação (r), desvio fracional
padrão (FB), fração de inclinação (FS), sendo que novos ı́ndices foram incorpora-
dos, os quais ainda não haviam sido utilizados para tais experimentos, como média
geométrica (MG), variância geométrica (VG), raiz normalizada do erro quadrático
médio (NRSME), erro quadrático médio mı́nimo (NMSEmin)), desvio padrão norma-
lizado (NSD), falso-negativo (FBfn), falso-positivo (FBfp), além de média, mediana,
variância, desvio padrão, separatrizes (primeiro quartil e terceiro quartil). Foi realizada
ainda a análise estatı́stica com base na análise da variância dos resı́duos entre os va-
lores observados e preditos pelo método, além de representações através de gráficos
de regressão, gráficos de dispersão, gráficos box plot e tabelas.

4.1 Resultados utilizando o experimento de Copenhagen

Os resultados foram gerados através da equação de advecção-difusão do tipo:
bidimensional estacionário, bidimensional transiente, tridimensional considerando
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uma Gaussiana na direção transversal e, tridimensional, utilizando os dados das
concentrações observadas do experimento de Copenhagen (GRYNING; LYCK, 1984;
GRYNING et al., 1987).

Os dados das concentrações observadas e as concentrações preditas pelo método
GILTT no experimento de Copenhagen estão dispostos na tabela 7. Foram utiliza-
dos os seguintes dados: de concentração integrados lateralmente para a equação
bidimensional estacionária (aqui denominado GILTT-1), para a equação bidimensional
transiente (aqui denominado GILTT-2), tridimensionais para a equação tridimensional
estacionária que aqui é resolvida assumindo-se que em y tem-se uma distribuição
Gaussiana da pluma como em (MOREIRA et al., 2009a)(aqui denominado GILTT-3) e
dados tridimensionais (aqui denominado GILTT-4).

Tabela 7: Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de
emissão (.10−4sm−2) e (.10−4sm−3), onde Cp1 , Cp2 , Cp3 e Cp4 , representam as concentrações
preditas pelos modelos e Co1 , Co2 , Co3 e Co4 representam as concentrações observadas expe-
rimentalmente, sendo (g/m2) a unidade de medida da concentração nos cenários bidimensio-
nais e (g/m3) a unidade de medida da concentração nos cenários tridimensionais

Dados Dados Dados Dados
GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3 GILTT-4

Exp. Dist (m) Co1 Cp1
Co2 Cp2

Co3 Cp3
Co4 Cp4

1 1900 6, 48 6, 84 6, 48 5, 53 10, 50 4, 53 10, 50 12, 22

3700 2, 31 3, 97 2, 31 3, 40 2, 14 1, 70 2, 14 4, 25

2 2100 5, 38 4, 65 5, 38 3, 46 9, 85 5, 41 9, 85 8, 23

4200 2, 95 3, 05 2, 95 2, 47 2, 83 2, 12 2, 83 2, 86

3 1900 8, 20 8, 14 8, 20 7, 47 16, 33 8, 83 16, 33 16, 49

3700 6, 22 5, 19 6, 22 4, 78 7, 95 3, 68 7, 95 5, 66

5400 4, 30 3, 98 4, 30 3, 77 3, 76 2, 26 3, 76 3, 29

4 4000 11, 66 9, 24 11, 66 9, 02 15, 71 14, 30 15, 71 10, 44

5 2100 6, 72 8, 58 6, 72 8, 98 12, 11 17, 69 12, 11 16, 24

4200 5, 84 6, 71 5, 84 6, 31 7, 24 8, 55 7, 24 7, 09

6100 4, 97 5, 39 4, 97 5, 04 4, 75 5, 43 4, 75 3, 96

6 2000 3, 96 3, 51 − − 7, 44 5, 75 7, 44 6, 80

4200 2, 22 2, 50 − − 3, 37 2, 38 3, 37 2, 39

5900 1, 83 1, 98 − − 1, 74 1, 50 1, 74 1, 49

7 2000 6, 70 4, 67 6, 70 3, 53 9, 48 4, 25 9, 48 8, 66

4100 3, 25 2, 76 2, 25 2, 37 2, 62 1, 53 2, 62 2, 67

5300 2, 23 2, 23 2, 23 1, 95 1, 15 1, 05 1, 15 1, 70

8 1900 4, 16 4, 83 4, 16 4, 45 9, 76 5, 99 9, 76 10, 04

3600 2, 02 3, 27 2, 02 3, 17 2, 64 2, 75 2, 64 4, 04

5300 1, 52 2, 63 1, 52 2, 56 0, 98 1, 77 0, 98 2, 23

9 2100 4, 58 4, 45 4, 58 3, 18 8, 52 5, 02 8, 52 7, 83

4200 3, 11 2, 91 3, 11 2, 29 2, 66 1, 95 2, 66 2, 72

6000 2, 59 2, 19 2, 59 1, 80 1, 98 1, 15 1, 98 1, 47
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As estimativas relacionadas a média revelaram a partir do teste t de Student para
os cenários GILTT-1, GILTT-2, GILTT-3 e GILTT-4, a existência ou inexistência de
diferença entre os valores das concentrações observadas e das concentrações predi-
tas. Nos cenários bidmensionais observou-se que não diferem significativamente, a
5% de probabilidade, as concentrações observadas das concentrações preditas pelo
método GILTT, do poluente hexafluoreto de enxofre. No que se refere aos cenários tri-
dimensionais, o cenário GILTT-4 não tem diferença significativa a 5% de probabilidade
entre as concentrações observadas e preditas, para o cenário GILTT-3 apresentou
diferença significativa a 5% de probabilidade entre as concentrações observadas e
preditas do poluente.

A mediana nos quatro cenários serviu para caracterizar os conjuntos de dados
das concentrações observadas e preditas pelo método, dando uma ideia melhor da
distribuição das concentrações.

A caracterização indicada pelo primeiro quartil mostrou que as concentrações ob-
servadas no cenário GILTT-1 apresenta uma separatriz de valor superior ao do cenário
GILTT-2 e que as concentrações preditas apresentam separatrizes de mesmo valor
para os dois cenários bidimensionais. Nos cenários tridimensionais as separatrizes
apresentam mesmo valor para as concentrações observadas e para as concentrações
preditas.

Quanto a caracterização dada pelo terceiro quartil nos cenários bidimensionais, foi
verificado que a separatriz no conjunto das concentrações observadas apresentam
um valor inferior para o cenário GILTT-2 e um valor inferior para o cenário GILTT-1
no conjunto das concentrações preditas. Nos cenários tridimensionais os valores das
separatrizes são os mesmos tanto para o conjunto das concentrações observadas
quanto para o conjunto das concentrações preditas.

Verifica-se que nenhum dos cenários apresenta simetria, sendo que o cenário
GILTT-1 possui uma assimetria positiva tanto para as concentrações observadas
quanto para as concentrações preditas, já o cenário GILTT-2 possui uma assimetria
negativa para as concentrações observadas e positiva para as concentrações predi-
tas, enquanto para os cenários GILTT-3 e GILTT-4 as assimetrias são positivas tanto
para as concentrações observadas quanto para a preditas.

O coeficiente de variação é uma medida de dispersão relativa, empregada para
estimar a precisão dos experimentos e representa o desvio padrão expresso como
porcentagem da média, descrevendo o quanto os valores estão dispersos. Foi ve-
rificado que os valores observados das concentrações apresentaram uma dispersão
inferior a 50% para os cenários bidimensionais (GILTT-1 e GILTT-2) e uma dispersão
superior a 80% para os cenários tridimensionais (GILTT-3 e GILTT-4).

Foram realizadas análises estatı́sticas da variância e os resultados foram descritos
por meio do teste F, indicando tanto para os cenários bidimensionais (GILTT-1 e GILTT-
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2) quanto para os cenários tridimensionais (GILTT-3 e GILTT-4) que não existe uma
diferença significativa a 5% de probabilidade entre as concentrações observadas e
preditas, o que significa que os modelos contribuem significativamente na predição do
poluente hexafluoreto de enxofre.

A partir do desvio padrão foi observado que nos cenários bidimensionais as
concentrações observadas e as concentrações preditas estão mais próximas da média
para o cenário GILTT-1. Nos cenários tridimensionais as concentrações observadas
não apresentam diferenças. As concentrações preditas estão mais próximas da média
para o cenário GILTT-3.

O coeficiente de correlação para as concentrações de hexafluoreto de enxofre ob-
servadas e preditas descrito na tabela 9, mede o grau da correlação entre as duas
concentrações e que comumente assume valores entre -1 e 1, sendo que valor 1 in-
dica uma correlação perfeita positiva, valor -1 indica uma correlação negativa perfeita.

Observou-se na tabela 9 que para os cenários bidimensionais, o GILTT-1 apresen-
tou uma correlação muito forte entre as concentrações observadas e preditas (supe-
rior a 0,9) e o GILTT-2 apresentou uma correlação forte (entre 0,7 e 0,9). Já para os
cenários tridimensionais, o GILTT-3 apresentou uma correlação forte (entre 0,7 e 0,9)
e o GILTT-4 uma correlação muito forte entre as concentrações observadas e preditas
(superior a 0,9).

Tabela 9: Correlação dos valores das concentrações observadas e preditas dos quatro
cenários: GILTT-1, GILTT-2, GILTT-3 e GILTT-4, para o experimento de Copenhagen

Correlação GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3 GILTT-4
r 0, 91 0, 80 0, 80 0, 93
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Observa-se na tabela 10 as avaliações dos estimadores estatı́sticos FS, NMSE,
FA2 e FB.

Tabela 10: Utilizando os dados de concentrações observados (O) e os dados de
concentrações preditas (P) do experimento de Copenhagen para os quatro cenários: GILTT-1,
GILTT-2, GILTT-3 e GILTT-4

Modelos NMSE FA2 FB FS
GILTT-1 0, 05 1, 00 −0, 01 0, 14

GILTT-2 0, 12 1, 00 0, 11 0, 13

GILTT-3 0, 33 0, 87 0, 28 0, 09

GILTT-4 0, 08 0, 96 0, 02 0, 03

Os ı́ndices FB com valores negativos indicam que, de maneira geral, as
concentrações observadas são superestimadas pelas concentrações preditas pelo
método GILTT e com valores positivos indicam que as concentrações obtidas tendem
a subestimar os valores as concentrações observadas. O cenário GILTT-1 apresenta
valor negativo e valores positivos para os cenários GILTT-2, GILTT-3 e GILTT-4, em-
bora para todos os valores de FB são bastante próximos de zero, como pode ser visto
na tabela 10.

Os valores positivos de FS indicam que em todos os cenários as concentrações
preditas subestimam o espalhamento das concentrações observadas. Observa-se
ainda que todos os valores são próximos de zero.

Os pequenos valores do estimador estatı́stico NMSE indicam que as
concentrações obtidas e observadas estão bastante próximas.

Verifica-se ainda que os valores de FA2 mostram a porcentagem das
concentrações preditas que ficaram entre a metade e o dobro das concentrações ob-
servadas, sendo que todos os valores são muito próximos de 100%.

Percebe-se que os valores do estimador NMSE são aproximadamente zero para
os quatro cenários. Os estimadores r e FA2 tem valores próximos de 1 e estimadores
FB e FS são próximos de zero tanto para os cenários bidimensionais quanto para os
cenários tridimensionais, dando a perspectiva de uma boa performance para o método
utilizados na predição das concentrações do hexafluoreto de enxofre (HANNA; PAINE,
1989; PIMENTEL-GOMES, 2009).
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Na tabela 11 são descritos os valores dos novos estimadores estatı́sticos propos-
tos: NMSEmin, MG, VG, NSD, NRMSE, FBfn e FBfp.

Tabela 11: Utilizando os dados de concentrações observados (Co) e os dados de
concentrações preditas (Cp) do experimento de Copenhagen para os quatro cenários: GILTT-
1,GILTT-2, GILTT-3 e GILTT-4

Estimadores GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3 GILTT-4
MNSEmin 0, 00 0, 01 0, 081 0, 00

MG 0, 96 1, 08 1, 36 0, 98

V G 1, 06 1, 1 1, 25 1, 10

FBfn 0, 08 0, 20 0, 35 0, 10

FBfp 0, 08 0, 09 0, 07 0, 08

FBfn − FBfp −0, 00 0, 11 0, 28 0, 02

FBfn + FBfp 0, 16 0, 29 0, 41 0, 18

NSD 0, 87 0, 88 0, 92 0, 97

NRMSE 0, 41 0, 48 0, 60 0, 37

Os valores do estimador estatı́stico MG encontram-se bastante próximos de 1 in-
dicando assim que os cenários apresentam um baixo desvio médio relativo, ou seja,
que não existem grandes erros sistemáticos no método, sendo que o cenário GILTT-1
apresenta o menor desvio dos cenários bidimensionais e o cenário GILTT-4 apresenta
o menor desvio para os cenários tridimensionais. Os valores do estimador estatı́stico
VG são razoavelmente próximos de 1 indicando que a dispersão dos valores é pe-
quena e que o método não apresenta grandes erros sistemáticos ou aleatórios, sendo
essa caracterı́stica mais representativa no cenário GILTT-1 nos casos bidmensionais
e no cenário GILTT-4 nos casos tridimensionais. Os valores do estimador estatı́stico
NSD apresentam-se próximos de 1, indicando que a variação dos valores não estão
distantes do valor da média no conjunto de valores, ou seja, que não existem grandes
erros aleatórios. O estimador estatı́stico NRMSE apresenta valores razoavelmente
próximos de zero, sinalizando poucos erros aleatórios para os cenários bidimensio-
nais e tridimensionais, sendo que o cenário GILTT-3 apresenta o valor mais distante
de zero, ou seja, o que apresenta mais erros aleatórios.

Os valores dos estimadores r, NRSME e NSD, quando avaliados juntamente, aten-
dendo aos parâmetros ideais, nos levam a uma maior confiabilidade na avaliação da
performance do método. Dessa forma, ao fazermos uma análise conjunta de tais esti-
madores pode-se concluir que é esperado que apresente uma melhor performance o
cenário GILTT-1 para o caso dos cenários bidimensionais e o cenário GILTT-4 para o
caso dos cenários tridimensionais.
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Nas figuras 10 e 11 podem ser observados os gráficos de regressão para os
cenários bidimensionais e tridimensionais do experimento de Copenhagen. Os
gráficos de regressão expressam a relação entre as concentrações observadas e pre-
ditas, sendo os β1 = 1, β0 = 0 e R2 = 1 os valores ideais.

Figura 10: Gráficos de regressão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois
cenários bidimensionais.
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Figura 11: Gráficos de regressão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois
cenários tridimensionais.
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Nas figuras 12 e 13 são apresentados através de gráficos box-plot os resultados
da análise estatı́stica das concentrações observadas e preditas referentes aos quatro
cenários do experimento de Copenhagen. Tais gráficos representam valores máximo
e mı́nimo, além da mediana.

Figura 12: Gráfico box plot referente aos dados de Copenhagen observados e preditos
pelos dois cenários bidimensionais.
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Figura 13: Gráfico box plot referente aos dados de Copenhagen observados e preditos
pelos dois cenários tridimensionais.
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Nas figuras 14 e 15 observa-se que existe uma menor dispersão no cenário GILTT-
1 entre os bidimensionais e no cenário GILTT-4 entre os tridimensionais, indicando
que tais cenários ajustam-se melhor ao conjunto de dados na predição (SILVA, 2004),
(DEMETRIUS, 1978), valores estes referentes aos valores de componentes da taxa
de emissão do poluente hexafluoreto de enxofre em (.10−4sm−2).

Figura 14: Dispersão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois cenários
bidimensionais.
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Figura 15: Dispersão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois cenários
tridimensionais.



67

Com a análise estatı́stica do conjunto de dados referentes as concentrações ob-
servadas e preditas, buscou-se descrever sobre o grau de posição e variação entre os
valores das concentrações preditas e as concentrações que de fato foram observadas.

4.2 Resultados utilizando o experimento de Hanford

Os resultados foram gerados através da equação de advecção-difusão nos
cenários: bidimensional estacionário, com e sem deposição , bidimensional transi-
ente, com e sem deposição, utilizando os dados das concentrações observadas do
experimento de Hanford (DORAN; HORST, 1985).

Foram utilizados os dados das concentrações observadas no experimento de Han-
ford e preditas pelo método GILTT, utilizando a equação de advecção-difusão nos ca-
sos: bidimensional estacionário com deposição (aqui denominado GILTT-I), bidimensi-
onal estacionário sem deposição (aqui denominado GILTT-II), bidimensional transiente
com deposição (aqui denominado GILTT-III) e bidimensional transiente sem deposição
(aqui denominado GILTT-IV).

Podem ser observadas na tabela 12 as concentrações observadas no experimento
de Hanford e as concentrações preditas pelo método GILTT.

Tabela 12: Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de
emissão (.10−4sm−3), onde Cp1 , Cp2 , Cp3 e Cp4 representam as concentrações preditas pelo
método e Co1 , Co2 , Co3 e Co4 representam as concentrações observadas experimentalmente

Dados Dados Dados Dados
GILTT-I GILTT-II GILTT-III GILTT-IV

(Estac. com dep.) (Estac.sem dep.) (Trans. com dep.) (Trans. sem dep.)
Exp. Arc(m) Co1

Cp1
Co2

Cp2
Co3

Cp3
Co4

Cp4

1 800 0, 60 0, 78 3, 70 7, 12 0, 60 0, 72 3, 70 6, 79

1600 0, 46 0, 71 2, 10 4, 11 0, 46 0, 65 2, 10 4, 19

3200 0, 45 0, 62 1, 30 2, 46 0, 45 0, 56 1, 30 2, 47

2 800 0, 58 0, 57 12, 90 17, 76 0, 58 0, 62 12, 90 18, 22

1600 0, 36 0, 49 9, 10 11, 10 0, 36 0, 49 9, 10 11, 14

3200 0, 32 0, 42 7, 20 7, 15 0, 32 0, 35 7, 20 7, 12

3 800 0, 52 0, 68 5, 90 12, 92 0, 52 0, 75 5, 90 13, 02

1600 0, 40 0, 59 3, 30 7, 96 0, 40 0, 62 3, 30 8, 10

3200 0, 37 0, 50 1, 80 5, 09 0, 37 0, 46 1, 80 5, 04

4 800 0, 40 0, 57 20, 10 24, 25 0, 40 0, 60 20, 10 24, 81

1600 0, 33 0, 49 13, 10 15, 36 0, 33 0, 47 13, 10 15, 41

3200 0, 34 0, 42 9, 20 10, 01 0, 34 0, 33 9, 20 10, 00

5 800 0, 50 0, 60 10, 50 16, 29 0, 50 0, 66 10, 50 16, 87

1600 0, 39 0, 52 8, 60 10, 05 0, 39 0, 53 8, 6 9, 92

3200 0, 44 0, 45 6, 60 6, 47 0, 44 0, 38 6, 60 6, 52

6 800 0, 54 0, 64 13, 40 12, 58 0, 54 0, 71 13, 40 12, 81

1600 0, 41 0, 54 6, 20 7, 97 0, 41 0, 56 6, 20 7, 97

3200 0, 40 0, 45 3, 10 5, 32 0, 40 0, 39 3, 10 5, 37

Dispôs-se as avaliações de média, mediana, coeficiente de variação, variância e
desvio padrão, simetria, curtose, quartis e correlação na tabela 13.
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As estimativas relacionadas a média revelaram a partir do teste t de Student para
os cenários GILTT-I, GILTT-II, GILTT-III e GILTT-IV, a inexistência de diferença signifi-
cativa a 5% de probabilidade entre os valores das concentrações observadas e das
concentrações preditas do poluente hexafluoreto de enxofre e ZnS.

Para a caracterização dos conjuntos de dados das concentrações observadas e
das concentrações preditas por esses modelos foi utilizada a mediana, dando uma
ideia melhor da distribuição das concentrações.

Indicada pelo primeiro quartil, a caracterização dos cenários GILTT-I e GILTT-III
mostrou que as concentrações observadas e preditas apresentam separatrizes de
baixo valor, sendo o menor valor para as concentrações observadas e as separatrizes
dos cenários GILTT-II e GILTT-IV apresentaram valores cujas concentrações preditas
apresentam separatrizes de maior valor.

A caracterização dada pelo terceiro quartil nos quatro cenários apresentam sepa-
ratrizes nos conjuntos das concentrações observadas com valores inferiores às sepa-
ratrizes dos conjuntos das concentrações preditas.

Verifica-se que os cenários GILTT-I e GILTT-III são simétricos para as
concentrações observadas e preditas, entretanto os cenários GILTT-II e GILTT-IV pos-
suem uma assimetria positiva tanto para as concentrações observadas quanto para
as concentrações preditas.

Foi verificado que os valores observados e preditos das concentrações apresen-
taram uma dispersão bastante baixa para os cenários GILTT-I e GILTT-III e uma dis-
persão superior a 50% para os cenários GILTT-II e GILTT-IV.

Os cenários GILTT-I e GILTT-III apresentaram uma baixa variação para as
concentrações observadas e para as concentrações preditas, enquanto os cenários
GILTT-II e GILTT-IV apresentaram uma alta variação para as concentrações observa-
das e para as concentrações preditas.

As concentrações observadas e as concentrações preditas nos cenários GILTT-
I e GILTT-III estão mais próximas da média e mais distantes da média para os
cenários GILTT-II e GILTT-IV tanto para as concentrações observadas quanto para
as concentrações preditas.
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O coeficiente de correlação para as concentrações de hexafluoreto de enxofre ob-
servadas e preditas está descrito na tabela 14, indicando que existem correlações su-
periores a 78% entre as concentrações observadas e preditas para os quatro cenários.

Tabela 14: Correlação dos valores das concentrações observadas e preditas dos quatro
cenários, GILTT-I, GILTT-II, GILTT-III e GILTT-IV, para o experimento de Hanford

Correlação GILTT-I GILTT-II GILTT-III GILTT-IV
r 0, 78 0, 92 0, 78 0, 92

Foram realizadas análises estatı́sticas da variância e os resultados foram descritos
por meio do teste F, indicando para os quatro cenários que não existe uma diferença
significativa a 5% de probabilidade entre as concentrações observadas e preditas do
poluente hexafluoreto de enxofre.

Observa-se na tabela 15 as avaliações dos estimadores estatı́sticos FS, NMSE,
FA2 e FB.

Tabela 15: Utilizando os dados de concentrações observados (Co) e os dados de
concentrações preditas (Cp) do experimento de Hanford para os quatro cenários GILTT-I,
GILTT-II, GILTT-III e GILTT-IV

Cenários NMSE FA2 FB FS
GILTT-I 0, 08 1, 00 −0, 25 −0, 19

GILTT-II 0, 14 0, 83 −0, 28 −0, 10

GILTT-III 0, 08 1, 00 −0, 23 −0, 43

GILTT-IV 0, 15 0, 83 −0, 29 −0, 13

Os quatro cenários apresentam valores negativos, embora para todos os valores
de FB sejam bastante próximos de zero, como pode ser observado na tabela 15,
sinalizando assim que as concentrações observadas superestimam as concentrações
preditas.

Os valores de FS são negativos para os quatro cenários indicam que todos os
cenários subestimam o espalhamento das concentrações observadas. Observa-se
ainda que todos os valores são próximos de zero, o que mostra que os dados preditos
pelo método superestimam as concentrações observadas.

A proximidade entre as concentrações observadas e preditas é sinalizada pelos
baixos valores encontrados para o estimador estatı́stico NMSE.

Os valores encontrados para FA2 indicam que a porcentagem das concentrações
preditas que ficaram entre a metade e o dobro das concentrações observadas, pois
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os valores são muito próximos ou iguais a 100%.
Percebe-se que os valores do estimador NMSE são aproximadamente zero para

os quatro cenários. Os estimadores r e FA2 tem valores próximos de 1 e estimadores
FB e FS são próximos de zero para todos os cenários, indicando assim a perspectiva
de uma boa performance para os cenários utilizados na predição das concentrações
do hexafluoreto de enxofre (PIMENTEL-GOMES, 2009), (HANNA; PAINE, 1989).

Na tabela 16 estão descritos os valores dos novos estimadores estatı́sticos pro-
postos: NMSEmin, MG, VG, NSD, NRMSE, FBfn e FBfp.

Tabela 16: Utilizando os dados de concentrações observados (Co) e os dados de
concentrações preditas (Cp) do experimento de Hanford, como sugestão de novos estima-
dores, para os quatro cenários GILTT-I, GILTT-II, GILTT-III e GILTT-IV

Estimadores GILTT-I GILTT-II GILTT-III GILTT-IV
MNSEmin 0, 06 0, 08 0, 05 0, 09

MG 0, 78 0, 68 0, 80 0, 68

V G 0, 78 1, 29 1, 08 1, 29

FBfn 0, 00 0, 01 0, 01 0, 00

FBfp 0, 25 0, 29 O, 24 0, 30

FBfn − FBfp −0, 25 −0, 28 −0, 23 −0, 29

FBfn + FBfp 0, 25 0, 30 0, 25 0, 30

NSD 1, 21 1, 11 1, 55 1, 14

NRMSE 0, 14 0, 08 0, 97 0, 43

Os valores do estimador estatı́stico MG encontram-se razoavelmente próximos de
1 indicando assim que os cenários não apresentam um alto desvio médio relativo,
sendo que o cenário GILTT-I apresenta o menor desvio dos cenários com deposição
de poluentes e o cenário GILTT-III apresenta o menor desvio para os cenários sem
deposição de poluentes. Os valores do estimador estatı́stico VG são razoavelmente
próximos de 1 indicando que a dispersão dos valores é pequena, sendo essa ca-
racterı́stica mais representativa no cenário GILTT-I nos casos com deposição de po-
luentes e no cenário GILTT-III nos casos tridimensionais. Os valores do estimador
estatı́stico NSD apresentam-se próximos de 1, indicando que a variação dos valo-
res não estão distantes do valor da média no conjunto de valores, ou seja, que não
existem grandes erros aleatórios. O estimador estatı́stico NRMSE apresenta valores
razoavelmente próximos de zero, sinalizando poucos erros aleatórios para os cenários
bidimensionais e tridimensionais, sendo que o cenário GILTT-3 apresenta o valor mais
distante de zero, ou seja, o que apresenta mais erros aleatórios.

Os valores de correlação r, NRSME e NSD, quando avaliados juntamente, aten-
dendo aos parâmetros ideais, nos levam a uma maior confiabilidade na avaliação da
performance do método. Dessa forma, ao fazermos uma análise conjunta de tais
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estimadores pode-se concluir que o cenário que apresenta melhor performance é o
GILTT-1 para o caso dos cenários bidimensionais e o GILTT-4 para o caso dos cenários
tridimensionais.

Os gráficos de regressão para o experimento de Hanford podem ser observados
nas figuras 16 e 17.

Figura 16: Gráficos de regressão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois
cenários bidimensionais com deposição de poluentes.
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Figura 17: Gráficos de regressão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois
cenários bidimensionais sem deposição de poluentes.
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Nas figuras 18 e 19 são demonstrados os resultados da análise estatı́stica dos
dados referentes aos modelos GILTT dos experimentos de Hanford, com os dados
observados e preditos pelo método.

Figura 18: Gráfico box plot referente aos dados de Hanford observados e preditos pelo
método GILTT.
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Figura 19: Gráfico box plot referente aos dados de Hanford observados e preditos pelo
método GILTT.
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Com a análise estatı́stica do conjunto de dados busca-se descrever sobre o grau de
posição e variação entre os valores preditos e os dados que de fato foram observados.

As figuras 20 e 21, apresentam a dispersão, ou seja, a incerteza presente no con-
junto de dados dos dados observados e preditos pelo método GILTT, e a partir da
qual pode-se inferir que para o método GILTT os ajustes foram semelhantes quanto a
dispersão dos dados observados e preditos, ou seja, demonstrou pouca distorção na
predição de valores de componentes da taxa de emissão do poluente hexafluoreto de
enxofre em (.10−4sm−2).

Figura 20: Dispersão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois cenários
com deposição de poluentes.
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Figura 21: Dispersão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois cenários
sem deposição de poluentes.



78

4.3 Resultados utilizando o experimento de Kinkaid

Foram utilizados os dados das concentrações observadas no experimento de Kin-
kaid e preditas pelo método GILTT, para a equação de advecção-difusão tridimensional
(aqui denominados 3D-GILTT e GILTTG) (HANNA; PAINE, 1989).

Nas tabelas 17, 18, 19 e 20 estão descritos os dados das concentrações
observadas e preditas dos cenários 3D-GILTT e GILTTG.

Tabela 17: Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de
emissão (.10−4sm−2), onde Cp1 e Cp2 representam as concentrações preditas pelo método e
Co1 e Co2 representam as concentrações observadas experimentalmente (Parte 1)

Dados
3D-GILTT

Exp. Distância (m) Co1 Cp1 Exp. Distância (m) Co1 Cp1

1 3000 59,30 58,89 24 3000 45,60 34,74
5000 30,30 43,03 5000 41,70 31,20
7000 17,20 32,57

2 3000 165,50 261,42 25 3000 40,00 89,97
5000 182,70 166,80 15000 52,40 46,64
7000 132,60 120,12 20000 48,90 34,99

3 3000 158,60 215,95 26 5000 38,30 17,84
5000 117,50 141,44 15000 27,00 18,62
7000 89,20 102,55 20000 21,60 14,33

4 3000 136,30 131,20 27 1000 49,80 2,35
7000 68,00 69,09 5000 26,10 10,01

10000 63,30 98,04
5 3000 117,10 128,60 28 1000 13,61 66,08

5000 89,00 89,62 3000 36,80 80,04
7000 101,90 66,49 5000 47,00 56,72

10000 77,80 94,17 7000 43,00 42,43
15000 22,70 40,39

6 10000 58,00 65,71 29 3000 47,80 93,79
5000 66,80 65,25
7000 49,40 48,44

15000 16,10 45,89
20000 21,50 34,43

7 10000 79,60 48,90 30 3000 10,20 94,55
5000 20,80 66,99
7000 25,80 50,13

15000 16,00 47,72
20000 14,10 35,81

8 7000 52,60 31,61 31 15000 28,50 45,68
10000 63,10 51,33 20000 22,40 34,28

9 5000 89,00 121,43 32 15000 25,10 44,28
20000 26,50 33,24

10 2000 69,20 113,53 33 15000 19,40 41,90
5000 69,10 72,71 20000 21,70 31,48

10000 49,00 78,13
11 10000 51,40 51,1 34 20000 10,40 40,51
12 10000 10,80 26,45 35 20000 65,60 31,03

50000 28,30 12,42
continua
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Tabela 18: Continuação (Parte 2)

Dados
3D-GILTT

Exp. Distância (m) Co1 Cp1 Exp. Distância (m) Co1 Cp1
13 5000 117,60 75,76 36 20000 49,00 20,13

7000 88,20 58,87 50000 18,20 8,06
10000 73,00 85,56

14 5000 135,00 43,12 37 10000 44,20 26,35
7000 65,00 35,36 20000 32,60 12,36

10000 73,30 53,52 30000 16,10 8,19
50000 12,00 4,91

15 3000 66,10 36,29 38 3000 73,60 48,99
5000 52,30 34,12 10000 73,60 36,86
7000 31,50 28,49 20000 27,80 18,43

10000 41,20 43,80 30000 26,10 12,29

16 2000 58,00 10,88 39 10000 22,50 34,62
3000 67,00 17,58 30000 24,80 11,75
5000 31,50 19,31 50000 11,60 7,05

10000 23,60 26,66
15000 20,00 19,09

17 20007 38,90 11,00 40 5000 26,60 29,13
20000 30,70 15,60

3000 57,10 17,79 30000 15,00 10,39
5000 44,60 18,43 50000 10,50 6,24

18 2000 56,20 12,35 41 5000 12,40 22,53
5000 47,40 18,68 20000 26,80 16,06
7000 89,20 102,55 30000 24,80 10,81

50000 9,60 6,50
19 2000 39,60 5,97 42 2000 72,00 189,16

3000 48,70 12,83 3000 105,50 151,50
5000 50,10 15,67 7000 117,90 73,36

15000 37,40 68,76
20 3000 85,70 49,35 43 1000 91,30 113,08

5000 75,80 40,95 3000 105,60 115,08
7000 97,10 32,66 5000 75,80 79,40

10000 70,70 48,52 7000 59,70 58,66
15000 34,50 33,15 15000 63,90 55,37

21 3000 55,30 74,51 44 1000 75,90 75,35
5000 110,90 55,53 2000 95,80 109,53
7000 64,80 42,42 3000 82,50 96,36

10000 54,70 61,14 7000 82,50 51,68
15000 37,00 41,12 15000 45,50 49,23

22 3000 56,10 30,77 45 1000 109,00 48,39
5000 43,20 26,24 7000 70,10 44,28
7000 47,00 20,67 15000 43,50 42,78

10000 34,50 30,39
15000 32,90 20,78

23 3000 71,40 35,68 46 1000 37,70 39,64
5000 53,70 30,04 2000 183,40 76,73
7000 48,90 23,89 3000 202,90 73,57

10000 22,30 35,51 7000 56,00 42,91
15000 18,10 24,41 15000 28,00 41,86

47 2000 94,20 46,42
3000 37,30 52,20
7000 41,10 35,32
15000 37,90 36,13
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Tabela 19: Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de
emissão (.10−4sm−2), onde Cp1 e Cp2 representam as concentrações preditas pelo método e
Co1 e Co2 representam as concentrações observadas experimentalmente (Parte 1)

Dados
GILTTG

Exp. Distância (m) Co1
Cp1

Exp. Distância (m) Co1
Cp1

1 3000 59,30 42,77 24 3000 45,60 28,88
5000 30,30 39,25 5000 41,70 33,54
7000 17,20 34,22

2 3000 165,50 262,12 25 3000 40,00 96,20
5000 182,70 209,39 5000 52,40 50,94
7000 132,60 175,47 20000 48,90 43,69

3 3000 158,60 203,34 26 5000 38,30 19,35
5000 117,50 166,41 15000 27,00 16,61
7000 89,20 140,25 20000 21,60 14,52

4 3000 136,30 129,92 27 1000 49,80 0.17
7000 68,00 98,98 5000 26,10 10.49

10000 63,30 82,47
5 3000 117,10 108,26 28 1000 13,60 24,69

5000 89,00 94,14 3000 36,80 55,33
7000 101,90 80,99 5000 47,00 48,96

10000 77,80 67,37 7000 43,00 42,44
15000 22,70 28,54

6 10000 58,00 59,62 29 3000 47,80 61,53
5000 66,80 53,42
7000 49,40 45,98

15000 16,10 30,81
20000 21,50 26,44

7 10000 79,60 42,91 30 3000 10,20 64,46
5000 20,80 57,03
7000 25,80 49,44

15000 16,00 33,25
20000 14,10 28,52

8 7000 52,60 50,03 31 15000 28,50 39,63
10000 63,10 47,65 20000 22,40 33,98

9 5000 89,007 212,66 32 15000 25,10 40,31
20000 26,50 34,55

10 2000 69,20 79,09 33 15000 19,40 40,64
5000 69,10 76,81 20000 21,70 34,83

10000 49,00 56,07
11 10000 51,40 54,17 34 20000 10,40 44,66
12 10000 10,80 22,31 35 20000 65,60 52,59

50000 28,30 32,39
continua
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Tabela 20: Continuação (Parte 2)

Dados
GILTTG

Exp. Distância (m) Co1 Cp1 Exp. Distância (m) Co1 Cp1

13 5000 117,60 135,35 36 20000 49,00 24,31
7000 88,20 121,77 50000 18,20 14,95

10000 73,00 103,66
14 5000 135,00 69,48 37 10000 44,20 19,82

7000 65,00 66,03 20000 32,60 12,39
10000 73,30 58,44 30000 16,10 9,81

50000 12,00 7,45
15 3000 66,10 38,65 38 3000 73,60 63,87

5000 52,30 47,11 10000 73,60 40,58
7000 31,50 45,72

20000 27,80 27,36
10000 41,20 41,06 30000 26,10 21,93

16 2000 58,00 6,36 39 10000 22,50 38,74
3000 67,00 14,64 30000 24,80 21,24
5000 31,50 21,94 50000 11,60 16,16

10000 23,60 20,87
15000 20,00 17,78

17 2000 38,90 7,14 40 5000 26,60 48,31
3000 57,10 15,45 20000 30,70 23,29
5000 44,60 21,66 30000 15,00 18,59

50000 10,50 14,12
18 2000 56,20 7,51 41 5000 12,40 38,37

5000 47,40 22,21 20000 26,80 25,17
30000 24,80 20,28
50000 9,60 15,40

19 2000 39,60 4,06 42 2000 72,00 142,72
3000 48,70 11,24 3000 105,50 136,55
5000 50,10 19,07 7000 117,90 95,90

15000 737,40 63,85
20 3000 85,70 43,40 43 1000 91,30 56,95

5000 75,80 45,80 3000 105,60 102,39
7000 97,10 42,29 5000 75,80 88,15

10000 70,70 36,75 7000 59,70 75,54
15000 34,50 30,06 15000 63,90 50,47

21 3000 55,30 55,62 44 1000 75,90 36,49
5000 110,90 51,97 2000 95,80 80,32
7000 64,80 45,97 3000 82,50 85,49

10000 54,70 38,83 7000 82,50 66,34
15000 37,00 31,36 15000 45,50 44,64

22 3000 56,10 31,98 45 1000 109,00 19,78
5000 43,20 35,25 7000 70,10 50,59
7000 47,00 32,12 15000 43,50 34,42

10000 34,50 27,43
15000 32,90 22,29

23 3000 71,40 33,40 46 1000 37,70 15,05
5000 53,70 36,21 2000 183,40 48,50
7000 48,90 33,30 3000 202,90 57,24

10000 22,30 28,86 7000 56,00 48,52
15000 18,10 23,68 15000 28,00 33,29

47 2000 94,20 30,99
3000 37,30 44,21
7000 41,10 44,20
15000 37,90 31,64

Dispõe-se na tabela 21 as avaliações de média, mediana, coeficiente de variação,
variância e desvio padrão, simetria, curtose, quartis.



82

Ta
be

la
21

:
U

til
iz

an
do

os
da

do
s

de
co

nc
en

tra
çõ
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A partir das médias das concentrações observadas e preditas foram realizadas
análises estatı́sticas e as estimativas revelaram para o teste t de Student, nos

cenários 3D-GILTT e GILTTG, a inexistência de diferença, a 5% de probabilidade,
entre os valores das concentrações observadas e das concentrações preditas da

dispersão do poluente hexafluoreto de enxofre na atmosfera.
A caracterização dos conjuntos de dados das concentrações observadas e das

concentrações preditas por esse método foi dada também pela mediana, dando uma
ideia melhor da dispersão das concentrações.

A caracterização indicada pelo primeiro quartil nos cenários 3D-GILTT e GILTTG
mostrou que as concentrações observadas e preditas apresentam separatrizes de

baixo valor, sendo o menor valor para as concentrações preditas para os dois
cenários.

A caracterização dada pelo terceiro quartil nos dois cenários apresentam
separatrizes relativamente altas no conjunto das concentrações observadas e no

conjunto das concentrações preditas.
Verifica-se que os cenários 3D-GILTT e GILTTG não são simétricos, porém

apresentam assimetria positiva para as concentrações observadas e para as
concentrações preditas tanto para o cenário 3D-GILTT quanto para o cenário GILTTG.
Foi verificado que os valores observados e preditos das concentrações apresentaram

uma dispersão superior a 60% para os cenários 3D-GILTT e GILTTG.
O cenário 3D-GILTT apresentou uma baixa variação para as concentrações

observadas e para as concentrações preditas e, do mesmo modo, o cenário GILTTG,
sendo a mais elevada nos dois cenários, para as concentrações preditas.

As concentrações observadas para o cenário 3D-GILTT estão mais distantes da
média e as concentrações preditas neste cenário mais próximas da média enquanto
para o cenário GILTTG as concentrações observadas estão mais próximas da média

e as concentrações preditas estão mais distantes da média.
O coeficiente de correlação para as concentrações de hexafluoreto de enxofre

observadas e preditas está descrito na tabela 22, indicando que existem correlações
superiores a 60% entre as concentrações observadas e preditas para os dois

cenários. Há uma correspondência razoável entre as concentrações observadas e
preditas.

Tabela 22: Correlação dos valores das concentrações observadas e preditas dos dois
cenários, 3D-GILTT e GILTTG, para o experimento de Kinkaid

Correlação 3D-GILTT GILTTG
r 0, 67 0, 68
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Foram realizadas análises estatı́sticas da variância e os resultados foram descritos
por meio do teste F, indicando para o cenário 3D-GILTT que não existe uma diferença
significativa a 5% de probabilidade entre as concentrações observadas e preditas e
para o cenário GILTTG que existe uma diferença significativa a 5% de probabilidade
entre as concentrações observadas e preditas do poluente hexafluoreto de enxofre.
Observa-se na tabela 23 as avaliações dos estimadores estatı́sticos FS, NMSE, FA2

e FB.

Tabela 23: Utilizando os dados de concentrações observados (Co) e os dados de
concentrações preditas (Cp) do experimento de Kinkaid para os dois cenários 3D-GILTT e
GILTTG

Cenário NMSE FA2 FB FS
3D-GILTT 0, 37 0, 71 0, 09 −0, 09

GILTTG 0, 37 0, 77 0, 08 −0, 15

Os dois cenários apresentam valores positivos para o estimador estatı́stico FB,
embora para todos os valores de FB sejam próximos de zero, sinalizando assim que

as concentrações observadas subestimam as concentrações preditas.
Os valores do estimador estatı́stico FS são próximos de zero e negativos para os dois

cenários indicando que os resultados do método subestimam o espalhamento das
concentrações observadas.

A proximidade entre as concentrações observadas e preditas é sinalizada pelos
baixos valores encontrados para o estimador estatı́stico NMSE.

Os valores encontrados para FA2 indicam que a porcentagem das concentrações
preditas ficaram entre a metade e o dobro das concentrações observadas, e os

valores são em torno de 70%.
Percebe-se que os valores do estimador NMSE são aproximadamente zero para os

dois cenários. O estimadore FA2 tem valores mais próximos de 1 e estimadores FB e
FS são próximos de zero para os dois cenários, indicando assim a perspectiva de
uma boa performance do método para os dois cenários utilizados na predição das

concentrações do hexafluoreto de enxofre (HANNA; PAINE, 1989;
PIMENTEL-GOMES, 2009).

Na tabela 24 estão descritos os resultados dos novos estimadores estatı́sticos
propostos.
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Tabela 24: Utilizando os dados de concentrações observados (Co) e os dados de
concentrações preditas (Cp) do experimento de Kinkaid, como sugestão de novos estimadores,
para os dois cenários 3D-GILTT e GILTTG

Estimadores 3D-GILTT GILTTG
MNSEmin 0, 01 −

MG 1, 18 1, 18

V G 1, 65 1, 90

FBfn 0, 26 0, 25

FBfp 0, 17 0, 16

FBfn − FBfp 0, 09 0, 08

FBfn + FBfp 0, 44 0, 41

NSD 1, 10 1, 16

NRMSE 0, 61 0, 87

Os valores de MG próximos de 1 indicando assim que os modelos apresentam um
baixo desvio médio relativo, ou seja, que não existem grandes erros sistemáticos nos

modelos.
Para os valores de VG estão um pouco afastados do valor 1, sendo assim os
cenários apresentam uma grande dispersão dos valores e que os cenários

apresentam erros sistemáticos ou aleatórios.
Os ı́ndices NSD apresentam valores próximos de 1 indicando que a variação dos
valores não estão muito distantes do valor da média do conjunto, ou seja, que são

poucos os erros aleatórios.
Os valores do estimador NRMSE não são próximos de zero, indicando que existem

erros aleatórios.
Ao avaliarmos simultaneamente os estimadores R, NRSME e NSD, atendendo aos
parâmetros ideais, nos levam a uma maior confiabilidade na avaliação do método

para os cenários. Dessa forma, ao fazermos uma análise simultânea não podemos
garantir nada.

Nas figuras 18 e 19 são demonstrados os resultados da análise estatı́stica dos dados
referentes ao método GILTT dos experimentos de Hanford, com os dados

observados e preditos pelo método.
Os gráficos de regressão para o experimento de Kinkaid podem ser observados na

figura 22.
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Figura 22: Gráficos de regressão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois
cenários.
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Na figura 23 são demonstrados os resultados da análise estatı́stica dos dados
referentes aos dois cenários do experimento de Kinkaid, com os dados observados e

preditos pelo método, através de gráficos box-plot.

Figura 23: Gráfico box plot referente aos dados de Kinkaid observados e preditos pelo
método GILTT.

Com a análise estatı́stica do conjunto de dados busca-se descrever sobre o grau de
posição e variação entre os valores preditos e os dados que de fato foram

observados.
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Figura 24: Dispersão dos dados observados (Co) e preditos (Cp) nos dois cenários.



5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

O método utilizado mostrou-se capaz de representar adequadamente a distribuição
de concentrações quando o escoamento na CLA é governado por forçantes térmicos

ou mecânicos, simulando a dispersão de poluentes atmosféricos mesmo quando
considerada a complexidade do terreno, ou seja, diversos cenários de poluição

atmosférica podem ser simulados com este método, independente da topografia mais
ou menos complexa.

Ao compararmos os cenários bidimensionais do experimento de Copenhagen, via
estimadores estatı́sticos, verificou-se que o cenário GILTT-1 apresentou melhores

resultados.
Na comparação entre os quatro cenários bidimensionais do experimento de Hanford
através de estimadores estatı́sticos, levando em consideração apenas a dimensão o
cenário GILTT-I apresentou melhores resultados. Comparando apenas os cenários
com deposição de poluentes atmosféricos o cenário GILTT-I apresentou melhores
resultados, enquanto os melhores resultados na comparação dos cenários sem

deposição de poluentes atmosféricos foram os do cenário GILTT-II. Quando
comparamos os cenários de acordo com a dependência do tempo ou não

dependência do tempo, o cenário estacionário GILTT-I apresentou os melhores
resultados e o cenário transiente com melhores resultados foi o GILTT-III.

Comparou-se ainda todos os cenários bidimensionais, os dois cenários de
Copenhagen e os quatro cenários de Hanford, o que apresentou os melhores

resultados foi o cenário bidimensional GILTT-1 do experimento de Copenhagen. Na
comparação dos cenários tridimensionais do experimento de Copenhagen, o cenário

GILTT-4 apresentou melhor ajuste.
Comparou-se os dois cenários tridimensionais do experimento de Kinkaid e
verificou-se que o que apresentou melhores resultados foi o 3D-GILTT. Ao

compararmos todos os cenários tridimensionais, os dois do experimento de
Copenhagen e os dois do experimento de Kinkaid, observou-se que o GILTT-4 do

experimento de Copenhagen foi o que apresentou melhor ajuste.
Pode-se, dessa forma, afirmar que tanto para os cenários bidimensionais quanto para
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os cenários tridimensionais, os do experimento de Copenhagen foram os que
apresentaram os resultados para as concentrações preditas mais próximos das
concentrações observadas, após a comparação de acordo com as dimensões.

No entanto, essa afirmação sobre os resultados dos experimentos, tanto
bidimensionais quanto tridimensionais, pode estar relacionada ao experimento

realmente ser o que melhor se condiciona ao método, porém não podemos descartar
a possibilidade de haver diferença, seja entre os materiais de coleta dos diferentes

experimentos, a altura da fonte ou algum outro fator que possa interferir nos
resultados para cenários com as mesmas caracterı́sticas, entendendo-se que não há

erro de mensuração.
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1	 Introdução
Nossa atenção e percepção de que o planeta Terra en-
frenta uma crise ambiental sem precedentes, que afe-
ta a sobrevivência da humanidade, é muito recente e 
entrou no debate internacional mais efetivamente nas 
últimas décadas do século passado. Uma evolução sus-
tentável implica numa gestão de responsabilidade so-
cioambiental.

Em relação ao controle da poluição atmosférica em es-
cala local ou regional geralmente se utiliza as redes de 
monitoramento da qualidade do ar. Esta rede constitui 
um instrumento útil para a segurança da saúde humana 
e do ambiente, e permite analisar o benefício de ações 
de saneamento e predispor intervenções específicas no 
caso de acontecer superação dos níveis do limiar es-
tabelecido pela legislação (MOREIRA; TIRABASSI, 
2004).

Na prática a gestão da qualidade do ar pode ser muito 
comprometida, pois o número de pontos de medida do 
monitoramento é limitado, além disso, a sua disposição 
espacial, pode não ter sido estudada detalhadamente e 
corre-se o risco de terem sido posicionadas em locais 
pouco representativos. Diante destes fatos, os modelos 
matemáticos que simulam o transporte e a difusão dos 
poluentes na atmosfera constituem uma opção impor-
tante para auxiliar as medidas de concentrações e pre-
ver a sua evolução. Assim, a utilização da modelagem 
matemática dos fenômenos de dispersão de poluentes 
produz um ganho significativo na qualidade na gestão 
da poluição atmosférica.

Diante disso, vários pesquisadores foram estimulados 
no desenvolvimento de modelos destes fenômenos de 
dispersão de poluentes. O grande desafio tem sido de-
senvolver e comparar os modelos que produzam resul-
tados eficazes na estimação do nível de concentração 
de poluentes na atmosfera provenientes das inúmeras 
fontes de emissão, tanto antropogênicas como naturais.

Este trabalho baseia-se na comparação de modelos, 
por métodos estatísticos e análise estatística, dos re-
sultados obtidos no desenvolvimento analítico das 
equações de advecção-difusão utilizando-se a combi-
nação da Transformada de Laplace e da técnica GILTT 
(Generalized Integral Laplace Transform Technique). 
Esta técnica compreende os seguintes passos para a re-
solução de um problema bidimensional estacionário, 
por exemplo: solução de um problema associado de 

Sturm-Liouville, expansão da concentração de poluen-
tes em uma série em termos das autofunções, substitui-
ção desta expansão na equação de difusão-advecção e 
finalmente tomar momentos. Esse procedimento nos 
leva a um conjunto de equações diferenciais ordiná-
rias chamadas de problema transformado. O problema 
transformado é resolvido pela técnica da Transforma-
da de Laplace e diagonalização (WORTMANN et al., 
2005). A técnica GILTT é um método totalmente ana-
lítico, no sentido de que nenhuma aproximação é feita 
ao longo da sua derivação exceto pelo erro de trunca-
mento.

A modelagem do problema se dá na Camada Limite 
Planetária (CLP) que é definida como a parte da tro-
posfera que é diretamente influenciada pela superfície 
terrestre e responde aos forçantes superficiais com uma 
escala de tempo inferior a uma hora, efetuando-se uma 
análise estatística dos resultados. Aplicaremos alguns 
conceitos estatísticos de acordo com os resultados en-
contrados pré-conhecidos na literatura e encontrados 
em (MOREIRA ET AL., 2009; BUSKE et al., 2012).

Os resultados foram gerados pela solução analítica da 
equação de advecção-difusão do tipo: bidimensional 
estacionário, bidimensional transiente, tridimensional 
considerando uma Gaussiana na direção transversal 
e, tridimensional totalmente analítico, utilizando os 
dados do experimento de Copenhagen (GRYNING; 
LICK, 1984; GRYNING et al., 1987). 

A partir dos dados obtidos, além da análise pela técnica 
GILTT, serão realizadas análises dos estimadores erro 
quadrático médio normalizado (NMSE), coeficiente 
de correlação (COR), desvio fracional padrão (FB), 
fração de inclinação (FS), além de média, variância, 
desvio padrão, com a avaliação dos modelos com rela-
ção aos estimadores estatísticos analisados. Foi reali-
zado ainda a análise estatística com base na análise da 
variância dos resíduos entre os valores observados e 
preditos pelos modelos.

A estatística descritiva compreende o conjunto dos mé-
todos estatísticos para resumir e descrever as caracte-
rísticas proeminentes de conjuntos de dados referentes 
a observações de fenômenos particulares de uma clas-
se de fenômenos. Nesse sentido, ela inclui a condensa-
ção de dados em forma de tabelas, sua representação 
gráfica e a determinação de indicadores numéricos de 
centro e de variabilidade (DA SILVA, 2004; PIMEN-
TEL-GOMES, 2009). 
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A propriedade da estatística da entropia é interpretada 
como uma medida do grau de heterogeneidade do con-
junto de dados observados e preditos de um sistema. A 
análise estatística através do uso da entropia permite 
uma interpretação da desordem dos elementos presen-
tes nos modelos matemáticos, quanto mais próximo de 
zero (0) melhor o modelo prediz os valores observados 
(DEMÉTRIUS, 1978).  

O presente artigo é uma versão estendida do artigo pu-
blicado por (NARDINO et al., 2016) no WCAMA de 
2016. Neste presente trabalho foram incorporadas no-
vas análises estatísticas dos dados, visando o aumento 
da acurácia dos resultados apresentados conforme a 
predição dos modelos GILTT. O artigo traz resultados 
referentes a estatística da entropia, como medida para 
verificação da heterogeneidade dos modelos GILTT, 
gráficos box plot para a discussão das estatísticas des-
critivas e análise de regressão, para verificação do 
ajuste entre os dados preditos e observados.

O presente artigo teve por objetivo de aplicar as me-
didas descritivas e efetuar o cálculo da entropia para 
verificar o grau de distorção entre os dados observados 
e preditos por quatro modelos matemáticos.

2	 Modelagem

2.1 	 Modelagem Matemática 
A equação de advecção-difusão da poluição do ar é 
uma representação da conservação de massa na atmos-
fera. Assumindo um fechamento Fickiano da turbu-
lência, a equação de advecção-difusão pode ser escrita 
como (Buske, 2008):

(1)

onde,  representa a concentração média do poluente em 
g/m3, , ,  representam as componentes do vento médio 
em m/s nas direções x, y e z, respectivamente, Kx, Ky 
e Kz são as componentes cartesianas do coeficiente de 
difusão nas direções x, y e z, respectivamente e S é o 
termo fonte. Na primeira ordem de fechamento, todas 
as informações sobre a turbulência do processo estão 
contidas nos coeficientes de difusividade turbulenta.

A equação (1) está sujeita as condições de contorno de 
fluxo nulo nos contornos:

 (2)

 (3)

 (4)

É considerado que a atmosfera está limpa no tempo 
inicial, ou seja, . A condição de fonte é representada 
por, onde  é a taxa de emissão em g/s,  a altura da CLP 
em metros,  é a altura da fonte em metros,  e  são as 
distâncias longe da fonte e  representa a função delta 
de Dirac.

A solução do problema é obtida aplicando-se a téc-
nica da transformada integral na variável y, transfor-
mando o problema 3D em um problema 2D resolvido 
em (Buske et al., 2012). Aplicando a transformada de 
Laplace na variável temporal, obtemos um problema 
estacionário, cuja solução é encontrada pelo método 
GILTT (Moreira et al., 2009). 

2.2 	Análises dos resultados dos mode-
los por métodos estatísticos
As análises estatísticas foram realizadas com in-
tuito de verificar o comportamento do conjunto de 
dados observados e preditos pelos quatro mode-
los GILTT, neste sentido foram aplicados medidas 
estatísticas descritivas.

Quanto às medidas de dispersão (variância, desvio pa-
drão), estas indicam a distância que os valores se en-
contram da média e o quanto de variação o conjunto 
possui. O desvio padrão e a variância são dados, res-
pectivamente por:

 (5)

 (6)

Ainda, o coeficiente de variação, indica em termos 
percentuais, qual a variação dos dados, e é dado por:

 (7)
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Erro quadrático médio normalizado (NMSE), é a 
média quadrática da diferença entre os valores obser-
vados (Co) e preditos (Cp) que quando normalizado 
apresenta valores de 0 a 1. Tendo os menores erros os 
valores próximos a zero. Dado por:

 (8)

Coeficiente de Correlação (COR), revela a medida 
da intensidade da relação linear entre duas variáveis, o 
valor mais próximo a 1 na relação de Co e Cp maior é o 
grau de ajuste linear entre os conjuntos. O coeficiente 
é estimado em razão da covariância entre os valores 
observados e preditos, e divido pela multiplicação dos 
respectivos desvios.

 (9)

Fator de dois (FA2), valores apresentam uma variação 
dentro do intervalo: 0.5 ≤  ≤ 2. Quanto mais próximo 
de 1, mais próximos estão os dados. É dado por:

 (10)

Desvio fracional padrão (FS), informa a tendência do 
modelo de predição de subestimar e sobreestimar os 
valores preditos. sendo, que valor ótimo é zero. 

 (11)

Fração de inclinação (FB), que indica a tendência do 
modelo de superestimar ou subestimar as concentra-
ções observadas. O valor ótimo é zero. É dado por:

 (12)

O cálculo da entropia foi realizado utilizando-se a va-
riância dos resíduos entre os dados observados e pre-
ditos, pressupondo que os resíduos assumem distribui-
ção normal. A entropia foi estimada pela equação 13:

 (13)

As análises estatísticas foram realizadas no programa 
computacional R (2015). 

3	 Resultados e Discussões
Os dados observados e preditos pelos modelos GILTT 
estão dispostos na Tabela 1. Foram utilizados os da-
dos de concentração integrados lateralmente para a 
equação bidimensional estacionária (aqui denominado 
GILTT-1), dados com uma maior resolução temporal 
para a equação bidimensional transiente (aqui denomi-
nado GILTT-2), dados tridimensionais para a equação 
tridimensional estacionária que aqui é resolvida as-
sumindo-se que em y tem-se uma distribuição Gaus-
siana da pluma como em (MOREIRA et al., 2009) 
(aqui denominado GILTT-3) e dados tridimensionais 
do modelo tridimensional analítico (aqui denominado 
GILTT-4). Podemos observar da Tabela 1 que o mode-
lo GILTT descreve satisfatoriamente os dados obser-
vados no experimento de Copenhagen.

Na análise do modelo GILTT-1 para o conjunto de da-
dos observados e preditos as medianas foram de 4.65 
e 3.25 em .10-4sm-2. Com relação aos quartis, no pri-
meiro conjunto de dados, verifica-se que o primeiro 
quartil tem valores 3.27 (.10-4sm-2) para os valores 
observados e 2.31 (.10-4sm-2) para os valores predi-
tos, ou seja, 25% dos valores estão abaixo desses va-
lores e que 75% deles estão acima, enquanto o terceiro 
quartil tem valores 6.84 e 5.84 (.10-4sm-2) para os va-
lores observados e preditos, respectivamente.

Para o modelo GILTT-2 os valores das medianas para 
os dados observados e preditos foram 4.10 e 3.76 (.10-
4sm-2). Tem-se no segundo conjunto de dados os valo-
res 2.56 e 2.31 (.10-4sm-2) para o primeiro quartil para 
os dados observados e preditos, respectivamente e os 
valores 5.53 e 6.22 (.10-4sm-2) respectivamente, para 
os dados observados e preditos, para o terceiro quartil. 

Com relação ao terceiro e quarto conjunto de dados no 
modelo GILTT-3 e GILTT-4 para os valores observa-
dos e preditos os valores das medianas foram 4.53 e 
2.83 (.10-4sm-2). Para os quartis os valores foram de 
2.38 e 2.14 (.10-4sm-2) para o primeiro quartil e 5.43 
e 7.95 (.10-4sm-2) para o terceiro quartil.
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Tabela 1 - Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de emissão (.10-4sm-2), onde Cp são os 
dados preditos pelos modelos e Co representa as concentrações observadas experimentalmente.

Dados 
Co1

GILTT-1
   Cp1 

Dados 
Co2

GILTT-2 
Cp2

Dados 
Co3

GILTT-3 
Cp3

Dados 
Co4

GILTT-3 
Cp4

6,48 6,84 6,48 5,53 10,5 4,53 10,5 12,22
2,31 3,97 2,31 3,4 2,14 1,7 2,14 4,25
5,38 4,65 5,38 3,46 9,85 5,41 9,85 8,23
2,95 3,05 2,95 2,47 2,83 2,12 2,83 2,86
8,2 8,14 8,2 7,47 16,33 8,83 16,33 16,49

6,22 5,19 6,22 4,78 7,95 3,68 7,95 5,66
4,3 3,98 4,3 3,77 3,76 2,26 3,76 3,29

11,66 9,24 11,66 9,02 15,71 14,3 15,71 10,44
6,72 8,58 6,72 8,98 12,11 17,69 12,11 16,24
5,84 6,71 5,84 6,31 7,24 8,55 7,24 7,09
4,97 5,39 4,97 5,04 4,75 5,43 4,75 3,96
3,96 3,51 - - 7,44 5,75 7,44 6,80
2,22 2,5 - - 3,37 2,38 3,37 2,39
1,83 1,98 - - 1,74 1,5 1,74 1,49
6,7 4,67 6,7 3,53 9,48 4,25 9,48 8,66

3,25 2,76 3,25 2,37 2,62 1,53 2,62 2,67
2,23 2,23 2,23 1,95 1,15 1,05 1,15 1,70
4,16 4,83 4,16 4,45 9,76 5,99 9,76 10,04
2,02 3,27 2,02 3,17 2,64 2,75 2,64 4,04
1,52 2,63 1,52 2,56 0,98 1,77 0,98 2,23
4,58 4,45 4,58 3,18 8,52 5,02 8,52 7,83
3,11 2,91 3,11 2,29 2,66 1,95 2,66 2,72
2,59 2,19 2,59 1,8 1,98 1,15 1,98 1,47

	

Os valores (Tabela 2) para NMSE são aproximada-
mente zero, COR e FA2 tem valores próximos de 1. 
FB e FS são próximos de zero, indicando uma boa efi-
ciência dos modelos GILTT, na predição dos valores 
(HANNA, 1989; PIMENTEL-GOMES, 2009).

Percebe-se também, que os dados observados e predi-
tos possuem valores bastante semelhantes, o que nos 
remete a ideia da correlação, que demonstra a relação 
entre os dois conjuntos de dados (observados e pre-
ditos). No presente trabalho, remete ao quão próximo 
estão os resultados do nosso modelo GILTT, com os 

valores reais observados, as magnitudes das corre-
lações foram consideravelmente elevadas (COR = 
0.909) no primeiro conjunto de dados, (COR = 0.848) 
no segundo, (COR=0,802) terceiro conjunto e (COR = 
0,926) no quarto conjunto de dados, que estão muito 
próximo de 1, garantindo que os dados preditos estão 
altamente correlacionados com os valores observados. 
O modelo GILTT de predição pode estimar com bas-
tante precisão o que será observado em coletas futuras, 
principalmente quando é utilizado o modelo GILTT-4. 
Os valores para NMSE são baixos, COR e FA2 tem 
valores próximos de 1 e FB e FS são próximos de zero, 
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garantindo uma boa performance do modelo utilizado. 
Tabela 2 - Avaliação estatística utilizando o experimento de 
Copenhagen para os quatro modelos GILTT -1, -2, -3 e -4.

  NMSE* COR FA2 FB FS
GILTT -1 0,050 0,909 1,000 -0,005 0,142
GILTT -2 0,090 0,848 1,000 0,107 0,127
GILTT -3 0,330 0,802 0,870 0,281 0,088
GILTT -4 0,070 0,926 0,957 0,019 0,026

*NMSE: erro quadrático médio, COR: coeficiente de cor-
relação, FA2: fator de 2, FB: fator de inclinação e FS: des-

vio padrão fracional.

Na figura 1 são demonstrados os resultados da aná-
lise estatística dos dados referentes aos quatro mode-
los GILTT dos experimentos de Copenhagen, os quais 
os dados foram observados, e preditos pelos mode-
los. Com a análise estatística do conjunto de dados 
busca-se descrever sobre o grau de posição e varia-
ção entre os valores preditos e os dados que de fato 
foram observados.

Figura 1. Gráfico box plot referente aos dados de Copenha-
gen observados e preditos pelos quatro modelos GILTT.

A entropia em estatística se refere a incerteza presente 
num conjunto de dados. Valores elevados de entropia 
remetem a presença de maior variabilidade no conjun-
to de dados, dificultando a obtenção de um modelo 
o qual melhor se ajusta ao conjunto de dados (Silva, 
2014; DEMETRIUS, 1978) . As estatísticas de entro-
pia estimadas foram maiores para os modelos GILTT-3 
(2,4493) e GILTT-4 (1,9789), podendo destacar que 
ocorre maior distorção entre os valores reais e predi-
tos destes modelos (Figura 2), quando comparados 
com as estatísticas de entropia dos modelos GILTT-1 
(1,4403) e GILTT-2 (1,6977) em que esta distorção é 
reduzida. Porém cabe salientar que para fins de compa-

ração de modelos, estas devem ser realizadas entre os 
modelos bidimensional e tridimensional, logo a com-
paração entre os dois modelos bidimensionais indica 
que o modelo GILTT-1 revelou menor variação que 
modelo GILTT-2. Na análise comparativa dos modelos 
tridimensionais o modelo GILTT-4 revelou estimati-
vas de entropia inferiores ao modelo GILTT-3, assim 
pode-se inferir que a utilização dos modelos GILTT-2 
e GILTT-4 são eficientes na predição de poluentes at-
mosféricos.
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Figura 2 - Dispersão dos dados observados (Co) e preditos 
(Cp) nos quatro modelos GILTT. 

Com relação à Figura 2, que demonstra a dispersão dos 
dados observados e preditos pelos modelos GILTT, 
pode-se inferir que para os modelos bidimensionais 
os ajustes foram semelhantes quanto a dispersão dos 
dados observados e preditos nos modelos GILTT-1 e 
GILTT-2. Os modelos GILTT-3 e GILTT-4 relaciona-
dos a estrutura de modelos tridimensionais também 
apresentaram dispersão semelhante entre os valores 
observados e preditos pelos modelos, mas pode-se in-
ferir que o modelo GILTT-4 demonstrou pouca distor-
ção na predição de valores de componentes da taxa de 
emissão do poluente hexafluoreto de enxofre em (.10-
4sm-2).

4	 Conclusões
Nos quatro conjuntos de dados percebe-se que os valo-
res de NMSE, COR, FA2, FS e FB levam-nos a acre-
ditar que o modelo GILTT tem uma boa performance 
e mostrou-se confiável na predição da dispersão de 
poluentes atmosféricos, o que destaca a grande impor-
tância e eficácia no auxílio à prevenção de futuros pro-
blemas ligados à dispersão de poluentes na atmosfera. 
Percebe-se também que os valores observados e pre-
ditos apresentaram grande variação para as diferentes 



Revista de Informática Aplicada, Volume 12, Número 1, 2016

40

coletas, indicando assim que tais coletas devem ser fei-
tas em locais e horários diferenciados para uma melhor 
análise geral da dispersão de poluentes atmosféricos.

A estatística da entropia revela que entre os modelos bi-
dimensionais o modelo GILTT-1 apresenta menor vari-
ância residual comparativamente ao modelo GILTT-2.

A estatística da entropia revela que entre os modelos 
tridimensionais o GILTT-4 tem menor variância resi-
dual, em comparação ao modelo GILTT-3.
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Resumo. Este trabalho baseia-se na análise estat́ıstica dos resultados obtidos no desenvol-
vimento anaĺıtico das equações de advecção-difusão utilizando-se a combinação da Transfor-
mada de Laplace e da técnica GILTT. Os resultados obtidos pelos modelos bidimensional
estacionário e transiente e tridimensional aproximado, utilizando os dados do experimento
de Copenhagen, foram analisados. As análises estat́ısticas realizadas mostram que o modelo
proposto é eficaz para a predição da concentração de poluentes utilizando o conjunto de
dados do experimento de Copenhagen.
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1 Introdução

Nesse trabalho, utiliza-se a solução anaĺıtica para a equação de advecção-difusão obtida
pelo método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) para os proble-
mas em equações do tipo: bidimensional estacionário, bidimensional transiente e tridimen-
sional (considerando uma Gaussiana na direção transversal). A modelagem do problema
se dá na Camada Limite Planetária(CLP) que é definida como a parte da troposfera que é
diretamente influenciada pela superf́ıcie terrestre e responde aos forçantes superficiais com
uma escala de tempo inferior a uma hora, efetuando-se uma análise estat́ıstica dos resul-
tados. Aplicaremos alguns conceitos estat́ısticos de acordo com os resultados encontrados
pré conhecidos na literatura [7].
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A técnica GILTT é um método totalmente anaĺıtico. Esta técnica compreende os
seguintes passos: solução de um problema associado de Sturm-Liouville, expansão da
concentração de poluentes em uma série em termos das autofunções, substituição desta
expansão na equação de difusão-advecção e finalmente tomar momentos. Esse procedi-
mento nos leva a um conjunto de equações diferenciais ordinárias chamadas de problema
transformado. Esse problema é resolvido pela técnica da Transformada de Laplace e dia-
gonalização [10].

A estat́ıstica descritiva compreende o conjunto dos métodos estat́ısticos para resumir
e descrever as caracteŕısticas proeminentes de conjuntos de dados referentes a observações
de fenômenos particulares de uma classe de fenômenos. Nesse sentido, ela inclui a con-
densação de dados em forma de tabelas, sua representação gráfica e a determinação de
indicadores numéricos de centro e de variabilidade [3]. Este trabalho baseia-se na análise
estat́ıstica dos resultados obtidos no desenvolvimento anaĺıtico das equações de advecção-
difusão utilizando-se a combinação da Transformada de Laplace e da técnica GILTT,
descrito acima. Serão apresentados resultados obtidos pelos modelos bidimensional esta-
cionário e transiente e tridimensional aproximado, utilizando os dados do experimento de
Copenhagen [4,5].

2 Modelagem Matemática do Problema

A equação de advecção-difusão da poluição do ar é uma representação da conservação
de massa na atmosfera. Assumindo um fechamento Fickiano da turbulência, pode-se
escrever a equação tridimensional transiente da seguinte forma:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
+ S (1)

onde c(x, y, z, t) representa a concentração média de poluente (g/m3), u, v, w representam
as componentes do vento médio (m/s) nas direções x, y, z, respectivamente, Kx, Ky e Kz

são as componentes cartesianas do coeficiente de difusão nas direções x, y, z, respectiva-
mente, S é o termo fonte. Na primeira ordem de fechamento, todas as informações sobre
a turbulência do processo estão contidas nos coeficientes de difusividade turbulenta.

A equação (1) está sujeita as condições de contorno de fluxo nulo nos contornos:

Kx
∂c

∂x
= 0 em x = 0 e x = Lx, (2)

Ky
∂c

∂y
= 0 em y = 0 e z = Ly, (3)

Kz
∂c

∂z
= 0 em z = 0 e z = zi (4)

É considerado que a atmosfera está limpa no tempo inicial, ie, c(x, y, z, 0) = 0.
A condição de fonte é representada por uc(0, y, z, t) = Qδ(y − yo)δ(z −Hs), onde Q é

a taxa de emissão (g/s), zi a altura da CLP (m), Hs é a altura da fonte (m), Lx e Ly são
distâncias longe da fonte e δ representa a função delta de Dirac.



3

A solução do problema (1) é obtida aplicando-se a técnica da transformada integral na
variável y, transformando o problema 3D em um problema 2D resolvido em [2]. Aplicando
a transformada de Laplace na variável temporal, obtemos um problema estacionário, cuja
solução é encontrada pelo método GILTT [7].

3 Resultados e discussões

Os resultados preditos neste trabalho foram obtidos pelo médodo da GILTT à partir
de dados coletados em Copenhagen e foi feita uma análise estat́ıstica quanto as medidas de
posição e dispersão, tais como, média, mediana, desvio padrão, simetria, curtose, variância
e coeficiente de variação e uma análise de correlação. Os detalhes do experimento de
Copenhagen estão descritos em [1,4,5].

Na Tabela 1 podemos ver as concentrações observadas no experimento e preditas pelo
modelo GILTT. Foram utilizados os dados de concentração integrados lateralmente para
a equação bidimensional estacionária (aqui denominado GILTT-1), dados com uma maior
resolução temporal para a equação bidimensional transiente (aqui denominado GILTT-2),
e dados tridimensionais para a equação tridimensional estacionária que aqui é resolvida
assumindo-se que em y tem-se uma distribuição Gaussiana da pluma como em [7](aqui
denominado GILTT-3).

Na Tabela 2 apresentam-se os resultados dos ı́ndices estat́ısticos, descritos por [6], e

definidos como: Erro quadrático médio normalizado (NMSE), dado por
(Co−Cp)2

Co Cp
informa

sobre todos os desvios das concentrações do modelo e as concentrações observadas. É uma
medida adimensional e quanto menor o valor, melhor o modelo. Coeficiente de Correlação

(COR),
(Co−Co)(Cp−Cp)

σoσp
Descreve o grau de associação ou concordância entre as variáveis.

O valor 1 garante uma boa performance. Fator de dois (FA2), fração dos dados (%

normalizados a 1), que estão entre 0.5 ≤ Cp

Co
≤ 2. Quanto mais próximo de 1, mais

próximos estão os dados. Desvio fracional padrão (FS), é dado por
σ0−σp

0,5(σ0+σp)
. O valor

ótimo é zero. Fração de inclinação (FB), é dado por
Co−Cp

0,5(Co+Cp)
. Indica a tendência do

modelo de superestimar ou subestimar as concentrações observadas. O valor ótimo é zero.

Podemos observar das Tabelas 1 e 2 que o modelo GILTT descreve satisfatoriamente
os dados observados no experimento de Copenhagen.

A partir de agora serão feitas as análises estat́ısticas que são o objetivo principal deste
artigo.

Analisando a Tabela 3, observam-se algumas propriedades dos dados através resulta-
dos estat́ısticos. Tem-se no primeiro conjunto de dados, no que diz respeito às medidas
de tendência central, foram verificadas a média e a mediana. Calculando-se a média
encontram-se x = 4.4870 e x = 4.5074 para os valores observados e preditos, respectiva-
mente, identificados como Co1 e Cp1 para Co2 e Cp2 , da mesma forma, tem-se x = 4.7595 e
x = 4.2765 e ainda x = 6.3265 e x = 4.7648, identificados como Co3 e Cp3 , estabelecendo-
se assim o valor médio de cada conjunto de dados. Encontram-se também as medianas
Me = 4.65 e Me = 3.25, Me = 4.1 e Me = 3.765 e Me = 4.53 e Me = 2.83, respectiva-
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Tabela 1: Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de emissão

(.10−4sm−2), onde Cp são os dados preditos pelos modelos e Co representa as concentrações ob-

servadas experimentalmente.

GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3

Dados Co1 Dados Cp1 Dados Co2 Dados Cp2 Dados Co3 Dados Cp3

6.48 6.84 6.48 5.53 10.50 4.53

2.31 3.97 2.31 3.40 2.14 1.70

5.38 4.65 5.38 3.46 9.85 5.41

2.95 3.05 2.95 2.47 2.83 2.12

8.20 8.14 8.20 7.47 16.33 8.83

6.22 5.19 6.22 4.78 7.95 3.68

4.30 3.98 4.30 3.77 3.76 2.26

11.66 9.24 11.66 9.02 15.71 14.30

6.72 8.58 6.72 8.98 12.11 17.69

5.84 6.71 5.84 6.31 7.24 8.55

4.97 5.39 4.97 5.04 4.75 5.43

3.96 3.51 6.70 3.53 7.44 5.75

2.22 2.50 3.25 2.37 3.37 2.38

1.83 1.98 2.23 1.95 1.74 1.50

6.70 4.67 4.16 4.45 9.48 4.25

3.25 2.76 2.02 3.17 2.62 1.53

2.23 2.23 1.52 2.56 1.15 1.05

4.16 4.83 4.58 3.18 9.76 5.99

2.02 3.27 3.11 2.29 2.64 2.75

1.52 2.63 2.59 1.80 0.98 1.77

4.58 4.45 8.52 5.02

3.11 2.91 2.66 1.95

2.59 2.19 1.98 1.15

Tabela 2: Avaliação estat́ıstica utilizando o experimento de Copenhagen

Modelo NMSE COR FA2 FB FS

GILTT-1 0.05 0.909 1.000 −0.005 0.142

GILTT-2 0.090 0.848 1.000 0.107 0.127

GILTT-3 0.330 0.802 0.870 0.281 0.088
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Tabela 3: Tabela das análises estat́ısticas.

GILTT-1 GILTT-2 GILTT-3

Parâmetros Co1 Cp1 Co2 Cp2 Co3 Cp3

Somatório 103.2000 103.6700 95.1900 85.5300 145.5100 109.5900

Média 4.4870 4.5074 4.7595 4.2765 6.3265 4.7648

Mediana 4.65 3.25 4.1 3.765 4.53 2.83

Variância 5.9862 4.5087 6.1965 4.8942 21.1956 17.7735

Desvio Padrão 2.3929 2.0767 2.4263 2.1462 4.5027 4.1232

Coef. de Var.(%) 42.5145 67.4847 48.6700 64.3100 84.5600 81.4540

Simetria 0.5616 1.9128 0.9412 1.4240 2.1897 1.1734

Curtose −0.6280 4.2911 0.1362 2.1650 5.5724 1.0927

Quartil 1 3.2700 2.3100 2.5600 2.3100 2.3800 2.1400

Quartil 3 6.8400 5.8400 5.5300 6.2200 5.4300 7.9500

Correlação 0.9096 0.8016 0.8016

mente para (Co1 e Cp1),(Co2 e Cp2), (Co3 e Cp3)que determinam, em cada conjunto, o valor
central. Quanto às medidas de dispersão, verificaram-se a variância, o desvio padrão e o

coeficiente de variação, o desvio padrão (dado por S =
√∑n

i=1(xi−x̄)2

n−1 , devido aos dados

serem brutos), e a variância (dada por S2 =
∑n

i=1(xi−x̄)2

n−1 ), sendo que estes últimos indicam,
respectivamente, a distância que os valores se encontram da média e o quanto de variação
tem dentro desse conjunto. Ainda, o coeficiente de variação (dado por CV = S

x̄ .100),
indica, em termos percentuais, qual a variação dos dados, que tanto nos dados observados
quanto nos preditos é bastante alto nas três observações, mostra que possuem realmente
uma grande diferença entre os seus valores. Nota-se que a variância dos dados, observados
e preditos nos dão a ńıtida percepção de que a variância dos primeiros é maior que a
dos preditos em todas as observações, garantindo assim, que a técnica GILTT é eficiente,
gerando bons resultados. Percebe-se ainda, que os dados observados e preditos possuem
valores bastante semelhantes, o que nos lembra a correlação que demonstra a relação entre
os dois conjuntos de dados, ou seja, no presente trabalho, remete ao quão próximo estão
os resultados do nosso modelo GILTT, com os valores reais observados, as magnitudes das
correlações foram consideravelmente elevadas (COR = 90, 96%) no primeiro conjunto de
dados e (COR = 80, 16%) nos outros dois, que estão muito próximo de 100%, garantindo
que os dados preditos estão perto dos observados, isto é, que o modelo GILTT de predição
pode estimar com bastante precisão o que será observado em coletas futuras. Os valores
para NMSE são bastante pequenos, COR e FA2 tem valores próximos de 1 e FB e FS
são próximos de zero, garantindo uma boa performance do modelo.

Observando-se os gráficos da Figura 1 percebe-se para quantidade de cada valor eixo
x varia uma certa quantidade no valor do eixo y, o que lembra-nos a regressão linear, que
neste caso é positiva e mostra que toda vez que se modificar um valor observado o valor
predito deverá acompanhar essa alteração. Isso acontece para todos, indicando assim a
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A
B

C

Figura 1: Análise de regressão entre os valores observados e os valores preditos em A (primeira

coleta de dados), B (segunda coleta de dados) e C (terceira coleta de dados), referentes as coletas

em Copenhagen.

estabilidade do modelo para esse experimento.

Pode-se também observar os quartis, sendo o primeiro quartil (Q1) o valor que divide
o conjunto em duas partes, tais que um quarto ou vinte e cinco por cento (25%) dos
valores sejam menores do que ele e três quartos ou setenta e cinco por cento (75%) dos
restantes sejam maiores. O elemento que indica a ordem ou posição do primeiro quartil
é determinado, para dados agrupados em classes, pela expressão EQ1 = n

4 , em que n é o
número de valores do conjunto, ou número de observações. O terceiro quartil é o valor
que divide o conjunto em duas partes tais que um quarto ou vinte e cinco por cento (25%)
dos valores sejam maiores do que ele e três quartos ou setenta e cinco por cento (75%)
dos restantes sejam menores. O elemento que indica a ordem ou posição do primeiro
quartil é determinado, para dados agrupados em classes, pela expressão EQ3 = 3n

4 , em
que n é o número de valores do conjunto, ou número de observações. Na Tabela 3, no
primeiro conjunto de dados, verifica-se que o primeiro quartil tem valores 3.2700 para
para os valores observados e 2.3100 para os valores preditos, ou seja, 25% dos valores
estão abaixo desses valores e que 75% deles estão acima, enquanto o terceiro quartil tem
valores 6.8400 e 5.8400 para os valores observados e preditos, respectivamente, indicando
assim que 75% dos valores estão abaixo e que 25% dos valores estão acima desses números.
Indicando tal observação, tem-se no segundo conjunto de dados os valores 2.5600 e 2.3100
para o primeiro quartil para os dados observados e preditos, respectivamente e os valores
5.5300 e 6.2200 respectivamente, para os dados observados e preditos, para o terceiro
quartil. Analogamente, no terceiro conjunto de dados tem-se 2.3800 e 2.1400 para o
primeiro quartil e 5.4300 e 7.9500 para o terceiro quartil, na ordem dos conjuntos de
dados anteriores.
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4 Conclusões

Utilizou-se a solução anaĺıtica para a equação de advecção-difusão obtida pelo método
GILTT para os problemas, com modelagem do problema na CLP e efetuou-se uma análise
estat́ıstica dos resultados. A estat́ıstica descritiva foi utilizada para resumir e descrever as
caracteŕısticas dos conjuntos de dados, fundamentando-se na análise estat́ıstica dos resul-
tados obtidos no desenvolvimento anaĺıtico das equações de advecção-difusão combinando
o método da Transformada de Laplace e da técnica GILTT com os dados do experimento
de Copenhagen.

Nos três conjuntos de dados percebe-se que os valores de NMSE, COR, FA2, FS e
FB levam-nos a acreditar que o modelo GILTT tem uma boa performance e mostrou-se
confiável na predição da dispersão de poluentes atmosféricos e também percebe-se que os
valores observados e preditos apresentaram grande variação para as diferentes coletas.
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Abstract. The objective of this study is based on statistical analysis of results 

obtained in the analytical development of the advection-diffusion equations 

using the combination of the Laplace transform and GILTT technique. The 

results obtained by four different models, using the Copenhagen experimental 

data, were analyzed. The performed statistical analyzes show that the proposed 

model is able to predict the concentration of pollutants using the Copenhagen 

experiment data set. 

Resumo.  O objetivo do trabalho baseia-se na análise estatística dos resultados 

obtidos no desenvolvimento analítico das equações de advecção-difusão 

utilizando-se a combinação da Transformada de Laplace e da técnica GILTT. 

Os resultados obtidos por quatro modelos, utilizando os dados do experimento 

de Copenhagen, foram analisados. As análises estatísticas realizadas mostram 

que o modelo proposto é eficaz para a predição da concentração de poluentes 

utilizando o conjunto de dados do experimento de Copenhagen. 

1. Introdução 

A qualidade do ar das cidades é um fator fundamental para a qualidade de vida da 

população e do meio ambiente. Devido a isso, diferentes grupos de pesquisa trabalham 

na modelagem de fenômenos atmosféricos e em sua simulação computacional. O grande 

desafio tem sido desenvolver ferramentas numéricas eficazes para estimar o nível de 

concentração de poluentes na atmosfera provenientes das inúmeras fontes de emissão, 

tanto antropogênicas como naturais. A partir da estimativa do nível de concentração 

próximo da fonte, pode-se realizar uma avaliação do impacto ambiental gerado e agir na 

tentativa de uma solução o mais conveniente possível para o problema. 

A estatística descritiva compreende o conjunto dos métodos estatísticos para 

resumir e descrever as características proeminentes de conjuntos de dados referentes a 

observações de fenômenos particulares de uma classe de fenômenos. Nesse sentido, ela 

inclui a condensação de dados em forma de tabelas, sua representação gráfica e a 

determinação de indicadores numéricos de centro e de variabilidade [da Silva, 2004], 

[Pimentel-Gomes, 2009].  



  

Este trabalho baseia-se na análise estatística dos resultados obtidos no 

desenvolvimento analítico das equações de advecção-difusão utilizando-se a combinação 

da Transformada de Laplace e da técnica GILTT (Generalized Integral Laplace 

Transform Technique). Esta técnica compreende os seguintes passos para a resolução de 

um problema bidimensional estacionário, por exemplo: solução de um problema 

associado de Sturm-Liouville, expansão da concentração de poluentes em uma série em 

termos das autofunções, substituição desta expansão na equação de difusão-advecção e 

finalmente tomar momentos. Esse procedimento nos leva a um conjunto de equações 

diferenciais ordinárias chamadas de problema transformado. O problema transformado é 

resolvido pela técnica da Transformada de Laplace e diagonalização [Wortmann et al., 

2005]. A técnica GILTT é um método totalmente analítico, no sentido de que nehuma 

aproximação é feita ao longo da sua derivação exceto pelo erro de truncamento. 

A modelagem do problema se dá na Camada Limite Planetária (CLP) que é 

definida como a parte da troposfera que é diretamente influenciada pela superfície 

terrestre e responde aos forçantes superficiais com uma escala de tempo inferior a uma 

hora, efetuando-se uma análise estatística dos resultados. Aplicaremos alguns conceitos 

estatísticos de acordo com os resultados encontrados pré-conhecidos na literatura e 

encontrados em [Moreira et al., 2009] e [Buske et al., 2012]. 

Serão apresentados resultados obtidos utilizando a solução analítica da equação 

de advecção-difusão do tipo: bidimensional estacionário, bidimensional transiente, 

tridimensional considerando uma Gaussiana na direção transversal e, tridimensional 

totalmente analítico, utilizando os dados do experimento de Copenhagen [Gryning and 

Lick, 1984] [Gryning et al., 1987].  

Quanto às medidas de dispersão, o valor central do conjunto de dados, sendo uma 

estatística de posição, o desvio padrão e o coeficiente de variação. O desvio padrão (em 

dados brutos) e a variância são dados, respectivamente por: 

S=
∑ (xi-x̅)2n

1

n-1
 e S

2
=

∑ (xi-x̅)2n
1

n-1
, 

sendo, que estes indicam, respectivamente, a distância que os valores se encontram da 

média e o quanto de variação tem dentro desse conjunto. Ainda, o coeficiente de variação, 

que indica em termos percentuais, qual a variação dos dados, é dado por: 

CV=
∑ Sn

1

x̅
 .100 

Dos dados obtidos através das coletas e dos resultados obtidos com a técnica 

GILTT associado com a técnica da Transformada de Laplace e diagonalização, serão 

feitas análises como NMSE, COR, FB, FS, além de média, variância, desvio padrão, 

correlação e distribuição de frequências, com a avaliação dos modelos com relação aos 

estimadores estatísticos analisados.  

2. Modelagem Matemática do Problema  

 A equação de advecção-difusão da poluição do ar é uma representação da 

conservação de massa na atmosfera. Assumindo um fechamento Fickiano da turbulência, 

a equação de advecção-difusão pode ser escrita como [Buske, 2008]: 

∂c

∂t
+u̅

∂c

∂x
+v̅

∂c

∂y
+w̅

∂c

∂z
=

∂

∂x
(Kx

∂c

∂x
) +

∂

∂y
(Ky

∂c

∂y
) +

∂

∂z
(Kz

∂c

∂z
) +S                  (1) 



  

onde c (x,y,z,t) representa a concentração média do poluente em g/m3, 𝑢̅, 𝑣̅, 𝑤̅ 

representam as componentes do vento médio em m/s nas direções x,y e z, 

respectivamente, Kx, Ky e Kz são as componentes cartesianas do coeficiente de difusão nas 

direções x, y e z, respectivamente e S é o termo fonte. Na primeira ordem de fechamento, 

todas as informações sobre a turbulência do processo estão contidas nos coeficientes de 

difusividade turbulenta. 

 A equação (1) está sujeita as condições de contorno de fluxo nulo nos contornos: 

Kx
∂c̅

∂x
=0 em 𝑥 = 0 e 𝑥 = 𝐿𝑥                                     (2) 

Ky
∂c̅

∂y
=0 em 𝑦 = 0 e 𝑥 = 𝐿𝑦                                     (3) 

Kx
∂c̅

∂x
=0 em 𝑧 = 0 e 𝑥 = 𝐿𝑧                                     (4) 

É considerado que a atmosfera está limpa no tempo inicial, ou seja, c (x,y,z,0)=0. A 

condição de fonte é representada por u̅c (0, y,z,t)=Qδ(y-y
0
)δ(z-Hs), onde Q é a taxa de 

emissão em g/s, 𝑧𝑖 a altura da CLP em metros, 𝐻𝑠 é a altura da fonte em metros, 𝐿𝑥 e 𝐿𝑦 

são as distâncias longe da fonte e 𝛿 representa a função delta de Dirac. 

 A solução do problema é obtida aplicando-se a técnica da transformada integral 

na variável y, transformando o problema 3D em um problema 2D resolvido em [Buske et 

al., 2012]. Aplicando a transformada de Laplace na variável temporal, obtemos um 

problema estacionário, cuja solução é encontrada pelo método GILTT [Moreira et al., 

2009].  

3. Resultados e Discussões 

 Os resultados preditos neste trabalho foram obtidos pelo método da GILTT à 

partir de dados coletados em Copenhagen e foi feita uma análise estatística quanto as 

medidas de posição e dispersão, tais como, média, mediana, desvio padrão, simetria, 

curtose, variância e coeficiente de variação e uma análise de correlação, além de uma 

análise de distribuição de frequência. Os detalhes do experimento de Copenhagen estão 

descritos em [Buske, 2008], [Gryning and Lick, 1984], [Gryning et al., 1987].  

 Na Tabela 1 podemos ver as concentrações observadas no experimento e preditas 

pelo modelo GILTT para os quatro casos estudados. Foram utilizados os dados de 

concentração integrados lateralmente para a equação bidimensional estacionária (aqui 

denominado GILTT-1), dados com uma maior resolução temporal para a equação 

bidimensional transiente (aqui denominado GILTT-2), dados tridimensionais para a 

equação tridimensional estacionária que aqui é resolvida assumindo-se que em y tem-se 

uma distribuição Gaussiana da pluma como em [7] (aqui denominado GILTT-3) e dados 

tridimensionais do modelo tridimensional analítico (aqui denominado GILTT-4). 

Podemos observar da Tabela 1 que o modelo GILTT descreve satisfatoriamente os dados 

observados no experimento de Copenhagen. 

 

 

 



  

Tabela 1. Concentrações superficiais integradas lateralmente normalizadas 
pela taxa de emissão (.10-4sm-2), onde Cp são os dados preditos pelos modelos 

e Co representa as concentrações observadas experimentalmente. 

Dados  

Co1 

GILTT-1 

   Cp1  

Dados 

Co2 

GILTT-2 

Cp2 

Dados 

Co3 

GILTT-3 

Cp3 

Dados 

Co4 

GILTT-3 

Cp4 

6,48 6,84 6,48 5,53 10,5 4,53 10,50 12,22 

2,31 3,97 2,31 3,4 2,14 1,7 2,14 4,25 

5,38 4,65 5,38 3,46 9,85 5,41 9,85 8,23 

2,95 3,05 2,95 2,47 2,83 2,12 2,83 2,86 

8,2 8,14 8,2 7,47 16,33 8,83 16,33 16,49 

6,22 5,19 6,22 4,78 7,95 3,68 7,95 5,66 

4,3 3,98 4,3 3,77 3,76 2,26 3,76 3,29 

11,66 9,24 11,66 9,02 15,71 14,3 15,71 10,44 

6,72 8,58 6,72 8,98 12,11 17,69 12,11 16,24 

5,84 6,71 5,84 6,31 7,24 8,55 7,24 7,09 

4,97 5,39 4,97 5,04 4,75 5,43 4,75 3,96 

3,96 3,51 6,7 3,53 7,44 5,75 7,44 6,80 

2,22 2,5 3,25 2,37 3,37 2,38 3,37 2,39 

1,83 1,98 2,23 1,95 1,74 1,5 1,74 1,49 

6,7 4,67 4,16 4,45 9,48 4,25 9,48 8,66 

3,25 2,76 2,02 3,17 2,62 1,53 2,62 2,67 

2,23 2,23 1,52 2,56 1,15 1,05 1,15 1,70 

4,16 4,83 4,58 3,18 9,76 5,99 9,76 10,04 

2,02 3,27 3,11 2,29 2,64 2,75 2,64 4,04 

1,52 2,63 2,59 1,8 0,98 1,77 0,98 2,23 

4,58 4,45     8,52 5,02 8,52 7,83 

3,11 2,91     2,66 1,95 2,66 2,72 

2,59 2,19     1,98 1,15 1,98 1,47 

  

 Na Tabela 2 apresentam-se os resultados dos índices estatísticos, descritos por 

[Hanna, 1989], [Pimentel-Gomes, 2009], e definidos como: 

Erro quadrático médio normalizado (NMSE), dado por: 

(Co-Cp)
2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

Co
̅̅̅̅  Cp

̅̅̅̅   

que informa sobre todos os desvios das concentrações do modelo e as concentrações 

observadas. É uma medida adimensional e quanto menor o valor, melhor o modelo. 

Coeficiente de Correlação (COR): 

(Co-Co
̅̅̅̅ )(Cp-Cp

̅̅̅̅ )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

σoσp

 

que descreve o grau de associação ou concordância entre as variáveis. O valor 1 garante 

uma boa performance. 



  

Fator de dois (FA2), fração dos dados (% normalizados a 1), entre 0.5 e 2, ou seja, 0.5 ≤ 
Co

Cp
 ≤ 2. Quanto mais próximo de 1, mais próximos estão os dados. 

Desvio fracional padrão (FS), é dado por: 

σo-σp

0.5(σo+σp)
 

sendo, que valor ótimo é zero.  

Fração de inclinação (FB), é dado por: 

Co
̅̅ ̅-Cp

̅̅ ̅

0.5(Co
̅̅ ̅+Cp

̅̅ ̅)
 

que indica a tendência do modelo de superestimar ou subestimar as concentrações 

observadas. O valor ótimo é zero. 

 

Tabela 2. Avaliação estatística utilizando o experimento de Copenhagen para 
os quatro modelos GILTT -1, -2, -3 e -4. 

  NMSE* COR FA2 FB FS 

GILTT -1 0,050 0,909 1,000 -0,005 0,142 

GILTT -2 0,090 0,848 1,000 0,107 0,127 

GILTT -3 0,330 0,802 0,870 0,281 0,088 

GILTT -4 0,070 0,926 0,957 0,019 0,026 
*NMSE: erro quadrático médio, COR: coeficiente de correlação, FA2: fator de 2, FB: fator de inclinação e 

FS: desvio padrão fracional. 

 

 A partir de agora serão feitas as análises estatísticas descritivas que são o objetivo 

principal deste artigo. 

 

Tabela 3. Tabela de análises estatísticas dos dados de Copenhagen 
observados e preditos (Co1, Cp2) para experimento 1, 2, 3 e 4. 

  Experimento 1 Experimento 2 Experimento 3 Experimento 4 

Parâmetros Co1 Cp1 Co2 Cp2 Co3 Cp3 Co4 Cp4 

Somatório 103,20 103,67 95,19 85,53 145,51 109,59 145,51 142,77 

Média 4,48 4,50 4,75 4,27 6,32 4,76 6,33 6,21 

Mediana 4,65 3,25 4,1 3,765 4,53 2,83 4,53 2,83 

Var* 5,98 4,50 6,19 4,89 21,19 17,77 21,20 20,12 

DP 2,39 2,07 2,42 2,14 4,50 4,12 4,50 4,39 

Coef. Var (%) 42,51 67,48 48,67 64,31 84,56 81,45 84,56 70,68 

Simetria 0,56 1,91 0,94 1,42 2,18 1,17 2,19 1,17 

Curtose -0,62 4,29 0,13 2,16 5,57 1,09 5,57 1,09 

Quartis 1 3,27 2,31 2,56 2,31 2,38 2,14 2,38 2,14 

Quartis 3 6,84 5,84 5,53 6,22 5,43 7,95 5,43 7,95 

Correlação 0,9096 0,8016 0,8016 0,93 
*Var: variância, DP: desvio padrão e Coef. Var (%): coeficiente de variação. 



  

 

 Analisando a Tabela 3, observam-se algumas propriedades dos dados através 

resultados estatísticos. No primeiro conjunto de dados, no que diz respeito às medidas de 

tendência central, foram verificadas a média e a mediana. Calculando-se a média 

encontram-se  𝑥̅ = 4.4870 e 𝑥̅ = 4.5074 para os valores observados e preditos, 

respectivamente, identificados como Co1 e Cp1 para Co2 e Cp2, da mesma forma, tem-se 

𝑥̅ = 4.7595 e  𝑥̅= 4.2765, 𝑥̅ = 6.3265 e 𝑥̅ = 4.7648, identificados como Co3 e Cp3, e ainda 

𝑥̅ = 6.33 e 𝑥̅ = 6.21, identificados como Co4 e Cp4, estabelecendo-se assim o valor médio 

de cada conjunto de dados. Encontram-se também as medianas Me = 4.65 e Me = 3.25, Me 

= 4.1 e Me = 3.765, Me = 4.53 e Me = 2.83 e Me = 4.53 e Me = 2.83, respectivamente para 

(Co1 e Cp1), (Co2 e Cp2), (Co3 e Cp3) e (Co4 e Cp4), que determinam, em cada conjunto, 

o valor central. 

 Pelas medidas de dispersão (Tabela 3) observa-se que a variância para o 

experimento 1 foi de 5.9862 para os dados observados e 4.5087 para os preditos, no 

experimento 2, 6.1965 para os dados observados e 4.8942 para os preditos, no 

experimento 3, 21.1956 para os dados observados e 17.7735 para os preditos e no modelo 

4, 21.20 para os dados observados e 20.12 para os preditos, o que é bastante alto nos 

quatro experimentos, mostrando que possuem realmente uma grande diferença entre os 

seus valores. Nota-se que a variância dos dados, observados e preditos nos dá a nítida 

percepção de que a variância dos primeiros é maior que a dos preditos em todas as 

observações. Quanto ao desvio padrão, tem-se para os dados observados e preditos, nos 

quatro experimentos, respectivamente, 2.3929 e 2.0767, 2.4263 e 2.1462, 4.5027 e 

4.1232, 4.50 e 4.39, e na mesma ordem os valores percentuais aproximados respectivos 

ao coeficiente de variação, 42.51 e 67.48, 48.67 e 64.31, 84.56 e 81.45, 84.56 e 70.68, 

garantindo assim, que a técnica GILTT é eficiente, gerando bons resultados. Percebe-se 

também, que os dados observados e preditos possuem valores bastante semelhantes, o 

que nos remete a ideia da correlação, que demonstra a relação entre os dois conjuntos de 

dados (observados e preditos), ou seja, no presente trabalho, remete ao quão próximo 

estão os resultados do nosso modelo GILTT, com os valores reais observados, as 

magnitudes das correlações foram consideravelmente elevadas (COR = 90,96%) no 

primeiro conjunto de dados e (COR = 80,16%) no segundo e terceiro conjuntos e (COR 

= 93%) no quarto conjunto de dados, que estão muito próximo de 100%, garantindo que 

os dados preditos estão perto dos observados, isto é, que o modelo GILTT de predição 

pode estimar com bastante precisão o que será observado em coletas futuras. Os valores 

para NMSE são bastante pequenos, COR e FA2 tem valores próximos de 1 e FB e FS são 

próximos de zero, garantindo uma boa performance do modelo utilizado.  

 



  

 

Figura 1. Análise da distribuição de frequência para os dados observados (A1 e 
preditos (A2) pelo modelo GILTT 1, GLITT 2 (B1 e B2), GLITT 3 (C1 e C2) e 

GLITT (D1 e D2). 

 

 Pode-se também observar os quartis, sendo o primeiro quartil (Q1) o valor que 

divide o conjunto em duas partes, tais que um quarto ou vinte e cinco por cento (25%) 

dos valores sejam menores do que ele e três quartos ou setenta e cinco por cento (75%) 

dos restantes sejam maiores. O elemento que indica a ordem ou posição do primeiro 

quartil é determinado, para dados agrupados em classes, pela expressão EQ1 = n/4, em que 

n é o número de valores do conjunto, ou número de observações. O terceiro quartil é o 

valor que divide o conjunto em duas partes tais que um quarto ou vinte e cinco por cento 

(25%) dos valores sejam maiores do que ele e três quartos ou setenta e cinco por cento 



  

(75%) dos restantes sejam menores. O elemento que indica a ordem ou posição do 

primeiro quartil é determinado, para dados agrupados em classes, pela expressão EQ3 = 

3n/4, em que n é o número de valores do conjunto, ou número de observações.  

 Na Tabela 3, no primeiro conjunto de dados, verifica-se que o primeiro quartil 

tem valores 3.2700 para os valores observados e 2.3100 para os valores preditos, ou seja, 

25% dos valores estão abaixo desses valores e que 75% deles estão acima, enquanto o 

terceiro quartil tem valores 6.8400 e 5.8400 para os valores observados e preditos, 

respectivamente, indicando assim que 75% dos valores estão abaixo e que 25% dos 

valores estão acima desses números. Indicando tal observação, tem-se no segundo 

conjunto de dados os valores 2.5600 e 2.3100 para o primeiro quartil para os dados 

observados e preditos, respectivamente e os valores 5.5300 e 6.2200 respectivamente, 

para os dados observados e preditos, para o terceiro quartil. Analogamente, no terceiro 

conjunto de dados tem-se 2.3800 e 2.1400 para o primeiro quartil e 5.4300 e 7.9500 para 

o terceiro quartil, bem como no quarto conjunto de dados tem-se 2.3800 e 2.1400 para o 

primeiro quartil e 5.4300 e 7.9500 para o terceiro quartil, na ordem dos conjuntos de 

dados anteriores. 

 Com relação a análise de distribuição de frequência, como pode ser visto na Figura 

1, onde os dados obtidos através das coletas são indicados por A1, B1, C1 e D1 e os dados 

obtidos pelas técnicas são indicados por A2, B2, C2 e D2, observa-se que houve a 

formação de quatro classes para os dados observados e também preditos. A classe com 

maior percentual de observações para modelo GILTT-1 reúne aproximadamente 45% das 

informações, tanto observadas como preditas, para o modelo GILTT-2 a classe com maior 

percentual de observações reúne 30% das informações observadas e preditas, para o 

modelo GILTT-3 a classe com maior percentual de observações reúne em torno 35% das 

informações observadas e preditas e para o modelo GILTT-3 a classe com maior 

percentual de observações reúne aproximadamente 25% das informações observadas e 

preditas. 

4. Conclusões 

 Utilizou-se neste trabalho a solução analítica para a equação de advecção-difusão 

obtida pelo método GILTT para quatro problemas, com modelagem do problema na CLP 

e efetuou-se uma análise estatística dos resultados. A estatística descritiva foi utilizada 

para resumir e descrever as características dos conjuntos de dados, fundamentando-se na 

análise estatística dos resultados obtidos no desenvolvimento analítico das equações de 

advecção-difusão combinando o método da Transformada de Laplace e da técnica GILTT 

com os dados do experimento de Copenhagen. 

 Nos quatro conjuntos de dados percebe-se que os valores de NMSE, COR, FA2, 

FS e FB levam-nos a acreditar que o modelo GILTT tem uma boa performance e mostrou-

se confiável na predição da dispersão de poluentes atmosféricos, o que leva-nos a 

entender que se de grande importância e eficácia no auxílio à prevenção de futuros 

problemas ligados à dispersão de poluentes na atmosfera. Percebe-se também que os 

valores observados e preditos apresentaram grande variação para as diferentes coletas, 

indicando assim que tais coletas devem ser feitas em locais e horários diferenciados para 

uma melhor análise geral da dispersão de poluentes atmosféricos. 
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