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RESUMO

SILVA, Davi Felipe Kray. Análise computacional de dímeros elásticos. Orientador:
José Rafael Bordin. 2025. 72 f. Dissertação (Mestrado em Física) – Instituto de Física
e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2025.

Este trabalho investiga as propriedades termodinâmicas, dinâmicas e estruturais
de dímeros elásticos em sistemas de caroço amolecido utilizando simulações de
dinâmica molecular no ensemble canônico (NVT). Os dímeros são modelados como
partículas conectadas por potenciais harmônicos com diferentes constantes elásticas,
permitindo explorar como a rigidez ou flexibilidade da ligação influencia fenômenos
como anomalias na densidade e transições de fase. Observa-se que, ao reduzir a
constante elástica, a linha de Temperatura de Máxima Densidade (TMD) se desloca
para temperaturas e pressões mais elevadas no diagrama pressão-temperatura.
Este comportamento é atribuído ao aumento dos graus de liberdade vibracionais,
que facilita a adaptação estrutural do sistema e redistribui a energia térmica entre
modos vibracionais e translacionais. A flexibilidade também altera o balanço entre
as interações atrativas e repulsivas, promovendo maior compactação em condições
extremas. As simulações incluem a análise de propriedades como capacidade
térmica, função de distribuição radial e entropia de excesso, evidenciando a influência
dos parâmetros elásticos nos comportamentos emergentes. Os resultados destacam
a relevância de sistemas diméricos flexíveis como modelos para líquidos complexos,
biomateriais e interações anisotrópicas, ampliando as possibilidades de estudo de
anomalias tipo-água em contextos simplificados (como modelos coarse-grained, ou
também como no nosso caso um modelo que não considere a parte eletromagnética).

Palavras-chave: dinâmica molecular; dímeros elásticos; propriedades termodinâmi-
cas; potencial de duas escalas.



ABSTRACT

SILVA, Davi Felipe Kray. Computational Analysis of Elastic Dimers. Advisor: José
Rafael Bordin. 2025. 72 f. Thesis (Masters in ) – , Federal University of Pelotas,
Pelotas, 2025.

This study investigates the thermodynamic, dynamic, and structural properties of
elastic dimers in core-softened systems using molecular dynamics simulations in
the canonical ensemble (NVT). The dimers are modeled as particles connected by
harmonic potentials with varying elastic constants, enabling the exploration of how the
stiffness or flexibility of the bond influences phenomena such as density anomalies
and phase transitions. It is observed that decreasing the elastic constant shifts the
Temperature of Maximum Density (TMD) line to higher temperatures and pressures in
the pressure-temperature diagram. This behavior is attributed to increased vibrational
degrees of freedom, which facilitate the system’s structural adaptation and redistribute
thermal energy between vibrational and translational modes. Flexibility also alters the
balance between attractive and repulsive interactions, promoting greater compaction
under extreme conditions. The simulations include analyses of properties such as
heat capacity, radial distribution function, and excess entropy, highlighting the impact
of elastic parameters on emergent behaviors. The results underline the relevance of
flexible dimeric systems as models for complex liquids, biomaterials, and anisotropic
interactions, expanding the study of water-like anomalies in simplified contexts (such
as coarse-grained models, and also models that does not consider the electromagnetic
part).

Keywords: molecular dynamics; elastic dimers; thermodynamic properties; two-scales
potentials.
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1 INTRODUÇÃO

A investigação de sistemas moleculares simples desempenha um papel fundamen-
tal no avanço da física da matéria condensada, permitindo a exploração de fenômenos
físicos complexos a partir de modelos reduzidos (Allen; Tildesley, 2017). Dentre esses
sistemas, os dímeros — frequentemente denominados "dumbbell" — emergem como
objetos de estudo de destaque devido à sua simplicidade estrutural e à capacidade de
simular propriedades anômalas de sistemas mais complexos. Tradicionalmente, díme-
ros são representados como duas partículas rigidamente conectadas, oferecendo uma
perspectiva idealizada das interações moleculares em líquidos, gases e sólidos. Con-
tudo, a introdução de um grau de liberdade adicional, por meio de uma ligação elástica
que permite flutuações na distância entre as partículas, expande consideravelmente
as possibilidades de estudo (Dudalov; Fomin; Tsiok; Ryzhov, 2014). Esse modelo
oferece uma janela única para explorar propriedades termodinâmicas, transições de
fase e anomalias estruturais, com implicações que se estendem desde a ciência dos
materiais até a biologia molecular (Li; Dufresne; Kröger; Heyden, 2023; Basso, 2023).
A investigação de sistemas moleculares simples desempenha um papel fundamental
no avanço da física da matéria condensada, permitindo a exploração de fenômenos
físicos complexos a partir de modelos reduzidos (Allen; Tildesley, 2017). Dentre esses
sistemas, os dímeros — frequentemente denominados — emergem como objetos de
estudo de destaque devido à sua simplicidade estrutural e à capacidade de simular
propriedades anômalas de sistemas mais complexos. Tradicionalmente, dímeros são
representados como duas partículas rigidamente conectadas, oferecendo uma pers-
pectiva idealizada das interações moleculares em líquidos, gases e sólidos. Contudo,
a introdução de um grau de liberdade adicional, por meio de uma ligação elástica
que permite flutuações na distância entre as partículas, expande consideravelmente
as possibilidades de estudo (Dudalov; Fomin; Tsiok; Ryzhov, 2014). Esse modelo
oferece uma janela única para explorar propriedades termodinâmicas, transições de
fase e anomalias estruturais, com implicações que se estendem desde a ciência dos
materiais até a biologia molecular (Li; Dufresne; Kröger; Heyden, 2023; Basso, 2023).

A relevância do presente estudo está na capacidade de modelar comportamen-
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tos emergentes e anômalos que tradicionalmente são observados em sistemas mo-
leculares como a água (Netz; Gonzatti; Barbosa; Paukowski; Gavazzoni; Oliveira,
2011; Oliveira; Neves; Gavazzoni; Paukowski; Netz; Barbosa, 2010). Este líquido
apresenta propriedades extraordinárias, como densidade máxima a 4°C e compres-
sibilidade anômala, que são frequentemente explicadas por hipóteses complexas, in-
cluindo a existência de transições de fase líquido-líquido e a presença de um segundo
ponto crítico(Barbosa; Salcedo; Barbosa, 2013). O estudo de dímeros elásticos per-
mite uma abordagem alternativa para simular e compreender essas propriedades, uti-
lizando modelos computacionais baseados em potenciais de interação de duas esca-
las. Tais potenciais têm se mostrado ferramentas poderosas para reproduzir anomalias
em líquidos simples, fornecendo insights sobre a organização estrutural e a dinâmica
molecular.

Neste contexto, o presente trabalho propõe investigar sistemas de dímeros conec-
tados por uma interação elástica modelada por um potencial harmônico. Utilizando o
software LAMMPS, são realizadas simulações no ensemble canônico (NVT), variando
parâmetros termodinâmicos e propriedades mecânicas do sistema. As simulações
têm como objetivo caracterizar transições de fase, explorar propriedades termodinâ-
micas, como a capacidade térmica e o coeficiente de difusão, e analisar a organização
estrutural por meio da função de distribuição radial. O enfoque nos dímeros elásticos é
justificado por sua capacidade de capturar, de maneira simplificada, fenômenos asso-
ciados a sistemas reais, como a flexibilidade de moléculas biológicas e as interações
anisotrópicas em líquidos complexos (Pinto w. j., 2010; Silva, 2016).

Além disso, a utilização de modelos computacionais para estudar sistemas de dí-
meros representa uma abordagem moderna e eficiente para investigar a física da
matéria condensada. O desenvolvimento de técnicas como a dinâmica molecular,
acoplada a algoritmos avançados de integração, permite a análise detalhada das in-
terações interpartículas e das propriedades emergentes do sistema. No caso deste
trabalho, a escolha de potenciais de caroço amolecido e harmônicos permite simu-
lar comportamentos estruturais e dinâmicos de sistemas com alto grau de correlação
molecular, como líquidos em condições extremas ou biomoléculas em ambientes con-
finados (Krekelberg; Mittal; Ganesan; Truskett, 2008; Gallo; Amann-winkel; Angell;
Anisimov; Caupin; Chakravarty; Lascaris; Loerting; Panagiotopoulos; Russo; Sellberg;
Stanley; Tanaka; Vega; Xu; Pettersson, 2016).

Em síntese, este trabalho não apenas busca elucidar os comportamentos físicos
de dímeros elásticos, mas também visa contribuir para o entendimento geral de sis-
temas complexos, ampliando as fronteiras do conhecimento em termodinâmica es-
tatística e dinâmica molecular. Ao investigar as propriedades desses sistemas sob
diferentes condições, espera-se identificar características intrínsecas que possam ser
extrapoladas para estudos mais abrangentes, oferecendo novas perspectivas para a
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modelagem de materiais e moléculas em diversas áreas do conhecimento científico.

1.1 Objetivos Gerais

Investigar a influência da adição de um grau de liberdade em um sistema de díme-
ros rígidos, na forma de uma força elástica permitindo flutuações na distância entre
as duas partículas identicas. Analisar como essa nova força irá afetar o sistema, na
forma de anomalias e espaço de fases do sistema.

1.2 Objetivos Específicos

Realizar diversas simulações variando essa a força elástica entre os dímeros a fim
de entender como um sistema com bastante elasticidade se comporta comparado a
um sistema mais rígido e com pouca elasticidade, semelhante ao sistema de dímeros
clássico ocm distância fixa entre partículas. Analisar os parâmetros termodinâmicos
relevantes (CV , s2, D, g(r)) para entender as propriedades do sistema simulado. Cons-
truir um diagrama de fases PxT compilando todos os resultados obtidos.



2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 Por que estudamos a água?

A água exibe propriedades físicas e termodinâmicas peculiares que a diferenciam
da maioria das substâncias, conhecidas como anomalias da água. Essas anomalias
incluem a densidade máxima a 4◦C, a expansão ao congelar, alta capacidade calo-
rífica, comportamento de difusão não usual sob condições de alta pressão, dentre
outras 68 anomalias identificadas (Barbosa, 2015). Tais propriedades têm sido exten-
sivamente estudadas, pois estão intimamente relacionadas à estrutura molecular da
água e às interações hidrogênio-hidrogênio, que formam redes tetraédricas dinâmi-
cas. Uma hipótese amplamente debatida é a existência de uma linha de coexistência
entre duas fases líquidas distintas da água (liquido-líquido, LLPT) em altas pressões e
baixas temperaturas, o que explicaria o comportamento anômalo a partir de uma pers-
pectiva termodinâmica (Sciortino; La nave; Tartaglia, 2003). Estudos experimentais e
computacionais têm avançado nesse campo, mas limitações em ambas as aborda-
gens mantêm esse cenário como objeto de intenso debate científico(Urbic, 2016). As
moléculas de água são constituídas por dois átomos de hidrogênio ligados covalen-
temente a um átomo de oxigênio. São pequenas, com diâmetro molecular de aproxi-
madamente 2, 75, e possuem uma geometria angular, com ângulo H-O-H em torno de
104, 5◦. Duas moléculas de água podem se atrair por ligações de hidrogênio quando
estão orientadas adequadamente e a uma distância específica. A distância H···O en-
tre moléculas vizinhas é cerca de 1, 88, e o ângulo O-H···O é aproximadamente 162◦,
como mostrado na figura 1.

A energia dessas ligações é em torno de 23kJ/mol, quase cinco vezes maior que
a energia térmica em temperatura ambiente. Essas ligações são responsáveis por
propriedades exóticas da água, como seus altos pontos de fusão e ebulição. Devido
à direção preferencial dessas ligações, o número de primeiros vizinhos é reduzido. A
água tem, em média, quatro vizinhos, bem menos que líquidos simples. Quando forma
ligações de hidrogênio com quatro vizinhos, cria-se uma estrutura aproximadamente
tetraédrica (Figura 1(b)).
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Figura 1 – Estrutura da água

a)Ligações de hidrogênio entre duas moléculas de água. (b) Estrutura tetraédrica.(Oliveira; Netz;
Colla; Barbosa, 2006a).

Figura 2 – Influência das formações de pontes de hidrogênio na estrutura

(A) Estruturas densas em altas temperaturas. (B) Estruturas ordenadas e menos densas em baixas
temperaturas. As ligações de hidrogênio (linhas tracejadas) são fundamentais para a estabilidade

dessas configurações. Imagem retirada de (Oliveira; Netz; Colla; Barbosa, 2006a).

Um agrupamento de quatro moléculas, chamado tetrâmero, pode interagir com ou-
tro formando estruturas mais complexas, como os octâmeros bicíclicos. A Figura 2
ilustra duas configurações possíveis. Na configuração A, os tetrâmeros interagem via
forças de van der Waals, formando uma estrutura mais densa. Já na configuração B,
formam ligações de hidrogênio, resultando em uma estrutura mais ordenada e menos
densa. A competição entre essas duas escalas pode ser modelada por um potencial
de duas escalas 2, onde uma favorece a configuração A e a outra favorece a configu-
ração B.

2.1.1 As anomalias

A água é um dos compostos mais abundantes e essenciais na Terra, desempe-
nhando um papel central nos sistemas naturais e em todos os organismos vivos. Sua
importância transcende disciplinas científicas, sendo objeto de estudo em áreas como
biologia, química, física e ciência de materiais (Ball, 2017; Giovambattista; Rossky;
Debenedetti, 2012; Shi; Tanaka, 2020; Accordino; Malaspina; Rodriguez fris; Alar-
cón; Appignanesi, 2012; Fernández; Scott, 2003; Qvist; Davidovic; Hamelberg; Halle,
2008; Kulp; Kulp; Pompliano; Guarnieri, 2011; Schulz; Frechero; Appignanesi; Fernán-
dez, 2010; Accordino; Malaspina; Rodríguez fris; Appignanesi, 2011; Accordino; Oca;
Rodriguez fris; Appignanesi, 2015). Apesar de ser tão familiar no cotidiano, a água
continua sendo uma das substâncias mais intrigantes e desafiadoras de compreender
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completamente. Essa complexidade tem raízes em sua estrutura molecular única. A
geometria da água confere à molécula uma polaridade significativa, permitindo a for-
mação de ligações de hidrogênio (Eisenberg; Kauzmann, 2005). Essas interações,
que são mais intensas do que forças dipolo-dipolo convencionais, mas mais fracas
do que ligações covalentes, possibilitam que cada molécula de água se conecte a
até quatro moléculas vizinhas, criando uma rede altamente coesa. Essa rede é dinâ-
mica, rompendo-se e reformando-se continuamente, o que influência diretamente as
propriedades únicas da substância.

Entre suas muitas peculiaridades, a água apresenta uma série de anomalias que a
tornam notável (Stanley; Kumar; Xu; Yan; Mazza; Buldyrev; Chen; Mallamace, 2007;
Debenedetti, 2003; Sciortino; Saika-voivod; Poole, 2011; Nilsson; Pettersson, 2011;
Stern; Seidl-nigsch; Loerting, 2019; Kim et al., 2020; Biddle; Singh; Sparano; Ricci;
González; Valeriani; Abascal; Debenedetti; Anisimov; Caupin, 2017; Debenedetti; Sci-
ortino; Zerze, 2020). Uma das mais conhecidas é sua expansão ao solidificar, o que
faz com que o gelo flutue sobre a água líquida devido à sua menor densidade. Lem-
brando que a água líquida atinge sua densidade máxima a 4◦C sob pressão atmos-
férica (Figura 3), comportamento que também é incomum. Em baixas temperaturas,
exibe compressibilidade inversa, tornando-se mais compressível conforme é resfriada,
e, sob altas pressões, sua fluidez aumenta, contrariando a tendência de substâncias
comuns. Essas propriedades estão intimamente ligadas à capacidade da água de for-
mar ligações de hidrogênio (Pauling, 1960), o que confere características estruturais e
dinâmicas únicas. Atualmente, são conhecidos 72 (Gavazzoni, 2013) comportamentos
anômalos da água.

Figura 3 – Influência das formações de pontes de hidrogênio na estrutura

Gráfico experimental da densidade em função da temperatura a pressão constante P = 1 atm (Kell,
1975).

Essas anomalias estruturais (como por exemplo a anomalia do gelo ser menos
denso que água líquida, anomalia da TMD 3) são explicadas pela competição entre
as escalas mencionadas anteriormente. Em temperaturas baixas, as moléculas for-
mam todas as ligações de hidrogênio, criando a estrutura menos densa B 2. Com o
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aumento da temperatura, algumas ligações se rompem, permitindo que os tetrâmeros
se aproximem, formando a estrutura mais densa A 2. Esse processo explica o com-
portamento não monotônico da densidade com a temperatura 3. Outras anomalias
incluem a compressibilidade isotérmica e o calor específico. Em líquidos normais, a
compressibilidade diminui com a redução da temperatura. Na água, observa-se um
mínimo em 45, 6◦C, após o qual ela aumenta conforme a temperatura diminui (Figura
4). Isso ocorre devido à formação de aglomerados moleculares com ligações de hi-
drogênio, que tornam o volume local maior que a média global.

Figura 4 – Anomalia na TMD

Gráficos experimentais para (a) Calor específico contra temperatura e (b) Compressibilidade
isotérmica contra temperatura . Adaptada de:(Kell, 1975).

O calor específico também se comporta de maneira incomum, atingindo um mínimo
em 36◦C antes de aumentar rapidamente à medida que a água é resfriada (Figura 4).
Esse aumento está relacionado à formação de estruturas mais abertas e ordenadas,
reduzindo a entropia local em relação à global.

Outra anomalia interessante é o coeficiente de difusão translacional. Em líquidos
normais, a difusão diminui com o aumento da densidade. Na água, existe uma região
onde a difusão aumenta com a densidade, com máximos e mínimos que delimitam
o comportamento anômalo (Figura 5,6) (Netz; Starr; Stanley; Barbosa, 2001; Erring-
ton; Debenedetti, 2001; Oliveira; Netz; Colla; Barbosa, 2006a). A relevância científica
da água vai além de suas propriedades físicas. No campo da biologia, ela desem-
penha papel essencial na estabilidade de proteínas e membranas celulares (Pace;
Fu; Fryar; Landua; Trevino; Schell; Thurlkill; Iimura; Scholtz; Gajiwala; Sevcik; Ur-
bániková; Myers; Takano; Hebert; Shirley; Grimsley, 2014; Bertalan; Lešnik; Bren;
Bondar, 2020), além de mediar inúmeros processos bioquímicos. Na química, sua
eficiência como solvente é crucial para reações catalíticas e processos de solvatação
(Farnesi camellone; Marx, 2013; Neto, 2010). Já na ciência de materiais, as carac-
terísticas da água inspiram o desenvolvimento de novas tecnologias, como sistemas
de transporte térmico (Hussien; Abdullah; Al-nimr; Md yusop; Nuntadusi; Elnaggar,
2016) e eletrólitos para baterias (Xie; Wang; Xu; Li; Fu; Li, 2024). Mesmo com os
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Figura 5 – Anomalia da difusão (dados experimentais)

Gráfico experimental da difusão (eixo y) em função da pressão (em bar, no eixo x) para temperaturas
fixas(Angell; Finch; Bach, 1976).

Figura 6 – Anomalia da difusão (dados computacionais)

Gráfico computacional da difusão em função da densidade para temperaturas fixas (Modelo SPC/E)
(Netz; Starr; Stanley; Barbosa, 2001).

avanços no entendimento de sua estrutura e comportamento, a água continua a sur-
preender cientistas, desafiando teorias estabelecidas e inspirando novas abordagens
para estudar interações moleculares e dinâmicas em sistemas líquidos e sólidos. Sua
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complexidade não é apenas um desafio científico, mas também uma fonte inesgotável
de descobertas e aplicações.

2.1.2 Fases da água

A água pode existir em diferentes estados de agregação: líquido, sólido e gasoso.
Essas fases podem ser compreendidas em diagramas pressão contra temperatura 7,
que representam os domínios de estabilidade de cada fase e as condições em que
duas ou mais fases coexistem em equilíbrio (STRUCTURE AND PROPERTIES OF
WATER IN ITS VARIOUS STATES, 2019). Tais diagramas também delineiam as cha-
madas linhas de transição de fase, que indicam as condições específicas para mudan-
ças de estado, baseadas nas propriedades termodinâmicas do sistema (Eisenberg;
Kauzmann, 2005; Bielska; Havey; Scace; Lisak; Harvey; Hodges, 2013; Petrenko;
Whitworth, 1999; Yen; Chi, 2015; Mercury; Vieillard; Tardy, 2001; Salzmann; Rada-
elli; Mayer; Finney, 2009; Goncharov; Goldman; Fried; Crowhurst; Kuo; Mundy; Zaug,
2005; Goncharov; Sanloup; Goldman; Crowhurst; Bastea; Howard; Fried; Guignot;
Mezouar; Meng, 2009). No diagrama 7 temos no eixo y a pressão em escala logarít-
mica (a esquerda em Pa e na direita em Bar), e no eixo x temos a temperatura, nas
escalas K (acima) e ◦C (abaixo). A região do canto inferior direito delimita o espaço
onde a água se encontra em fase gasosa, e logo acima na região central observamos
uma linha que indica a transição de sólido para líquido. A região central-direita, con-
tém a maior região onde a água se encontra em estado líquido, do ponto triplo até a
linha de Widom e de pressões em torno de 1kPa-10GPa. Note que a partir da linha de
Widom (WL no gráfico, região pontilhada), depois do ponto crítico, vemos uma região
de fluído super crítico, onde é difícil distinguir o que está em estado gasoso ou líquido.
Para as regiões a temperaturas inferiores ao ponto crítico e logo acima da linha que
delimita a transição sólido-gás observamos diferentes fases sólidas da água. As fases
sólidas estão caracterizadas por algorismos romanos. A fase Ih é o gelo comum, e o h

indica uma formação cristalina hexagonal. À esquerda da linha tracejada, temos a fase
metaestável Ic, uma variante do gelo comum que se organiza de forma cúbica. Em
seguida temos II, uma estrutura romboédrica mais densa que o gelo I e que se forma
a temperaturas abaixo de −83◦C e pressões entre 300 e 500MPa. A fase III possui
uma estrutura tetragonal e é menos denso que o gelo II. Forma-se a temperaturas
entre −20◦C e −45◦C e pressões de 280 a 400 MPa. O gelo IV é metastável e tem
uma estrutura romboédrica. Foi observada em condições laboratoriais específicas e
não ocorre naturalmente. Para o gelo V vemos uma estrutura monoclínica, forma-se
a temperaturas entre −20◦C e −70◦Ce pressões de 500 a 630MPa. A fase V I possui
uma estrutura tetragonal e forma-se a temperaturas abaixo de 0◦C e pressões entre
600MPa e 1, 1GPa. O caso do gelo V II é de uma estrutura cúbica e é encontrado em
pressões acima de 2GPa. É caracterizado por uma alta densidade e pode existir em
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temperaturas elevadas. Para o estado V III observamos uma forma protonicamente
ordenada derivada do estado V II, com estrutura tetragonal, formada a temperaturas
baixas e pressões acima de 2GPa. A fase XI se divide na parte ortorrômbica (em bai-
xas temperaturas, menores que −200◦C, e com pressão variada de 1Pa até 100MPa)
e na parte hexagonal, que pode ser encontrada no extremo superior do gráfico para
altas pressões e em todo espectro de temperaturas avaliadas no diagrama. Existem
outras fases sólidas que não foram consideradas no diagrama e pesquisadores conti-
nuam tentando explorar os estados da água (estado LDA e HDA aparecem na figura
10). Por fim, observamos uma linha vermelha para a pressão constante de 1bar (nas
condições comuns de pressão do cotidiano, aproximadamente 1atm) onde podemos
observar a temperatura de fusão Tf e a temperatura de ebulição Tb.

Figura 7 – Diagrama de fases da água

Diagrama de fases para a pressão e temperatura (em diferentes escalas. Adaptado de (STRUCTURE
AND PROPERTIES OF WATER IN ITS VARIOUS STATES, 2019)

As transições de fase, de acordo com a classificação de Ehrenfest tem dois tipos



20

principais. As transições de primeira ordem, como fusão, vaporização e sublimação,
apresentam descontinuidades nas primeiras derivadas da energia livre (para exempli-
ficar, usaremos energia livre de Gibbs, porém a escolha depende do sistema que será
utilizado). Essas derivadas incluem a entropia, definida por:

S = −
(
∂G

∂T

)
P,N

; (1)

e a pressão:

V =

(
∂G

∂V

)
T,N

. (2)

Essas relações são ilustradas de maneira esquemática na Figura 8, que representa
a energia livre, suas primeiras derivadas, entalpia, entropia e volume, e as segundas
derivadas, como o calor específico Cp, a compressibilidade isotérmica κT e o coefi-
ciente de dilatação térmica αP , todas em função da magnitude de controle, como a
temperatura (FIRST-ORDER PHASE TRANSITIONS, 2003).

Nas transições de primeira ordem, há descontinuidades evidentes nas primeiras
derivadas da energia livre, como uma mudança abrupta no volume molar ou na en-
tropia, que reflete diretamente os fenômenos associados, como fusão ou vaporização.
Já nas transições de segunda ordem, essas descontinuidades desaparecem, mas as
segundas derivadas podem divergir, indicando uma mudança mais gradual, porém
igualmente significativa, nas propriedades do sistema.

Nessas transições, mudanças abruptas ocorrem, como a liberação ou absorção de
calor latente, resultando em alterações macroscópicas das propriedades do sistema.
Por outro lado, nas transições de segunda ordem, as primeiras derivadas permanecem
contínuas, mas as segundas derivadas, como o calor específico e a compressibilidade
isotérmica, apresentam descontinuidades ou divergências (Fisher; Milton, 1986). Essa
classificação, originalmente proposta por Ehrenfest e refinada por Fisher, trouxe maior
precisão ao incluir fenômenos como divergências, que não eram adequadamente des-
critos na abordagem inicial. No caso da água, as transições de fase de primeira ordem
(como aquelas entre gelo e água líquida, água líquida e vapor, ou gelo e vapor) são de
particular interesse. Essas transições são caracterizadas por mudanças significativas
nas propriedades do sistema, refletindo as descontinuidades descritas anteriormente
(Debenedetti, 1996). Por exemplo, durante a fusão, a entropia aumenta abruptamente
devido à quebra das interações ordenadas entre as moléculas no estado sólido, en-
quanto o volume molar também muda de forma significativa. Essas transições não
são apenas fundamentais para a compreensão teórica de processos termodinâmicos,
mas também possuem implicações práticas. O estudo das mudanças de fase da água
é essencial em áreas como climatologia, onde a formação de gelo e a vaporização
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de água desempenham papéis cruciais nos ciclos hidrológicos e nos padrões climáti-
cos globais. Além disso, tecnologias de dessalinização e armazenamento de energia
dependem diretamente de uma compreensão detalhada das propriedades termodinâ-
micas e das transições de fase da água. Portanto, ao investigar as condições sob as
quais a água muda de fase, os diagramas pressão contra temperatura e as equações
fundamentais que governam as transições fornecem uma base sólida para explorar
não apenas os fenômenos naturais, mas também aplicações tecnológicas inovadoras.
Assim, a água continua a ser um modelo central para o estudo de sistemas termodi-
nâmicos complexos e de suas implicações práticas e teóricas.

2.1.3 Estados Metaestáveis.

Na física, as fases de um sistema podem ser classificadas como estáveis, meta-
estáveis ou instáveis, dependendo de suas propriedades termodinâmicas. As fases
estáveis correspondem aos estados de equilíbrio discutidos anteriormente, enquanto
as instáveis são pontos inacessíveis, já que qualquer pequena perturbação provoca
uma separação de fases. Por outro lado, as fases metaestáveis, embora resistentes a
pequenas flutuações, podem sofrer separação de fases se submetidas a perturbações
suficientemente grandes (Debenedetti, 1996; Debenedetti; Stanley, 2003).

Figura 8 – Mapeando o ponto crítico

Diagrama PV incluindo as fases estáveis, metaestáveis (entre spinodal e binodal), e instáveis (quando
a equação 2.3 tem resultados < 0)
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A resistência de uma fase a essas flutuações é avaliada através do comportamento
do potencial químico, ou, de forma equivalente, da energia livre de Gibbs, em relação
às variáveis termodinâmicas como volume, temperatura ou pressão. A estabilidade
é determinada pela concavidade dessa função: se a segunda derivada em relação
à variável de interesse for positiva, a fase tende ao equilíbrio, contrabalançando as
flutuações; caso seja negativa, qualquer perturbação ampliará a instabilidade. Essa
análise pode ser expressa matematicamente como:

∂2G

∂V 2

∣∣∣
T,P

= 0. (3)

Os pontos que satisfazem essa equação (2.3) definem a curva spinodal, que deter-
mina o limite entre as regiões de estabilidade e instabilidade no diagrama de pressão
contra volume. Esse gráfico, quando combinado com a curva de coexistência de fases
(também conhecida como binodal), evidencia as diferentes regiões termodinâmicas
do sistema, conforme ilustrado na Figura 8. No contexto dessas curvas, a compressi-
bilidade isotérmica κT é uma propriedade relevante, sendo definida como:

κT = − 1

V

∂V

∂P

∣∣∣
T
. (4)

Quando κT (2.4) assume valores negativos, a fase é instável, já que a variação do
volume em resposta à pressão apresenta um comportamento contrário ao esperado
para sistemas estáveis. A definição da energia livre é feita a partir do ensemble utili-
zado. No nosso caso utilizamos um NVT, logo a energia livre de Helmholz F = U−TS

é a apropriada. As derivadas são obtidas da forma diferencial dF = −SdT − pdV , de
forma análoga a explicação anterior 2. A entropia se torna S =

(
∂F
∂T

)
V,N

, ao invés do
volume, o parâmetro é a pressão P =

(
∂F
∂V

)
T,N

.No lugar da compressibilidade isotér-
mica κT temos a partir da energia livre de Helmholz a compressibilidade adiabática
κs

A figura 9 mostra a facilidade que um estado metaestável (1) tem de passar para
um estado instável (2), que por sua vez pode facilmente passar para um estádo estável
(3). Em geral, requer pouca energia para passar de um estado metaestável para um
estado instável, e menos ainda para passar do instável para um estável.

Um exemplo notável de fase metaestável é a água líquida sob condições extre-
mas. A água pode existir em estado líquido abaixo de 0◦C (abaixo do ponto de fusão)
e acima de 100◦C (acima do ponto de ebulição), sob pressão atmosférica (Binder;
Kob, 2011). Esses estados metaestáveis são conhecidos como água super-resfriada
e água superaquecida, respectivamente, com limites experimentais que se estendem
de temperaturas inferiores a −41◦C (Mossop, 1955) até valores superiores a 279◦C

(Apfel, 1972). No estado metaestável, o sistema encontra-se em um mínimo de ener-
gia potencial, acima do estado estável correspondente. Esse estado é uma espécie
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Figura 9 – Relação entre meta-estabilidade, instabilidade e estabilidade

Diagrama de Posição x Energia, ilustrando a relação entre estados estáveis, meta-estáveis, e
instáveis.

de trava energética temporária, da qual o sistema pode escapar devido a flutuações,
mas que apresenta uma duração significativa antes de atingir o estado termodinâmico
mais estável (Debenedetti; Stillinger, 2001)(Stillinger, 1990). Neste trabalho, o foco
recai sobre a água super-resfriada, cuja análise é particularmente interessante, pois
suas anomalias se intensificam com a redução da temperatura.

2.1.4 Terra de ninguém

Conforme discutido anteriormente, na região da água super-resfriada destacam-se
duas temperaturas de particular interesse: a temperatura de nucleação homogênea
do gelo TH , que corresponde a aproximadamente 232 K à pressão atmosférica, e a
temperatura de cristalização do gelo amorfo TX , em torno de 160 K à mesma pressão
(Gallo; Amann-winkel; Angell; Anisimov; Caupin; Chakravarty; Lascaris; Loerting; Pa-
nagiotopoulos; Russo; Sellberg; Stanley; Tanaka; Vega; Xu; Pettersson, 2016). Essas
temperaturas representam limites significativos para a experimentação, pois, no inter-
valo entre elas, a nucleação do gelo ocorre em taxas tão elevadas que torna inviável
a realização de medições significativas com as técnicas convencionais. Na Figura
10, apresenta-se um diagrama de fases semelhante ao da Figura 7, mas destacando
os domínios das fases metaestáveis (quando presentes) em vez das fases estáveis.
Nesse diagrama, a região experimentalmente inacessível, conhecida como terra de
ninguém ( No man’s land), é marcada e contém apenas gelo cristalino. A linha TH

representa o limite de cristalização homogênea, enquanto TX define o limite de crista-
lização do gelo amorfo.

A Figura 10, adaptada de (Gallo; Amann-winkel; Angell; Anisimov; Caupin; Chakra-
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Figura 10 – Diagrama de fases e a terra de ninguém

Diagrama de fases da água não cristalina

varty; Lascaris; Loerting; Panagiotopoulos; Russo; Sellberg; Stanley; Tanaka; Vega;
Xu; Pettersson, 2016), sintetiza essas informações, ilustrando as inter-relações entre
as fases não cristalinas da água, seus estados metaestáveis e os limites que definem
sua acessibilidade experimental. Além disso, são indicados os domínios dos líquidos
ultraviscosos, classificados como de baixa densidade LDL e de alta densidade HDL.
Essas fases líquidas ocorrem porque o tempo de relaxação microscópica é menor
do que a escala temporal necessária para transformações de fase, caracterizando-as
como metaestáveis (Lemke; Handle; Plaga; Stern; Seidl; Fuentes-landete; Amann-
winkel; Köster; Gainaru; Loerting; Böhmer, 2017). Abaixo dessas regiões estão as
faixas de pressão e temperatura de estabilidade dos vidros amorfos de baixa LDA e
alta densidade HDA. Essas fases são separadas das regiões de líquidos ultravisco-
sos pelas linhas de transição vítrea Tg,1 e Tg,2, enquanto a separação entre LDA e
HDA é descrita por uma linha de transição de fase de primeira ordem (Gallo; Amann-
winkel; Angell; Anisimov; Caupin; Chakravarty; Lascaris; Loerting; Panagiotopoulos;
Russo; Sellberg; Stanley; Tanaka; Vega; Xu; Pettersson, 2016).
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2.1.5 Hipótese do segundo ponto crítico

Desde a década de 1980, múltiplas propostas foram elaboradas para explicar as
anomalias da água introduzidas na Seção 2.1.1. Dentre essas, destaca-se a hipótese
do segundo ponto crítico, apresentada em 1992 (Poole; Sciortino; Essmann; Stanley,
1992). Nesse estudo, fundamentado em cálculos teóricos e simulações moleculares
utilizando o modelo ST2 (um modelo de água de cinco pontos), sugeriu-se que as
anomalias da água poderiam ser explicadas pela existência de um segundo ponto
crítico. Diferentemente do ponto crítico clássico (associado ao fim da linha de coe-
xistência entre gelo e vapor, a 374◦C e 221 bar, conforme ilustrado na Figura 7, esse
novo ponto crítico estaria localizado na região inacessível conhecida como “terra de
ninguém”. Esse ponto, denominado ponto crítico líquido-líquido LLCP , corresponde-
ria ao término da linha de coexistência entre duas fases líquidas distintas, uma de alta
densidade (HDL) e outra de baixa densidade (LDL) 10 (Gallo; Bachler; Bove; Böhmer;
Camisasca; Coronas; Corti; Almeida ribeiro; Koning; Franzese; Fuentes-landete; Gai-
naru; Loerting; Oca; Poole; Rovere; Sciortino; Tonauer; Appignanesi, 2021). Outro
modelo conhecido como SPC/E, foi capaz de reproduzur qualitativamente essas pro-
priedades, corroborando dados experimentais e ampliando a compreensão do com-
portamento da água no diagrama de fases pressão-temperatura 11.

Figura 11 – Hierarquia de anomalias

Organização hierárquica das anomalias no diagrama de fases pressão contra temperatura para água.
À direita temos o diagrama obtido experimentalmente e à esquerda o diagrama obtido em simulações
computacionais para o modelo SPC/E. Adaptação a partir de (Netz; Starr; Stanley; Barbosa, 2001).

Embora a existência desse ponto crítico ainda não tenha sido confirmada expe-
rimentalmente, diversos autores o consideram o cenário mais provável, baseando-
se em evidências computacionais (Amann-winkel; Kim; Giovambattista; Ladd parada;
Späh; Perakis; Pathak; Yang; Eklund; Lane; You; Jeong; Lee; Eom; Kim; Park; Chun;
Poole; Nilsson, 2023; Sciortino; Saika-voivod; Poole, 2011; Palmer j. c., 2014; Kessel-
ring; Franzese; Buldyrev; Herrmann; Stanley, 2012) e dados experimentais (Mishima;
Sumita, 2023; Espinosa; Abascal; Sedano; Sanz; Vega, 2023; Kim; Amann-winkel; Gi-
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ambattista; Späh; Perakis; Pathak; Ladd parada; Yang; Mariedahl; Elklund; Lane; You;
Jeong; Weston; Lee; Eom; Kim; Park; Chun; Nilsson, 2020; Stern; Seidl-nigsch; Lo-
erting, 2019; Amann-winkel; Gainaru; Handle; Seidl; Nelson; Böhmer; Loerting, 2013;
Taschin; Bartolini; Eramo; Righini; Torre, 2013; Walrafen, 1967), mesmo que esses
últimos sejam inconclusivos. A proposta de uma transição de fase entre as duas fa-
ses líquidas, de primeira ordem, está diretamente associada ao fenômeno conhecido
como polimorfismo da água. Esse conceito, por sua vez, é fundamentado na teoria dos
dois estados, formulada em 1965 (Davis c. m.; Litovitz, 1965; ?). De acordo com essa
teoria, a água pode ser entendida como uma mistura não ideal de dois estados inter-
convertíveis. Esses estados teriam propriedades opostas: um caracterizado por alta
energia e alta entropia, e outro por baixa energia e baixa entropia. A proporção relativa
desses estados seria governada por um equilíbrio termodinâmico, o qual determinaria
as propriedades globais da mistura em função da temperatura do sistema. A linha de
transição entre essas fases líquidas culminaria no LLCP , onde as flutuações das pro-
priedades termodinâmicas associadas à segunda derivada da energia livre (como a
compressibilidade isotérmica ou o calor específico isobárico, Cp) tenderiam a divergir.
Além desse ponto crítico, a linha de transição contínua, conectando os pontos de pres-
são e temperatura nos quais as flutuações dessas propriedades atingem um máximo.
Esse comportamento não implica descontinuidades, mas reflete um efeito residual da
divergência do comprimento de correlação próximo ao LLCP (Pathria; Beale, 2011).
Essa continuação é conhecida como linha de Widom (Stanley; Kumar; Xu; Yan; Mazza;
Buldyrev; Chen; Mallamace, 2007). A linha de Widom pode ser investigada por meio
de simulações moleculares. Por exemplo, utilizando modelos como o TIP4P/2005, é
possível calcular as temperaturas associadas, para diferentes pressões, aos máximos
nas flutuações da compressibilidade isotérmica (Abascal; Vega, 2010). Esses estudos
fornecem uma base teórica valiosa para explorar o comportamento anômalo da água
em condições extremas.

2.1.6 Modelagem das anomalias por potenciais de duas escalas

A modelagem de líquidos anômalos, como a água, tem sido conduzida por meio
de potenciais simplificados que capturam os elementos essenciais do comportamento
estrutural e termodinâmico. Modelos core-softened, caracterizados por um potencial
efetivo com duas escalas de interação, têm se mostrado ferramentas poderosas. Es-
ses potenciais introduzem uma interação repulsiva curta (core) e uma atração suave
(softened), permitindo a representação de transições estruturais que suportam as ano-
malias observadas (Krekelberg; Mittal; Ganesan; Truskett, 2008; Gallo; Amann-winkel;
Angell; Anisimov; Caupin; Chakravarty; Lascaris; Loerting; Panagiotopoulos; Russo;
Sellberg; Stanley; Tanaka; Vega; Xu; Pettersson, 2016). O modelo de duas escalas
reflete mudanças no ordenamento local, de configurações densas para ordenadas, o
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que dá origem às anomalias na densidade, difusão e estrutura. Em sistemas molecu-
lares mais complexos, como os dímeros, essas escalas podem ser adaptadas para ex-
plorar como interações adicionais alteram as propriedades emergentes(Oliveira; Netz;
Colla; Barbosa, 2006a).

Os potenciais de duas escalas capturam duas distâncias preferenciais entre as
partículas do fluido, representadas, em abordagem coarse-grained, como partículas
únicas que modelam tetrâmeros de água. Esse método reduz a complexidade do sis-
tema sem comprometer as propriedades fundamentais. Estudos (Oliveira; Netz; Colla;
Barbosa, 2006a,b; Barraz ney m.; Salcedo; Barbosa, 2009; Silva; Salcedo; Oliveira;
Barbosa, 2010) mostram que a interação entre escalas reproduz anomalias dinâmi-
cas, termodinâmicas e estruturais da água. Além disso, tais potenciais sugerem que
propriedades similares podem ser observadas em outros fluidos, ampliando seu uso.

2.1.7 Dímeros

Os dímeros têm sido objeto de estudo na dinâmica molecular (DM) desde os pri-
mórdios dessa área, devido à sua simplicidade estrutural e ao mesmo tempo à riqueza
de comportamentos físicos que exibem. Um dímero é composto por duas partícu-
las ligadas, frequentemente modeladas como esferas rígidas ou macias conectadas
por forças elásticas ou interações rígidas, como molas harmônicas ou potenciais de
Lennard-Jones modificados. Essa simplicidade permite que os dímeros sirvam como
sistemas modelo para estudar fenômenos complexos, como transições de fase, pro-
priedades de transporte e anomalias termodinâmicas (Dudalov; Fomin; Tsiok; Ryzhov,
2014).

As primeiras investigações envolvendo dímeros remontam aos estudos de gases
moleculares simples, nos quais as moléculas eram representadas como dímeros rí-
gidos ou flexíveis. Esses modelos eram úteis para explorar interações entre molé-
culas diatômicas, como H2, N2 e O2, presentes em gases reais. A partir disso, os
dímeros começaram a ser usados para estudar efeitos de anisotropia em potenciais
intermoleculares e como protótipos de moléculas com graus de liberdade internos,
como vibração e rotação (Allen; Tildesley, 2017). Nos últimos anos, os dímeros têm
sido empregados em modelos que simulam líquidos moleculares, cristais e sistemas
biomiméticos, testando não apenas fenômenos fundamentais, mas também novas téc-
nicas computacionais, como métodos de integração numérica e algoritmos de Monte
Carlo (Rapaport, 2004).

Atualmente, os dímeros são utilizados em uma ampla gama de aplicações cientí-
ficas. Na física de líquidos, eles ajudam a investigar propriedades anômalas, como
aquelas da água, e a entender transições de fase líquidas-líquidas, exploradas por po-
tenciais de interação core-softened (Barbosa; Salcedo; Barbosa, 2013; Bordin; Krott;
Barbosa, 2015; Oliveira; Neves; Gavazzoni; Paukowski; Netz; Barbosa, 2010; Gavaz-
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zoni; Gonzatti; Pereira; Ramos; Netz; Barbosa, 2014; ?).Em materiais moleculares,
dímeros servem como modelos para interações anisotrópicas, permitindo simulações
de líquidos iônicos, redes supramoleculares e dispositivos avançados. Além disso, na
biologia computacional, dímeros aproximam interações em proteínas e ácidos nuclei-
cos, ajudando a entender processos como dobramento proteico e a estabilidade de
pares de bases no DNA. Na física de partículas ativas, dímeros auto-propelidos for-
necem novas perspectias sobre o movimento coletivo de partículas fora do equilíbrio,
aplicados em contextos biológicos e nanotecnológicos.

Com a crescente integração de técnicas como aprendizado de máquina à dinâmica
molecular, os dímeros estão emergindo como ferramentas essenciais para simplificar
a complexidade de interações em sistemas maiores. Eles têm sido usados para treinar
modelos computacionais que capturam comportamentos de sistemas macroscópicos
a partir de interações microscópicas. Além disso, a simplicidade geométrica dos díme-
ros facilita a interpretação dos resultados e sua aplicação a sistemas mais complexos,
tornando-os cruciais para avanços na ciência de materiais, biologia computacional e
física de sistemas fora do equilíbrio.

2.2 Unidades Reduzidas

Nas simulações de Dinâmica Molecular (MD), a utilização de unidades reduzidas
é amplamente vantajosa. Este procedimento permite expressar propriedades como
densidade, pressão e temperatura em termos adimensionais, simplificando os cálculos
e aumentando a universalidade dos resultados (Frenkel; Smit, 1996). Por exemplo, a
densidade pode ser representada em unidades reduzidas como:

ρ∗ = ρσ3, (5)

onde σ é o diâmetro da partícula no modelo de Lennard-Jones. O tempo também
pode ser reescrito em unidades reduzidas como:

t∗ = t
( ϵ

mσ2

)1/2
≡ tτ, (6)

onde τ =
(

ϵ
mσ2

)1/2 é a unidade característica de tempo, ϵ é a profundidade do po-
tencial de Lennard-Jones, e m é a massa da partícula. Para a temperatura, a relação
em unidades reduzidas é:

T ∗ =
TkB
ϵ

, (7)

enquanto a pressão é dada por:
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p∗ =
pσ3

ϵ
. (8)

Essas expressões tornam as simulações mais práticas, evitando complicações de-
correntes de constantes físicas muito pequenas, como a constante de Boltzmann, e
unidades muito grandes. Além disso, o uso de unidades reduzidas oferece uma vanta-
gem significativa ao permitir que diferentes combinações de densidade ρ, temperatura
T e parâmetros de Lennard-Jones (ϵ e σ) correspondam ao mesmo estado termodi-
nâmico (Frenkel; Smit, 1996). Por exemplo, um sistema de Argônio líquido a 60K e
densidade 840kg/m3 equivale, em unidades reduzidas, ao mesmo estado termodinâ-
mico que o Xenônio a 112K e densidade 1617kg/m3. Em ambos os casos, a densidade
e a temperatura reduzidas são ρ∗ = 0.5 e T ∗ = 0.5, respectivamente. Essa universa-
lidade confere flexibilidade ao método, permitindo a extrapolação de resultados entre
diferentes sistemas. A partir deste ponto, omitiremos o símbolo ∗ nas propriedades
calculadas, sem perda de generalidade.
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Para a modelagem computacional, optamos por simular os dímeros no ensemble
canônico (NVT), que mantém fixos o número de partículas N , o volume V e a tem-
peratura T do sistema. Nossas simulações foram feitas com 1000 dímeros (N = 2000

partículas), volumes de caixas cúbicas com lados fixos variando entre L = 16 e L = 34

(unidades reduzidas) e temperaturas variando de T = 0, 050 e T = 0, 900 (unidades
reduzidas). O software utilizado para criar o modelo foi o LAMMPS (Plimpton, 1995).
Cada dímero é composto por dois monômeros idênticos, cuja conexão é mantida por
um potencial harmônico com constante elástica controlável, que mantém os monô-
meros oscilando em torno de uma posição de equilíbrio fixa. Buscamos entender o
efeito da flexibildade dos dímeros (diferentes constantes elásticas) nas propriedades
dinâmicas, estruturais e termodinâmicas dos sistemas estudados. Atráves da dinâ-
mica molecular, calculamos propriedades fundamentais do sistema, como energia,
função de distribuição radial, entropia de excesso, entre outras. Nas próximas se-
ções, discutiremos os fundamentos teóricos relacionados a cada tópico relevante ao
desenvolvimento deste trabalho, assim como suas respectivas aplicações.

Figura 12 – Simulação com k = 0, 1

Snapshot do sistema elaborado com o software Ovito, para simulações com valores de k = 0, 1 e
densidade ρ = 0, 291. A figura da esquerda mostra o sistema em fase sólida, com T = 0, 17, e a direita

em fase líquida, com T = 0, 44.

Os valores de densidade das figuras 12, 13, 14, 15 foram escolhidos de forma
arbitrária, apenas para contextualizar visualmente o contraste entre fases sólida e lí-
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Figura 13 – Simulação com k = 1, 0

Snapshot do sistema para simulações com valores de k = 1 e densidade ρ = 0, 407. A figura da
esquerda mostra o sistema em fase sólida, com T = 0, 29, e a direita em fase líquida, com T = 0, 44.

Figura 14 – Simulação com k = 10, 0

Snapshot do sistema para simulações com valores de k = 10 e densidade ρ = 0, 445. A figura da
esquerda mostra o sistema em fase sólida, com T = 0, 08, e a direita em fase líquida, com T = 0, 44.

Figura 15 – Sistema com k = 100, 0

Snapshot do sistema para simulações com valores de k = 100 e densidade ρ = 0, 488. A figura da
esquerda mostra o sistema em fase sólida, com T = 0, 14, e a direita em fase líquida, com T = 0, 44.
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quida para diferentes valores de k. Na figura 12 vemos à esquerda uma fase sólida
ordenada onde os dímeros formaram planos fixos em um eixo, e à direita uma fase
líquida. Para o caso da figura 13 aumentamos em dez vezes a rigidez, e observamos
um comportamento muito semelhante, porém a densidade deste caso é um maior.
Vemos que esse aumento da densidade influenciou diretamente na maneira em que
os planos estão distribuidos, por estarem mais comprimidos não estão mais perfeita-
mente alinhados e o plano apresenta uma certa ondulação. O caso líquido continua
semelhante, com a diferença que os dímeros estão um pouco mais próximas devido
ao aumento da densidade (diminuição da caixa de simulação). Na figura 14 temos
mais uma vez o aumento da rigidez k em dez vezes comparado ao último caso, e aqui
em uma densidade ainda maior do que no último caso, observamos coexistência de
duas fases sólidas, é possível ainda identificar a fase ordenada em planos, mas no
centro podemos ver uma aglomeração amorfa. O comportamento líquido se mantém.
Por fim, na figura 15 aumentamos a rigidez para k = 100 com o caso ilustrado da den-
sidade de ρ = 0, 488 sendo a maior densidade simulada. O comportamento da fase
sólida aqui é idêntico ao da figura 14, podemos ver coexistência de duas fases sóli-
das, ordenado-amorfo na região central. A região líquida se mantem semelhante. Vale
a pena ressaltar que não existe uma correlação direta entre o aparecimento da coe-
xistência sólido ordenado-amorfo com o aumento de k e ρ, pois também foi possível
identificar a coexistência em valores menores de k e ρ, e as escolhas dos snapshots
vieram primariamente para fornecer uma perspectiva visual do nosso sistema.

3.1 Dinâmica Molecular

A dinâmica molecular (DM) é uma técnica computacional utilizada para simular
e estudar o movimento de átomos e moléculas ao longo do tempo. Baseada em
princípios da mecânica clássica, a DM utiliza as equações de movimento de Newton
para calcular as trajetórias de cada partícula em um sistema, considerando forças
internas e externas que agem sobre elas (Allen; Tildesley, 2017).

Em uma simulação de DM, em um instante de tempo inicial ti a força que atua
sobre a i-ésima partícula é descrita pela soma de forças que interagem diretamente
com essa partícula. Lembrando que a aceleração a⃗i é a segunda derivada da posição
em relação ao tempo ⃗̈ri. A força resultante que atua sobre cada partícula deve se
igualar ao potencial de interação entre essas partículas, de modo que:

F⃗i = m⃗̈ri = −∇U(r⃗i). (9)

Em (Frenkel; Smit, 1996)(Allen; Tildesley, 2017), os autores abordam a dificuldade
para calcular os forças atuantes em um sistema, associada ao problema de muitos
corpos, onde o custo computacional aumenta significativamente com o número de par-
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tículas no sistema, podendo beirar a impossibilidade devido à necessidade de calcular
as interações entre todas as partículas. Para lidar com esse desafio, são implemen-
tadas aproximações que reduzem significamente o número de cálculos necessários,
como o uso de potenciais de curto alcance com raios de corte e métodos eficientes
para calcular interações de longo alcance, como o somatório de Ewald para forças ele-
trostáticas. Além disso, os autores destacam a importância de algoritmos eficientes
e da paralelização para tornar viáveis as simulações de sistemas de muitos corpos.
No contexto deste trabalho, consideramos a aproximação de pares em um raio efetivo,
onde o sistema simulado é isotrópico (o potencial tem as mesmas propriedades em
todas as direções). Na aproximação de pares, assume-se que a energia potencial to-
tal do sistema pode ser escrita como a soma das energias potenciais das interações
entre pares de partículas:

U(r1, r2, . . . , rN) =
∑
i<j

u(rij). (10)

Aqui u(rij) é o potencial de interação das partículas i e j e rij = |ri − rj| é a distância
entre as partículas i e j. Essa forma assume despreza interações de três corpos
ou superiores, o que simplifica os cálculos significativamente. O potencial de Lennard-
Jones é um exemplo muito comum de potencial de pares utilizado na área de dinâmica
molecular, e podemos ver na figura 16 que fica bem definido um raio efetivo, quando
o potencial se torna nulo.

Figura 16 – Potencial Lennard-Jones

Energia potencial em função da distância entre as partículas. Adaptado de (Jones; Chapman, 1924)

Logo, uma força entre duas partículas deve obedecer:

fij = −∇rijv(rij) = −fji. (11)

Aqui a força fij é o resultado do gradiente do potencial do sistema v(rij), que para
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fins ilustrativos utilizaremos o potêncial LJ (3.5), mas poderia ser qualquer potêncial
de pares. Consideramos aqui que a força é direcionada através do vetor interatômico
r⃗ij = r⃗i − r⃗j de acordo com a figura 17. Podemos descrever essa força entre pares
como:

Figura 17 – Força entre partículas

Força resultante entre duas moléculas idênticas (Allen; Tildesley, 2017).

Podemos escrever a equação 11 como:

fij = − 1

rij

(
dv(rij)

drij

)
rij. (12)

Para uma exemplificar, temos o caso do potencial Lennard-Jones 16:

ULJ(r) = 4ϵ

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
. (13)

Onde ϵ representa a profundidade do poço de potencial (mínima), e σ é o parâmetro
de escala de distância, correspondendo aproximadamente ao diâmetro da partícula.

Logo, a força fij para o caso do potencial de Lennard-Jones 13:

fLJ(r) = 24ϵ

[
2
(σ
r

)12
−
(σ
r

)6] 1
r
. (14)

Escolhendo o potencial U(r⃗i), definimos as características do sistema e fazemos
com que o modelo se assemelhe ao caso real que desejamos simular. Um potencial
vai descrever as interações do sistema se as partículas apenas se atraem, se repe-
lem ou se for uma mistura de ambos os casos. Em termos gerais, todas as forças
presentes em uma simulação de DM devem obedecer a relação:

m
d⃗̇ri
dt

= −dU(r⃗i)

dr⃗i
. (15)
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3.2 Potencial de interação interpartícula

As interações entre as partículas do sistema foram modeladas usando um potencial
de caroço amolecido, que combina um termo de Lennard-Jones e um termo gaussi-
ano, como segue:

Ucs(r) = 4ϵ

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
+ u0exp

[
− 1

c20

(
r − r0
σ

)2
]
. (16)

Nesta equação, ϵ representa a profundidade do poço de energia de Lennard Jones,
σ é o diâmetro das partículas, r é a distância entre as partículas, u0 é a amplitude da
parte gaussiana, r0 é a posição do mínimo gaussiano, e c0 é a largura da função
gaussiana. A Figura 18 é um esboço do potencial de interação entre as partículas
para o seguintes parâmetros: r0/σ = 0, 7, u0 = 5 e c0 = 1.

Figura 18 – Potencial utilizado

Energia potencial em função da distância entre as partículas. Também destacamos a força de
interação em função da separação das partículas. (Oliveira; Netz; Colla; Barbosa, 2006a)

Esse potencial é uma modificação do potencial de Lennard-Jones clássico, com o
termo gaussiano adicionando uma repulsão suave de longo alcance, permitindo a mo-
delagem de interações mais complexas entre partículas que exibem comportamentos
anômalos, como observado em líquidos com propriedades semelhantes às da água,
proposto por (Oliveira; Netz; Colla; Barbosa, 2006a). Potenciais tipo rampa já foram
amplamente empregados nos trabalhos iniciais de Jagla (Jagla, 1999, 2001) para en-
tender fluidos com anomalias tipo-água e polimorfismo.

Além disso, a ligação elástica entre as duas partículas do dímero foi descrita por
um potencial harmônico:
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Uk(r) =
1

2
k(r − r0)

2, (17)

onde r0 é a distância de equilíbrio entre as partículas do dímero e k é a constante
elástica que define a rigidez da ligação. Essa elasticidade permite que a distância
entre as partículas flutue em torno de r0, introduzindo um grau de liberdade adicional
ao sistema, fundamental para o estudo das propriedades termodinâmicas, dinâmicas
e estruturais. Neste trabalho, k = 0, 1, 1, 0, 10, 0 e 100, 0 e r0 = σ.

As simulações foram realizadas com um total de 1000 dímeros e a temperatura
foi controlada utilizando o termostato de Nosé-Hoover. O sistema foi equilibrado ao
longo de 106 passos de simulação e os dados foram coletados nos 106 passos passos
subsequentes.

Depois de definir o potencial de interação, o primeiro passo para se iniciar uma
simulação de DM é determinar a posição e a velocidade inicial de cada partícula do
sistema no instante inicial t = 0. As posições iniciais podem ser atribuídas de modo
semi-aleatório usando seeds no algoritmo de preferência, ou atribuídas de uma ma-
neira pré-determinada como em uma distribuição em rede. De maneira semelhante,
as velocidades podem ser definidas a partir de uma distribuição gaussiana ou uni-
forme (Kaplan, 2006). Em nossas simulações, para cada densidade, usamos uma
configuração aleatória para as posições e velocidades da temperatura mais alta. Para
as temperaturas subsequentes, os sistemas foram iniciados com a configuração fi-
nal da temperatura anterior, de forma a garantir que as simulações estivessem bem
equilibradas.

3.3 Algoritmo de Verlet

A partir do instante inicial, realizamos uma integração das equações de força de
cada partícula, em pequenos intervalos de tempo. Um dos métodos mais utilizados
para essa integração é o algoritmo de Verlet, que relaciona a posição de uma partícula
em t+ δt com as posições em t e t− δt (Verlet, 1967).

Usando séries de Taylor, expandimos a função r(t) no intervalo t±δt, o que resulta
em:

r(t+ δt) = r(t) + ṙ(t)δt+ r̈(t)
δt2

2!
+O(δt3), (18)

e

r(t− δt) = r(t)− ṙ(t)δt+ r̈(t)
δt2

2!
−O(δt3). (19)

Somando as equações 18 e 19, obtemos:
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r(t+ δt) = 2r(t)− r(t− δt) +
(t)

m
δt2 +O(δt4), (20)

onde r(t) é a posição, F (t) a força resultante (lembrando da relação F = mr̈), m a
massa da partícula e O é o erro associado. A principal vantagem desse método é sua
simplicidade e precisão na evolução das posições, com erro da ordem de O(δt4).

Embora as velocidades ṙ(t) não sejam necessárias para atualizar as posições, elas
são essenciais para o cálculo de grandezas como energia cinética e temperatura. Uma
aproximação para a velocidade pode ser obtida por:

ṙ(t) =
r(t+ δt)− r(t− δt)

2δt
+O(δt2). (21)

No entanto, nesse algoritmo, as posições e velocidades são avaliadas em tempos
diferentes, o que pode introduzir erros adicionais. Para superar essa limitação, uma
variante conhecida como algoritmo de Velocity Verlet foi desenvolvida (Swope; Ander-
sen; Berens; Wilson, 1982). Este método calcula posições, velocidades e acelerações
no mesmo instante de tempo, minimizando erros. A primeira etapa é atualização pre-
liminar da velocidade até t+ δt/2:

v

(
t+

δt

2

)
= v(t) +

δt

2
a(t), (22)

onde a(t) = F (t)/m. Após isso, faz-se a atualização da posição e o cálculo das novas
forças:

r(t+ δt) = r(t) + v

(
t+

δt

2

)
δt, (23)

e, então, a atualização final da velocidade até t+ δt:

v(t+ δt) = v

(
t+

δt

2

)
+

δt

2
a(t+ δt). (24)

Dessa forma, o algoritmo Velocity Verlet não apenas mantém a precisão da evo-
lução temporal das posições, mas também melhora significativamente a precisão na
estimativa das velocidades, com erro da ordem de O(δt4). Assim, ele é amplamente
utilizado em simulações moleculares para estudar propriedades dinâmicas e termodi-
nâmicas dos sistemas(Allen; Tildesley, 2017).

3.4 Controle de temperatura em simulações

Simulações mais simples mantêm constantes o número de partículas N , o volume
V e a energia total E, representando o ensemble microcanônico NV E. Esse modelo
baseia-se exclusivamente na evolução das energias potencial e cinética das partícu-
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las, assegurando a conservação dessas grandezas. Contudo, sistemas reais frequen-
temente operam sob regimes de pressão ou temperatura constantes, interagindo com
seu meio circundante.

Para aproximar simulações às condições experimentais, é necessário adotar en-
sembles adequados, como o ensemble canônico NV T , no qual o número de partí-
culas, o volume e a temperatura são mantidos constantes. No ensemble NV T , as
configurações são distribuídas de acordo com a estatística de Maxwell-Boltzmann,
sendo a temperatura do sistema proporcional à energia cinética média das partículas,
conforme a relação:

kBT =
1

2
m⟨v2i ⟩, (25)

onde kB é a constante de Boltzmann, m a massa da partícula e vi a velocidade de
cada partícula i. Para controlar a temperatura em simulações, utilizamos termostatos,
que podem ser implementados de forma estocástica ou determinística. Cada método
possui características específicas que o torna mais adequado para certas situações
(Allen; Tildesley, 2017).

3.4.1 Métodos estocásticos

Os métodos estocásticos são baseados em alterações aleatórias nas velocidades
das partículas, simulando colisões com partículas de um banho térmico. Como um
exemplo, temos o termostato de Andersen (Andersen, 1980), que redefine as veloci-
dades das partículas a partir de uma distribuição Gaussiana de Maxwell-Boltzmann:

P (v) =

(
1

2πkBT

)3/2

e
− v2

2kBT , (26)

em intervalos definidos por uma frequência de colisão ν. Para cada partícula, é gerado
um número semi-aleatório ran (0 < ran < 1). Se ran < ν∆t, onde ∆t é o passo de
tempo, a velocidade dessa partícula é redefinida. Esse método simula colisões com
um reservatório térmico, garantindo uma temperatura fixa T . Contudo, a escolha de
ν é crítica. Taxas de colisão muito baixas retardam o equilíbrio térmico e aumentam
flutuações de temperatura, enquanto taxas altas prejudicam a amostragem do espaço
de configurações e afetam propriedades dinâmicas, como o deslocamento quadrático
médio.

Na dinâmica de Langevin, as partículas sofrem forças viscosas e aleatórias em
cada passo de simulação, de acordo com (Wiener, 1966):

F⃗R = −∇U −mγv⃗i + W⃗i(t), (27)

À esquerda temos o gradiente do potencial U , que descreve as interações entre as
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partículas do sistema (no nosso caso temos um potencial LJ modificado puramente
repulsivo). O segundo termo representa a força de dissipação viscosa, ele é proporci-
onal à velocidade da partícula e descreve a dissipação da energia em um reservatório
térmico, onde γ é o coeficiente de fricção e m a massa da partícula. O terceiro termo
W⃗i(t) representa forças aleatórias (ruído branco) completamente não correlacionadas
no tempo, é uma força estocástica que possuí média nula, com flutuações que mode-
lam as colisões entre partículas. Podemos notar que a dinâmica de Langevin, quando
o primeiro termo é nulo (referente ao gradiente do potencial), a equação descreve a
dinâmica Browniana. A relação entre o ruído branco e a temperatura se dá da seguinte
maneira (Wiener, 1966):

⟨W⃗i(t) · W⃗j(t
′)⟩ = δijδ(t− t′)6kBTγ. (28)

Essa equação define as propriedades estatísticas da força de ruído W⃗i(t), garantindo
que ela obedeça ao Teorema de Flutuação-Dissipação. O termo à esquerda da igual-
dade mede a correlação entre as forças aleatórias aplicadas a diferentes partículas
(i, j) e em diferentes tempos (t, t′). Para forças independentes a correlação é sempre
nula. Na parte à direita da igualdade temos o delta de Kronecker δij que é sempre
nula parar para partículas diferentes i ̸= j e unitária para i = j, essa função garante
que as forças aleatórias sejam independentes, cada partícula experimenta um ruído
independente. Em sequência, aparece o delta de Dirac δ(t− t′), indicando que a força
de ruído em um instante t não está correlacionada com a força em outro instante t, fa-
zendo com que a força não tenha "memória temporal"e seja descorrelacionada com o
tempo. Por fim temos 6kBTγ, onde kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura,
e γ o coeficiente de fricção. Esse método adiciona efeitos dissipativos e de flutuação,
simulando interações contínuas entre o sistema e o reservatório térmico.

3.4.2 Métodos determinísticos

Os métodos determinísticos ajustam as equações de movimento para controlar a
temperatura, mantendo um formalismo mais suave e reversível. Entre esses méto-
dos, destacam-se o reescalonamento direto das velocidades e o termostato de Nosé-
Hoover (Nosé, 1984; Hoover, 1985).

No caso do reescalonamento direto, as velocidades são reescaladas a cada passo
de integração:

v′i =

√
T

T ′vi, (29)

onde T é a temperatura desejada e T ′ a temperatura instantânea do sistema. Embora
simples, esse método não gera flutuações de temperatura reais, violando as caracte-
rísticas do ensemble canônico.
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Já o termostato de Nosé-Hoover é um método que introduz um grau de liberdade
adicional s, conectando o sistema físico a um reservatório térmico. O Hamiltoniano
estendido é:

H =
N∑
i=1

p′i
2

2mis2
+ U({r}′) + p2s

2Q
+ gkBT ln s, (30)

onde p′i e r′i são os momentos e coordenadas nas variáveis virtuais, ps é o momento
conjugado de s, Q é a massa efetiva do reservatório e g o número de graus de liber-
dade do sistema. As equações de movimento resultantes são:

ṙi =
pi
mi

, ṗi = −∂U

∂ri
− ζpi, ζ̇ =

1

Q

(∑
i

p2i
mi

− gkBT

)
, (31)

com ζ atuando como um coeficiente de fricção dinâmico. Este termo ajusta continua-
mente a energia cinética do sistema, mantendo a temperatura próxima à desejada. As
flutuações resultantes permitem que o sistema explore o ensemble canônico. O valor
de Q controla a eficiência do termostato: valores baixos causam flutuações rápidas,
enquanto valores altos levam a respostas mais lentas.

Cada método de controle de temperatura apresenta vantagens e limitações. Mé-
todos estocásticos são úteis em sistemas que requerem equilíbrios rápidos e imersão
térmica eficiente, mas podem alterar propriedades dinâmicas. Métodos determinísti-
cos, como Nosé-Hoover, preservam essas propriedades e geram flutuações naturais,
sendo mais adequados para simulações no ensemble canônico. A escolha do ter-
mostato ideal depende do sistema em estudo e dos objetivos da simulação. Para o
nosso contexto, como teremos uma simulação NVT, o termostato padrão de escolha
do LAMMPS é o de Nosé-Hoover.

3.5 Grandezas termodinâmicas

3.5.1 Capacidade térmica

Para o desenvolvimento deste trabalho, uma grandeza fundamental é a capacidade
térmica Cv. Para obtermos sua equação, usamos a primeira lei da termodinâmica, na
forma de:

dU = δQ− δW. (32)

Como o trabalho da parte direita está relacionado diretamente com as alterações
de volume (PdV ) e estamos em um ensemble canônico, onde dV = 0 podemos sim-
plificar a equação como:
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dU = δQ. (33)

Ao derivarmos a equção 33 a respeito da temperatura T, obtemos:(
∂U

∂T

)
V

=

(
δQ

∂T

)
V

. (34)

A parte da direita é definida então como capacidade calorífica (ou térmica) a vo-
lume constante Cv. E pode ser escrita tanto em função da energia potencial quanto
da entropia (Reif, 2009).

CV =

(
∂U

∂T

)
V

. (35)

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

. (36)

Devido ao LAMMPS, optaremos por usar a equação em termos da energia poten-
cial, já que o programa tem a facilidade de calcular a energia potencial no nosso script
de entrada.

No contexto da mecânica estatística, a Hamiltoniana H de um sistema representa
a energia total do sistema, que geralmente inclui tanto a energia cinética quanto a
energia potencial. No entanto, no ensemble canônico, o volume e a temperatura são
mantidos constantes, enquanto a energia pode flutuar em torno de um valor médio,
logo a Hamiltoniana H do sistema é igual à energia U e temos a seguinte relação:

σ2(E) = ⟨δE2⟩ = ⟨δH2⟩NV T = kbT
2Cv. (37)

Ou seja, a capacidade térmica, no caso do ensemble NV T está diretamente re-
lacionada às flutuações (σ é o desvio padrão) na energia do sistema. Note que re-
lacionando o desvio padrão (flutuações) à capacidade térmica fica evidente que um
sistema com Cv maior irá ter maiores flutuações de energia.

3.5.2 Coeficiente de difusão

O coeficiente de difusão é obtido através do deslocamento quadrático médio MSD

das partículas do sistema (Yeh; Hummer, 2004). O MSD é descrito pela seguinte
equação:

MSD(ri) =
1

N

N∑
i=1

⟨|ri − ri(t0)|2⟩. (38)

Vemos aqui que as únicas variáveis são as posições de cada partícula, e a vari-
ação temporal. N é o número total de partículas do sistema. O LAMMPS calcula o
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deslocamento quadrático médio com o commando "compute MSD".
Para obter então o coeficiente de difusão (também conhecido como coeficiente de

autodifusão) seguimos a seguinte equação:

D =
1

2d
lim
t→∞

d

dt
MSD(ri). (39)

Aqui o d representa quantas dimensões tem o sistema, e o limite está aqui para
nos mostrar que o sistema precisa estar em equilíbrio termodinâmico. A derivada tem-
poral de MSD representa a "curvatura", que é a função "slope"encontrada em muitas
bibliotecas. A partir desta equação, calculamos o coeficiente de difusão utilizado em
seções futuras.

3.5.3 Função de distribuição radial

A função de distribuição radial g(r), também conhecida como função de correlação
radial, é uma ferramenta fundamental na análise estrutural de sistemas em dinâmica
molecular (MD). Ela descreve como a densidade de partículas varia em função da
distância a partir de uma partícula de referência, fornecendo informações sobre a es-
trutura local e as interações entre partículas em líquidos, sólidos e gases. A função de
distribuição radial g(r) fornece uma medida de como as partículas estão distribuídas
em torno de uma partícula central em um certo raio. Para um sistema isotrópico (sem
direção preferencial, como em líquidos ou gases), g(r) depende apenas da distância
r entre partículas, e não de sua direção. Matematicamente, g(r) é definida como a
razão entre a densidade local de partículas a uma distância r da partícula central e
a densidade média ρ do sistema(Allen; Tildesley, 2017; Balbuena; Seminario, 1999).
Em termos de fórmula:

g(r) =
n(r)

ρ 4πr2∆r
. (40)

Aqui n(r) é o número médio de partículas encontradas numa camada esférica de
espessura ∆r a uma distância r da partícula de referência. ρ é a densidade média
de partículas no sistema, e 4πr2∆r é o volume da casca esférica onde as partículas
estão sendo contadas.

Quando g(r) = 1, a densidade de partículas na distância r é exatamente igual
à densidade média do sistema, o que indica ausência de correlação entre as posi-
ções das partículas. Nos casos onde g(r) > 1, há uma excessiva concentração de
partículas a uma distância r da partícula de referência, sugerindo correlação e, possi-
velmente, a presença de ordenação local. E para resultados de g(r) < 1, a densidade
de partículas em torno da distância r é menor do que a densidade média, o que pode
sugerir exclusão de partículas ou regiões mais livres de partículas.

Em um gás ideal, as partículas estão distribuídas aleatoriamente e não interagem
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entre si. Neste caso, a função de distribuição radial g(r) é aproximadamente 1 para
todas as distâncias r, já que não há nenhuma estrutura ou correlação espacial. Em
um gás real, g(r) pode apresentar pequenas variações, mostrando leve repulsão em
curtas distâncias devido à interação de colisão entre as partículas.

No estado líquido, há uma correlação de curto alcance entre as partículas, o que
significa que elas tendem a se organizar localmente. Em distâncias muito curtas (pró-
ximas a zero), g(r) ≈ 0, pois duas partículas não podem ocupar o mesmo espaço
devido à repulsão estérica (ou de volume excluído). Em uma distância um pouco
maior (da ordem do tamanho molecular), g(r) exibe um primeiro pico significativo, in-
dicando a presença de uma camada de coordenação ao redor de uma partícula. Esse
primeiro pico corresponde à distância típica entre partículas vizinhas imediatas (pri-
meira vizinhança). Após o primeiro pico, g(r) geralmente exibe oscilações menores,
que diminuem à medida que r aumenta, indicando a organização local das partículas
(correlação de curto alcance) que desaparece com o aumento da distância.

Em sólidos cristalinos, as partículas estão organizadas em uma rede tridimensional
regular. Isso se reflete na função g(r), que apresenta uma série de picos regulares e
bem definidos em múltiplas distâncias. Esses picos correspondem às várias camadas
de vizinhos no cristal, e sua regularidade reflete a periodicidade da estrutura sólida.
A magnitude dos picos decresce lentamente com r, mas g(r) nunca se torna com-
pletamente uniforme, mesmo em grandes distâncias, devido à natureza ordenada do
sólido.

Em sólidos amorfos, como o vidro, g(r) apresenta um padrão semelhante ao dos
líquidos em que há um primeiro pico bem definido seguido por oscilações menores,
mas não há periodicidade de longo alcance, indicando a falta de uma estrutura crista-
lina regular.

A forma de g(r) pode fornecer muitas informações sobre a estrutura local do sis-
tema. O primeiro pico de g(r) ocorre na distância correspondente à separação média
entre partículas vizinhas mais próximas (primeira vizinhança). A altura desse pico está
relacionada à força da interação entre partículas. O raio de coordenação (a distância
até o máximo do primeiro pico) fornece uma estimativa da separação típica entre as
partículas. A posição e altura dos picos subsequentes fornecem informações sobre
o grau de ordem de curto e longo alcance. Em líquidos, os picos subsequentes ten-
dem a diminuir rapidamente, indicando ordem de curto alcance, enquanto em sólidos
cristalinos eles se estendem a grandes distâncias, indicando ordem de longo alcance.

O cálculo de uma g(r) no contexto da dinâmica molecular pode variar conforme o
sistema específico utilizado em cada contexto. A definição da g(r) e sua aproximação
pode ser otimizada para diferentes ensembles, partículas e potenciais. No contexto
teórico, a função de distribuição radial pode ser descrita com toda formalidade e rigor
matemático e usualmente é descrita como uma integral. Na prática da DM, utilizamos
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métodos numéricos para descrevermos a função. Para o nosso caso, calculamos a
função de distribuição radial pelo LAMMPS, através do método de histograma, que
consiste em contar pares de partículas a diferentes distâncias e normalizar essa con-
tagem para obter uma estimativa de como os átomos estão distribuídos no sistema.
Para esse método, a função de distribuição radial g(r) é definida como:

g(r) =
ρ(r)

ρ0
, (41)

onde ρ(r) é a densidade local de pares de partículas separadas por uma distância
r, e ρ0 é a densidade média esperada para um sistema uniforme. Na prática, essa
função descreve a probabilidade de encontrar um átomo a uma distância r de outro
átomo, em relação a um sistema completamente aleatório.

Os pares de partículas (i, j) são identificados usando uma lista de vizinhos, garan-
tindo que apenas pares dentro do cutoff Rcut sejam considerados. A distância entre
cada par é calculada como:

rij = |rj − ri|. (42)

Cada par encontrado é alocado em um bin de tamanho ∆r, onde ∆r é a largura do
histograma:

bin =
⌊ rij
∆r

⌋
. (43)

Esse processo constrói um histograma de contagem de pares, N(r), onde cada
bin representa o número de pares encontrados na faixa de distância r a r +∆r. Para
normalizar N(r), comparamos com a densidade esperada de pares em um sistema
homogêneo. Em três dimensões, o número esperado de pares em uma casca esférica
de espessura ∆r é proporcional ao volume dessa casca:

Vcasca =
4

3
π
[
(r +∆r)3 − r3

]
= 4πr2∆r +O(∆r2). (44)

Assim, a densidade ideal de pares esperados é:

Nideal(r) = ρj · Vcasca = ρj · 4πr2∆r. (45)

onde ρj é a densidade média de átomos do tipo j:

ρj =
Nj

V
, (46)

onde Nj é o número total de átomos do tipo j no volume V .
A função g(r) é então calculada como:

g(r) =
N(r)

Nideal(r)
. (47)
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Isso garante que, para um sistema idealmente homogêneo, g(r) ≈ 1. Se houver
ordenação local, g(r) mostrará picos, indicando preferências de distância entre partí-
culas.

O número de coordenação mede quantos vizinhos estão dentro de uma distância
r e é dado pela integral de g(r):

n(r) =

∫ r

0

g(r′)ρj4πr
′2dr′. (48)

No método de histograma, essa integral é aproximada por uma soma discreta:

n(rk) ≈
k∑

i=1

g(ri)ρj4πr
2
i∆r. (49)

Isso dá o número médio de átomos do tipo j encontrados até a distância rk. Esse
método permite obter g(r) de maneira eficiente, aproveitando histogramas e listas de
vizinhos para otimizar a contagem de pares em simulações grandes.

3.5.4 A relação entre g(r) e a entropia

A função de distribuição radial g(r) está diretamente relacionada à entropia de um
sistema de partículas, especialmente em simulações de dinâmica molecular e em es-
tudos de sistemas líquidos, sólidos e gases. A entropia mede o grau de desordem ou
informação de um sistema, e g(r) fornece informações sobre a organização espacial
das partículas. Essa relação é crucial para entender como a estrutura microscópica
influencia a termodinâmica do sistema.

A entropia translacional de um sistema de partículas pode ser dividida em uma
parte ideal e uma parte excessiva, onde a contribuição excessiva (entropia de excesso
ou residual) está relacionada às interações entre as partículas, e essas interações são
descritas de forma eficaz pela função de distribuição radial g(r)(Allen; Tildesley, 2017;
Reif, 2009).

A entropia total de um sistema pode ser expressa como:

S = Si + Sex, (50)

onde Si é a entropia ideal do sistema se as partículas fossem distribuídas aleatoria-
mente (sem correlação espacial entre elas), Sex é a entropia de excesso associada
às interações entre partículas, que refletem a estrutura e a organização espacial do
sistema.

A parte ideal da entropia, Si, pode ser calculada a partir da teoria do gás ideal,
onde não há correlação espacial entre as partículas. Por outro lado, Sex depende das
correlações entre as partículas e, portanto, pode ser relacionada diretamente à g(r).
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A entropia excessiva Sex, que reflete a diferença entre o sistema real e o sistema ideal
(gás perfeito), pode ser calculada em termos da função de distribuição radial g(r). A
expressão geral é dada por:

Sex = −kB
2
ρ

∫ ∞

0

[g(r) ln g(r)− (g(r)− 1)] 4πr2 dr (51)

onde Sex é a entropia de excesso (aproximação da contribuição de pares), kB é a cons-
tante de Boltzmann, ρ é a densidade média do sistema, g(r) é a função de distribuição
radial, 4πr2 dr é o elemento de volume esférico.

Podemos melhorar a aproximação para sistemas mais densos, para isso é ne-
cessário incluir contribuições de três corpos S

(3)
ex e até de muitos corpos S

(n)
ex . Essas

contribuições são expressas em termos das funções de correlação g(n)(r1, r2, ..., rn),
que generalizam g(r) para n partículas correlacionadas

S(3)
ex = −kB

6
ρ2
∫

g(3)(r, r′, r′′) ln g(3)(r, r′, r′′)drdr′dr′′. (52)

Esse termo inclui correlações tripartites, que ocorrem quando a presença de uma
terceira partícula afeta as interações entre duas partículas próximas. Essas corre-
lações se tornam importantes em líquidos densos e sólidos, onde a estrutura local
envolve múltiplas partículas simultaneamente.

Geralmente, a aproximação de pares é suficiente para prever propriedades de líqui-
dos moderadamente densos, mas em sólidos ou líquidos supercríticos, as correlações
de três corpos se tornam relevantes, e os termos de ordem superior precisam ser
considerados. Esses termos podem ser modelados via g(3)(r), equações integrais ou
aproximações numéricas, dependendo da complexidade do sistema.

A equação 51 mostra que a entropia excessiva é calculada a partir da integral da
função g(r), que descreve a organização das partículas em várias distâncias r. O
termo g(r) ln g(r) mede o grau de correlação entre as partículas. Para g(r) = 1, que
corresponde a um sistema sem correlação espacial (gás ideal), ln g(r) = 0, e não há
contribuição para a entropia excessiva. Se g(r) > 1, há uma correlação positiva entre
as partículas (por exemplo, em um sólido ou líquido), o que reduz a entropia, pois as
partículas estão mais ordenadas. O termo g(r)−1 mede a diferença entre a densidade
local de partículas (descrita por g(r)) e a densidade média ρ0. Quando g(r) = 1, esse
termo desaparece, indicando que não há correlação espacial. Para valores de g(r)

diferentes de 1, o termo contribui para ajustar a entropia de acordo com o excesso de
organização ou desordem no sistema.

Nesse caso, a entropia excessiva Sex é zero, e a entropia total é dominada pela
parte ideal Si. Como as partículas estão fortemente correlacionadas e confinadas em
posições específicas da rede, a entropia excessiva é bastante negativa, indicando um
alto grau de ordem. Portanto, o sólido possui uma entropia total baixa comparada ao
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líquido ou ao gás.
Nas transições de fase (por exemplo, sólido-líquido ou líquido-gás), a função g(r)

muda significativamente, e isso reflete-se em uma mudança abrupta na entropia do
sistema. Durante uma transição de fase de primeira ordem (como a fusão de um só-
lido em líquido), a entropia aumenta de forma descontínua, refletindo o aumento da
desordem no sistema. Isso pode ser observado diretamente pela mudança no com-
portamento de g(r) na fusão (sólido para líquido), onde os picos bem definidos de g(r)

do sólido começam a suavizar, e a função passa a exibir um comportamento caracte-
rístico de líquidos, com um primeiro pico pronunciado e oscilações de curto alcance. A
entropia aumenta devido à maior liberdade de movimento das partículas no líquido. Já
no caso da vaporização (líquido para gás) a g(r) do líquido, que exibia correlação de
curto alcance, torna-se cada vez mais próximo de 1 em todas as distâncias à medida
que o sistema se transforma em gás. A entropia aumenta significativamente, pois as
partículas no gás estão essencialmente desordenadas e interagem muito pouco.

Na termodinâmica estatística, a função de distribuição radial g(r) serve como uma
ponte entre a estrutura microscópica e as propriedades macroscópicas, principal-
mente devido a sua relação com a entropia, assim como outras grandezas termo-
dinâmicas associadas como energia livre e pressão do sistema. Através de g(r), po-
demos calcular propriedades termodinâmicas derivadas do comportamento estrutural
das partículas. Como a energia livre F , que pode ser relacionada a g(r) via integrais
semelhantes, levando em conta as interações potenciais entre as partículas. Ou tam-
bém a pressão, que em sistemas líquidos pode ser relacionada a g(r) por meio da
equação virial, que envolve a integral sobre o potencial de interação e o g(r)

P = ρkBT − ρ2

6

∫ ∞

0

r
du(r)

dr
g(r)4πr2dr. (53)

Aqui o primeiro termo representa Pideal = ρkBT , e a direita, tempos a correção devido
as interações entre as partículas dada por Pint =

ρ2

6

∫∞
0

r du(r)
dr

g(r)4πr2dr.



4 RESULTADOS PARCIAIS E DISCUSSÃO

4.1 Capacidade Térmica

Nesta seção, analisamos os resultados obtidos para a capacidade térmica a vo-
lume constante (CV ). O cálculo de CV foi feito a partir da derivação da curva da ener-
gia potencial total U em função da temperatura, conforme definido na equação 35. Ao
analisarmos a capacidade térmica ao longo de isócoras, podemos descobrir em que
temperaturas ocorre uma transição de fase no sistema e, inclusive, inferir o tipo de
transição, se de primeira ou segunda ordem, através da presença de descontinuida-
des ou máximos em CV , respectivamente. Isto nos permite identificar no diagrama
PT (pressão versus temperatura) em que momento ocorre a separação sólido-líquido
para cada isócora, à medida que variamos a rigidez dos dímeros.

Figura 19 – Capacidade térmica para k = 0, 1 e k = 1, 0
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Capacidade térmica a volume constante em função da temperatura para diferentes densidades
simuladas e dímeros com constante elástica de k = 0, 1 (esquerda) e k = 1, 0 (direita).

A figura 19 mostra a relação entre a capacidade térmica a volume constante (CV )
e a temperatura (T) para os sistemas correspondentes aos dímeros mais flexíveis es-
tudados neste trabalho, com constantes elásticas de k = 0, 1 (esquerda) e de k = 1, 0

(direita). Podemos observar distintos comportamentos para as diferentes densidades
simuladas, onde destacamos algumas delas. Na figura à esquerda, correspondente
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a k = 0, 1, as densidades mais baixas, como ρ = 0, 050 (em preto), não apresentam
significativas variações de CV em relação a T , indicando a ausência de transições de
fase. Em contrapartida, as densidades maiores tendem a apresentar mudanças sig-
nificativas. Por exemplo, em ρ = 0, 315 (destacada em verde na figura à esquerda),
observamos que, ao aumentarmos T , CV aumenta gradualmente até um valor máximo
próximo a T = 0, 2, diminuindo em seguida. Esse comportamento é característico de
uma transição de fase de segunda ordem. Já para ρ = 0, 445 (destacada em ver-
melho na figura à esquerda), CV aumenta abruptamente próximo a T = 0, 35. Esse
aumento abrutpo (descontinuidade) é característico de uma transição de fase de pri-
meira ordem. Comportamentos muito similares são observados na figura à direita,
correspondente a k = 1, 0. Para densidades baixas, não observamos transição de
fase, como em ρ = 0, 050 (curva preta da figura à direita), enquanto que densidades
maiores podem apresentar transição de fase de segunda ordem, como em ρ = 0, 315

(curva verde), ou de primeira ordem, como em ρ = 0, 407 (curva vermelha). O que
diferencia um caso do outro é a localização das transições. Percebemos que para
k = 1, 0, tanto os máximos quanto as descontinuidades estão deslocadas levemente
para a esquerda, ou seja, acontecem em temperaturas menores.

Figura 20 – Capacidade térmica para k = 10, 0 e k = 100, 0

0 0,2 0,4 0,6 0,8

 T

0

5

10

 C
V

 ρ = 0,201

 ρ = 0,050

 ρ = 0,269

0 0,2 0,4 0,6 0,8

 T

0

5

10

15

 C
V

 ρ = 0,050

 ρ = 0,488

 ρ = 0,342

Capacidade térmica a volume constante em função da temperatura para diferentes densidades
simuladas e dímeros com constante elástica de k = 10, 0 (esquerda) e k = 100, 0 (direita).

A figura 20 mostra a relação entre a capacidade térmica a volume constante (CV )
e a temperatura (T) para os sistemas correspondente a dímeros não tão flexíveis, com
constantes elásticas de k = 10, 0 (esquerda) e de k = 100, 0 (direita). Novamente,
as densidades baixas, como nas curvas destacadas em preto (ρ = 0, 050, tanto à es-
querda quanto à direita), tendem a não apresentar mudanças significativas de CV em
relação a T , ou seja, não apresentam transições de fase. Densidades maiores po-
dem apresentar transição de segunda ordem, como nas curvas destacadas em verde
(ρ = 0, 201 à esquerda e ρ = 0, 342 à direita), ou de primeira ordem, como nas curvas
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destacadas em vermelho (ρ = 0, 269 à esquerda e ρ = 0, 488 à direita). Comparando o
comportamento destes casos com os anteriores, identificamos uma significativa dimi-
nuição da fase sólida, pois as transições se deslocaram para temperaturas bem mais
baixas.

Os resultados apresentados até o momento mostram que o aumento da rigidez
dos dímeros (k = 10, 0 e k = 100, 0) faz diminuir a abrangência das fases sólidas, uma
vez que as temperaturas de transição sólido-líquido se deslocam para temperaturas
bem mais baixas quando comparadas aos casos correspondentes a dímeros flexíveis
(k = 0, 1 e k = 1.0). Na literatura, estudos anteriores com dímeros rígidos já obser-
vavam transições de fluido para sólido em curvas de resfriamento (Gavazzoni, 2013;
Gavazzoni; Gonzatti; Pereira; Ramos; Netz; Barbosa, 2014; Oliveira; Neves; Gavaz-
zoni; Paukowski; Netz; Barbosa, 2010), porém sem a identificação do tipo de transição
ou da natureza do sólido formado. Recentemente, decontinuidades ou máximos em
curvas de capacidade térmica, associadados às transições de fase de primeira e se-
gunda ordens, bem como a identificação de polimorfismo e/ou poliamorfismo, foram
explorados em sistemas monoméricos (Bordin; Krott, 2023; Bordin, 2023).

4.2 Função de distribuição radial

A função de distribuição radial, g(r), conforme definida pela equação 40, exerce um
papel fundamental para a análise estrutural de um sistema de partículas. Através dela
é possível saber se um sistema está na fase fluida ou sólida, sendo possível identificar
eventuais transições de fase de primeira ordem.

A Figura 21 mostra o comportamento de algumas funções de distribuição radial
para o sistema de dímeros com constante elástica igual a k = 0, 1. Destacamos todas
as temperaturas de três densidades diferentes: ρ = 0, 445, ρ = 0, 292 e ρ = 0, 201.
As g(r) correspondentes às curvas em verde claro, vermelho e azul ciano possuem
picos bem pronunciados, característicos de fases sólidas. Em contrapartida, as g(r)

correspondentes às curvas em verde escuro, roxo e azul escuro não apresentam esta
característica, o que indica se tratar de fases fluidas. As duas maiores densidades
mostraram uma descontinuídade na capacidade térmica, indicando uma transição de
primeira ordem, enquanto que a menor densidade mostrou uma transição de segunda
ordem. A mesma análise pode ser feita para os dímeros com outras constantes elás-
ticas, que não mostramos por simplicidade.

4.3 Descontinuidade e extremos na entropia de excesso

Agora, analisamos o comportamento da entropia de excesso, conforme definido
pela equação 51. Apesar do nome, trata-se de um parâmetro estrutural bastante
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Figura 21 – Função de distribuição radial para k = 0, 1

Função de distribuição radial g(r) em função da distância r entre as partículas para dímeros com
k=0,1. Mostramos todas as temperaturas para as densidades indicadas. Os gráficos para as demais

constantes elásticas não foram mostrados por simplicidade. Aqui cada linha é uma temperatura,
variando do mínimo de T = 0, 05 até T = 0, 90, os picos que representam o sistema em fase sólida

ocorrem para baixas temperaturas (até T = 0, 230, e a região líquida fica em temperaturas maiores.

eficiente para identificar regiões de anomalias e transições de fase. Uma desconti-
nuidade na entropia de excesso indica uma mudança significativa de característica
sólida na estrutura do sistema, como por exemplo, uma transição de uma fase cúbica
simples para cúbica de corpo centrado ou hexagonal compacta. No caso de uma fase
líquida, a entropia de excesso não apresenta descontinuidades em função da densi-
dade para temperaturas constantes, mas poderá apresentar extremos (máximos e mí-
nimos), caso o fluido em questão possua comportamento estrutural anômalo (Sharma;
Chakraborty; Chakravarty, 2006; Errington; Truskett; Mittal, 2007).

A Figura 22 apresenta o comportamento da entropia de excesso em função da
densidade para temperaturas constantes, considerando os sistemas com constante
elástica dos dímeros de k = 0, 1 (à esquerda) e k = 1, 0 (à direita). Na figura à
esquerda, as curvas em vermelho correspondem às temperaturas entre T = 0, 050 e
T = 0, 230, onde encontramos a grande maioria das fases sólidas, evidentes pelas
descontinuidades nas densidades entre ρ = 0, 1 e ρ = 0, 27. Comportamento similar
é observado na figura à direita, com pequenas alterações na abrangência das fases
sólidas. Em ambos os casos, as curvas cinzas apresentam comportamentos mais
suaves, com excessão das densidades altas, onde também há evidências de fases
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Figura 22 – Entropia de excesso (caso sólido) para k = 0, 1 e k = 1, 0
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sólidas em alguns pontos estudados.

Figura 23 – Entropia de excesso (caso sólido) para k = 10, 0 e k = 100, 0
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A Figura 23 apresenta o comportamento da entropia de excesso em função da
densidade para temperaturas constantes, considerando os sistemas com constante
elástica dos dímeros de k = 10, 0 (à esquerda) e k = 100, 0 (à direita). Para k = 10, 0

(figura à esquerda), as fases sólidas são observadas para temperaturas até T = 0, 140,
com densidades entre ρ = 0, 150 e ρ = 0, 300, enquanto que para k = 100, 0 (figura à
direita), as fases sólidas são observadas para temperaturas até T = 0, 110, com densi-
dades entre ρ = 0, 200 e ρ = 0, 260. Em ambos os casos, é evidente a significativa re-
dução dos intervalos de densidades e temperaturas que apresentam descontinuidade
(curvas em vermelho), o que confirma a diminuição da abrangência das estruturas
sólidas, conforme já observado nas análises anteriores para a capacidade térmica.

A Figura 24 mostra a entropia de excesso em função da densidade para tempe-
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Figura 24 – Entropia de excesso (caso líquido)
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k = 10, 0 (canto inferior esqeurdo) e k = 100, 0 (canto inferior direito).
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raturas constantes apenas para as fases fluidas, excluindo as curvas anteriores que
aprensetam descontinuidades. Dímeros flexíveis, com constante elástica de k = 0, 1

(canto superior esquerdo) e k = 1, 0 (canto superior direito) apresentam menor pre-
sença de fase líquida, uma vez que as fases sólidas são mais abrangentes, como já
identificamos. Dímeros mais rígidos, com constante elástica de k = 10, 0 (canto infe-
rior esquerdo) e k = 100, 0 (canto inferior direito) apresentam uma maior abrangência
de fase fluida. Percebemos claramente a presença de extremos (suaves) na entropia
de excesso: mínimos para densidades baixas e máximos para densidades altas. Este
é um comportamento característico de fluidos anômalos, uma vez que fluidos normais
apresentam descrescimento monotônico de s2 com o aumento da densidade (sem pre-
sença de extremos). A anomalia na entropia de excesso é considerada uma anomalia
estrutural e também é reportada nos trabalhos prévios de dímeros (Netz; Gonzatti;
Barbosa; Paukowski; Gavazzoni; Oliveira, 2011) e monômeros (Bordin; Krott, 2023).
Podemos observar que com o aumento gradual na rigidez dos dímeros temos valo-
res maiores para s2, apesar de que para os dímeros mais rígidos temos mais casos
demonstrando anomalia estrutural na fase líquida (a partir da isoterma T = 0, 17, no-
tamos que elas estão mais "organizadas"em termos da entropia de excesso e mais
compactas comparando com os dímeros menos rígidos k = 0, 1 e k = 1, 0. Para os
casos mais flexíveis, podemos notar ainda que suas menores temperaturas, ilustradas
pelas linhas verdes, sugerem que em altas densidades ρ > 0, 4 possa haver uma nova
fase desordenada, pela diminuição considerável na entropia de excesso na região, o
que não ocorre para os casos mais rígidos k = 10, 0 e k = 100, 0.

4.4 Anomalia na difusão

O coeficiente de difusão (D) foi calculado utilizando as equações 38 e 39. Em flui-
dos normais, D diminui com o aumento da densidade (ou pressão) em temperaturas
constantes. No entanto, em fluidos como a água, há uma região no diagrama de fases
em que a compressão do sistema implica em um aumento do coeficiente de difusão
a temperaturas constantes. Isso dá origem a extremos (máximos e mínimos) no dia-
grama D× ρ (ou D×P ), caracterizando a chamada anomalia na difusão. Os mínimos
geralmente ocorrem quando as partículas estão organizadas de forma a maximizar
as interações atrativas, restringindo o movimento, enquanto que os máximos refle-
tem um rearranjo estrutural que permite maior mobilidade, mesmo sob compressão
adicional (Sharma; Chakraborty; Chakravarty, 2006).

A Figura 25 mostra o comportamento do coeficiente de difusão em função da den-
sidade para temperaturas constantes e dímeros com constante elástica de k = 0, 1

(canto superior esquerdo), k = 1, 0 (canto superior direito), k = 10, 0 (canto inferior
esquerdo) e k = 100, 0 (canto inferior direito). As curvas em vermelho correspondem
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Figura 25 – Anomalia da difusão
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às temperaturas das fases fluidas, enquanto que as curvas em cinza representam as
fases sólidas (para ρ > 0, 1). As regiões de anomalia serão consideradas apenas
para as fases fluidas, uma vez que nas fases sólidas o coeficiente de difusão é pró-
ximo a zero. Para o sistema com dímeros com constante elástica igual a k = 0, 1

(canto superior esquerdo), a única temperatura de fase fluida que não apresentou ex-
tremos relacionados a anomalia (levando em consideração flutuações estatísticas) foi
T = 0.900. Para o caso em que k = 1, 0 (canto superior direito), os extremos das mai-
ores temperaturas (T = 0, 800 e T = 0, 900) não são tão evidentes. Já para k = 10, 0

(canto inferior esquerdo) e k = 100, 0 (canto inferior direito), todas as temperaturas
apresentaram extremos, sugerindo que a rigidez dos dímeros faz aumentar, mesmo
que sutilmente, a abrangência da região de anomalia na difusão.

4.5 Temperatura de Máxima Densidade

A linha de Temperatura de Máxima Densidade (TMD) caracteriza o comportamento
singular de substâncias que exibem anomalias na densidade, como a água. Diferente-
mente da maioria dos líquidos, cuja densidade aumenta continuamente ao se resfriar
até o ponto de solidificação, a água atinge sua densidade máxima a aproximadamente
4 °C em condições de pressão ambiente (Henderson; Speedy, 1987). Esse fenômeno
ocorre devido à reorganização da estrutura molecular da água, impulsionada pela for-
mação de uma rede de ligações de hidrogênio que se expande ao diminuir a tempe-
ratura, superando a compactação típica dos líquidos. A linha TMD conecta os pontos
de máxima densidade ao longo de diferentes pressões no diagrama de fase e é uma
característica crucial para entender o comportamento anômalo da água em escalas
moleculares e macroscópicas (Vega; Abascal, 2005; Tan; Fischer; Chandra; Brooks;
Ichiye, 2003).

Em sistemas de caroço amolecido, como aqueles descritos por potenciais de inte-
ração suavizados, anomalias semelhantes podem ser observadas e frequentemente
associadas à existência de uma linha TMD. Esses sistemas modelam partículas cujas
interações permitem reorganizações estruturais significativas sob variações de pres-
são e temperatura, reproduzindo comportamentos anômalos como os da água e ou-
tros materiais (Jagla, 2001). A linha TMD nesses materiais destaca a competição
entre estruturas locais mais densas e ordenadas e arranjos de menor densidade, pro-
movendo um comportamento não monotônico da densidade com a temperatura (Ja-
gla, 1999). Esse fenômeno em sistemas de caroço amolecido tem atraído atenção
devido à sua relevância para compreender propriedades emergentes em fluidos com-
plexos e biomateriais, assim como para investigar a universalidade das anomalias em
diferentes substâncias (Vilaseca; Franzese, 2011; Fomin; Tsiok; Ryzhov, 2013).

A TMD pode ser determinada em sistemas isócoros – como simulações no ensem-
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ble NV T – analisando o comportamento da pressão em função da temperatura (P (T ))
para densidades constantes. Nesse contexto, a TMD é identificada como o ponto onde
a derivada da pressão em relação à temperatura,

(
∂P
∂T

)
ρ
, se anula. Isso reflete uma

mudança de sinal no coeficiente de expansão térmica αP , definido como

αP = −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
P

,

que está relacionado à variação da densidade com a temperatura. Para encontrar
a TMD, curvas P (T ) são obtidas para diferentes densidades, e os pontos de infle-
xão nessas curvas, onde

(
∂P
∂T

)
ρ
= 0, são conectados para formar a linha TMD no

diagrama de fase. Esse método é amplamente usado em simulações e estudos de
fluidos anômalos, como a água ou sistemas de caroço amolecido, permitindo explo-
rar o comportamento estrutural e termodinâmico desses materiais. Assim, mostramos
na figura 26 as curvas TMDs para os diferentes valores de constante de mola - as
isócoras no diagrama P × T serão mostradas na próxima seção.

Figura 26 – Temperatura de máxima densidade
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Observamos que as TMDs se movem para regiões de menor temperatura e pres-
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são conforme aumentamos a constante de mola - ou seja, conforme diminuímos o
grau de liberdade vibracional. Essa movimentação pode ser explicada pela influência
dos graus de liberdade vibracionais e pelas mudanças nas interações interpartículas.
Dímeros mais flexíveis permitem maior amplitude de vibração entre seus componen-
tes, aumentando a capacidade do sistema de explorar configurações estruturais mais
densas a temperaturas e pressões mais altas. Essa flexibilidade altera o balanço entre
forças atrativas e repulsivas, promovendo estados de maior densidade em condições
extremas. Além disso, uma fração maior da energia térmica é absorvida pelos graus
de liberdade vibracionais, redistribuindo a energia no sistema e estabilizando estrutu-
ras compactas em temperaturas mais elevadas. Esses efeitos demonstram como a
flexibilidade interna dos dímeros impacta a termodinâmica do sistema e desloca a re-
gião de TMD no diagrama de fases ao alterar a competição que existe entre as escalas
no potencial de interação - ou a competição entre estruturas mais ou menos compac-
tas (Marques; Hernandes; Lomba; Bordin, 2020; Marques; Hernandes; Bordin, 2021).

4.6 Diagramas pressão versus temperatura

Resumimos os resultados anteriores nos diagramas de fases pressão (P ) versus
temperatura (T ), como mostrado na Figura 27: k = 0, 1 (canto superior esquerdo),
k = 1, 0 (canto superior direito), k = 10, 0 (canto inferior esquerdo) e k = 100, 0 (canto
inferior direito). Os quadrados laranjas representam os extremos no coeficiente de
difusão, ou seja, os pontos de máximos e mínimos obtidos das curvas da Figura 25.
Os losangos vermelhos cheios são os extremos da entropia de excesso das fases
líquidas (máximos e mínimos da Figura 24). Os losangos vermelhos vazios são as
descontinuidades da entropia de excesso das fases sólidas (máximos e mínimos das
Figuras 22 e 23). Os triângulos azuis voltados para baixo representam as temperatu-
ras de máxima densidade (TMD), correspondentes aos pontos de mínimo das isócoras
nas fases líquidas. Por último, os triângulos roxos virados para cima representam os
pontos em que ocorre a transição de fase de sólido para líquido. Estas linhas de
transição foram obtidas pela análise das descontinuidades das capacidades térmicas
(Figuras 19 e 20), pelo análise das g(r) e pelos perfis de energia em função da tempe-
ratura para resfriamento e aquecimento (não mostrados por simplicidade). As linhas
cinzas representam as isócoras simuladas.

Já havíamos observado anteriormente que a abrangência das fases sólidas é maior
para dímeros flexíveis (k = 0, 1 e k = 1, 0). Além disso, os diagramas da Figura 27 tam-
bém mostram que nem todas as densidades apresentam transição sólido-líquido, evi-
denciando a existências de fases fluidas reentrantes. Outra observação importante é
que as anomalias seguem uma hierarquia já esperada para fluidos tipo água: anoma-
lias estruturais (entropia de excesso) são mais abrangentes, seguidas por anomalias
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Figura 27 – Diagramas de fase com anomalias
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dinâmicas (coeficiente de difusão) e, por fim, anomalias termodinâmicas (TMD). Con-
forme a rigidez dos dímeros aumenta, as fases fluidas são mais abrangentes, afetando
inclusive a localização das TMDs, que se deslocam para temperaturas menores.



5 CONCLUSÃO

Nossos resultados mostraram que o aumento da rigidez dos dímeros diminui as
temperaturas de transição sólido-líquido, tornando as fases fluidas mais abrangentes.
A análise detalhada da capacidade térmica em função da temperatura revela que as
transições de fase de primeira e segunda ordens estão intimamente relacionadas aos
valores de k. À medida que k aumenta, as transições de fase se deslocam para tem-
peraturas mais baixas, confirmando a hipótese de que a rigidez crescente reduz a
região sólida do sistema. Esse comportamento é reforçado pela análise da entropia
de excesso, onde descontinuidades em densidades específicas apontam mudanças
estruturais significativas no estado sólido. Além disso, as isotermas na fase líquida
exibem características de comportamento anômalo, assim como máximos e mínimos
no coeficiente de difusão, indicando rearranjos estruturais em tais regiões. A identifica-
ção da TMD a partir de pontos de mínima pressão em diagramas PxT contribui para
entender as condições termodinâmicas que levam às anomalias observadas. Esses
resultados são cruciais para mapear as transições sólido-líquido em diferentes isó-
coras e explorar as relações entre rigidez, estrutura, e comportamento anômalo no
sistema. Além disso, observamos que a hierarquia das anomalias foi mantida em to-
dos os casos. Identificamos com segurança que a adição de um grau de liberdade teve
uma grande contribuição no comportamento termodinâmico do sistema, alterando sig-
nificativamente suas propriedades. Em uma interpretação física, a elasticidade dos
dímeros acabou modificando muito a forma que a energia cinética do sistema se dis-
tribuiu no sistema e isso aparece de forma clara quando comparamos os diferentes
resultados de k. Em um sistema mais rígido, cada dímero transfere diretamente toda
sua energia cinética para seus vizinhos, e no nosso sistema, parte da energia da co-
lisão acaba sendo preservada entre os pares, influenciando diretamente na estrutura
do sistema. Vimos essa influência na relação do aumento da rigidez e diminuição da
região de solidificação.

No momento, estamos complementando nossa análise com o cálculo de parâme-
tros de ordem de Steinhardt (conhecido também como BOOP, Bond orientational or-
der parameters) que possibilitam a classificação dos sólidos envolvidos nas transi-
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ções. Estes parâmetros de ordem indicam a quantidade de vizinhos "ligados"a cada
partícula. Inicialmente já podemos afirmar que as transições descontínuas envolvem
sólidos ordenados, enquanto que as transições contínuas envolvem sólidos amorfos.
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