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RESUMO

MEVS, Andreza Cardoso Santos. Construgado do conceito imagem de limite por
concluintes de Licenciatura em Matematica da UFPEL. Orientadora: Dr2. Circe Mary
Silva da Silva Dynnikov. 2025. 142 f. Dissertacdo (Mestrado em Educacao
Matematica) - Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2025.

Este estudo qualitativo teve como objetivo investigar como alunos concluintes do
curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Pelotas assimilam
e expressam sua compreensao do conceito de limite. Motivados pelo interesse em
compreender as estratégias de aprendizagem a partir das teorias de Vygotsky e Tall,
a pesquisa procurou responder a questdo central: "Como, na perspectiva do
pesquisador, os alunos concluintes do curso de licenciatura em matematica da
UFPEL caracterizam sua compreensao a respeito do conceito de limite?" O
referencial tedrico baseou-se nas contribuicbes de Vygotsky (2001), Domingos
(2003) e David Tall (2013), que fundamentaram a discussao sobre a construgédo do
conhecimento matematico e o desenvolvimento do pensamento formal. Com o
intuito de mapear as estratégias utilizadas pelos alunos para resolver algumas
tarefas envolvendo o conceito de limite e classifica-las conforme seu pensamento
matematico, foram elaboradas quatro questbes sobre limites, construidas da
literatura didatica e do Projeto Pedagdgico do Curso. O intuito era mapear as
estratégias utilizadas pelos alunos e classifica-las conforme seu pensamento
matematico. A pesquisa contou com a participagdo de sete alunos dos cursos
Integral e Noturno, ndo alcangando os estudantes da modalidade de Educagao a
Distancia (EaD). Os resultados indicaram que a compreensdo do conceito de limite
varia entre corporificado e simbdlico, centrada em processos e simbolos, mas sem a
internalizagao abstrata necessaria para a formalizagdo completa. Essa lacuna entre
0 conceito imagem e o conceito definigdo compromete a capacidade de abstragao e
generalizagao dos alunos, evidenciando a importancia de metodologias pedagodgicas
que integrem intuicdo, simbolismo e formalismo para promover um desenvolvimento
matematico mais robusto.

Palavras-chaves: conceito de limite; ensino de matematica; aprendizagem de
matematica; educagcao matematica.



ABSTRACT

MEVS, Andreza Cardoso Santos. Construction of the Image Concept of Limit by
Graduating Mathematics Licentiate Students at UFPEL. Advisor: Dr. Circe Mary Silva
da Silva Dynnikov. 2025. 142 f. Dissertation (Master's in Mathematics Education) —
Institute of Physics and Mathematics, Federal University of Pelotas, Pelotas, 2025.

This qualitative study aimed to investigate how graduating students of the
Mathematics Licentiate program at the Federal University of Pelotas assimilate and
express their understanding of the concept of limit. Motivated by the interest in
understanding learning strategies based on the theories of Vygotsky and Tall, the
research sought to answer the central question: “How, from the researcher's
perspective, do graduating students of the Mathematics Teaching Degree at UFPEL
characterize their understanding of the concept of limit?” The theoretical framework
was based on the contributions of Vygotsky (2001), Domingos (2003), and David Tall
(2013), which supported the discussion on the construction of mathematical
knowledge and the development of formal thinking. In order to map the strategies
used by students to solve tasks involving the concept of limit and classify them
according to their mathematical thinking, four questions on limits were developed
based on didactic literature and the Pedagogical Course Project. The study included
the participation of seven students from both full-time and evening courses, excluding
students from the Distance Education (EaD) modality. The results indicated that the
understanding of the concept of limit varies between embodied and symbolic,
focusing on processes and symbols but lacking the necessary abstract internalization
for complete formalization. This gap between the image concept and the definition
concept compromises students' ability to abstract and generalize, highlighting the
importance of pedagogical methodologies that integrate intuition, symbolism, and
formalism to foster a more robust mathematical development.

Keywords: concept of limit; mathematics teaching; mathematics learning;
mathematics education.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Poligonos COM N [adOS......ciiieeeeiiiieccecserrecsss s erscsss s s ss s s e s smasss s s snmmssnsennnas 19
Figura 2 - Primeiro Esquema de Conhecimento Matematico -.......cceovmmmemreeennicenniinns 37
Figura 3 - Agao reciproca entre conceito imagem e conceito definigao. .........ccceeeeees 37

Figura 4 - Matematica formal baseada no pensamento corporificado e simbdlico. ...41

Figura 5 - Do corporificado ao formaliSmo € VICE-VErsa .....eeeeueueeeerrrrmmeeemeeenceaeeeeenes 41
Figura 6 - Matematica pratica, tedrica € formal .........ccoooimimiimceiie s 43
Figura 7 - QUEStA0 4 dO ENAUE coeeeeeimeieee e e e s e e e nmm e 47
Figura 8 - QR Code para acesso ao trabalno.....ce o ..ceeiiieiiee e 51
Figura 9 - Caracterizagéo do Licenciado 1 para a QUestao 1 .....oeeeeeemeemmrrrrrmmreeeeeeenes 52
Figura 10 - Caracterizagéo do Licenciado 2 para a QUestao 1 .....coeermmemmmmmmmmmemmmenneees 53
Figura 11 - Caracterizagéo do Licenciado 1 para a QUestao 2 .......cceeeeeeemeemmmmmmeeeenes 55
Figura 12 - Caracterizagéo do Licenciado 2 para a QUest&o 2 .......cceeeeeeememmmmemmeeeenees 56
Figura 13 - Caracterizagéo do Licenciado 1 para a QuUestao 3 .......ooemmmmemmmmmmmmmeennenees 57
Figura 14 - Caracterizagéo do Licenciado 2 para a QUestao 3 ......cceemmmmemmmmmmmmmmenneeees 57
Figura 15 - QUESta0 12 dO ENAAE ccemeeeeeeeeee e e 59
Figura 16 - Caracterizagédo do Licenciado 1 para a QUESIA0 4 ....eeeeerrrereemmmmmemnmnnnnnnnns 60
Figura 17 - Caracterizagcao do Licenciado 2 para a questao 4 ......cccoermeeecmmcceeenneenns 60
Figura 18 - Representacao grafica da quest@o 1 ... 64
Figura 19 - Caracterizacdo da questao 1 por Amanda.....uueeeeeecininnirrmnnnrnnssssnnsnennn. 65
Figura 20 - Caracterizagcdo da questao 1 por Claudia .....cuuueeeeemciinnniimnnnnrneasnnsneennn 65
Figura 21 - Caracterizacdo da questao 1 por Carla......cooeveeeeeceeiieeeireecc s 67
Figura 22 - Caracterizacdo da questao 1 por GUStaVO ....cuuueeeeessciiinsiirnnsnrresssnssseennns 68
Figura 23 - Caracterizagcdo da questao 1 por Juliana......cuueeeeeecininniinnnnnnrmssssnnnnennn 69
Figura 24 - Caracterizacdo da questao 1 por LUCAS......cummmreemmsssisssisnnnsnmmnsssssssssennnns 70
Figura 25 - Representacao grafica da questao 2 ......ccoimmmeeeeiiiinnnnsceesnnsneenens 75
Figure 26 - Caracterizacdo da questao 2 por AmManda.....uueeeeeecninnirrnnnnrressssnnnsennn 75
Figura 27 - Caracterizacdo da questao 2 por Carla.......ccommremeemcsnnnniinnnneeesssnnsnennnns 76
Figura 28 - Caracterizagdo da questao 2 por Claudia .....ccuueeeemmssninniimnmnnnneascsnnnnnnnn 77
Figura 29 - Caracterizacdo da questao 2 por GUStaVO ....cuueeeeeessiiissirrnnnnrresssnsssennnns 78
Figura 30 - Caracterizacdo da questao 2 por Juliana......cueeeeeeecininniimnnnnnsssssnnsnennnn 79
Figura 31 - Caracterizacdo da questao 2 por LUCAS.....uummmremmmsssinssiissnsnmmnssssssssnnnnns 81

Figura 32 - Caracterizagdo da questao 2 por Paulo......ccumueeeeeeciinnniinnnnseesssnnssennnns 82



Figura 33 - Definigao formal do Livio ANAlISE...ceem i e 85

Figura 34 - Grafico que expressa @ defiNiCA0 ...uum e eeerrrrreeeec e 85
Figura 35 - Caracterizacdo da questao 3 por Amanda......cueeeeeecceiinrerreemrennnssssseeennns 86
Figura 36 - Caracterizagdo da questao 3 por Carla.......cceeeeeemmmmmmmmmmmmmmmememmeeeeeeeeeeeeees 87
Figura 37 - Caracterizacdo da questao 3 por Claudia .....coeeeeemeeceeeieeimreecreeeeeeeeeeeees 88
Figura 38 - Caracterizacdo da questao 3 por GUSAVO ...ccueeeeeeeecceeireir e s 89
Figura 39 - Caracterizacdo da questao 3 por Juliana......coeeeeeeceeiierirmeecre e 90
Figura 40 - Caracterizagdo da questao 3 pOr LUCAS....cueeereeeemmmmmmmmmmmeemeeeeemeeeeeeeeeneeeees 91
Figura 41 - QUESA0 dO ENAAE ceeeeeeeeeeeeee e e e e 96
Figure 42 - Representacao grafica da Teoria do Confronto ........cccoveemmeemreeenciceenennns 96
Figura 43 - QR Code para acessa 0 ArtigO ..eeeeeeemeeeeeaerrrereeemcmeeee e e e e eeeemmm e eaeeeeeeees 97
Figura 44 - Caracterizacdo da questao 4 por AmManda......ceeeeeeeceeererrrmeecreennseeaeeeeeeees 97
Figura 45 - Caracterizacdo da questao 4 por Carla......ccoeieeeemceeeeeeeeereeeccmeeeee s 98
Figura 46 - Caracterizacdo da questao 4 por Claudia .....coeeeeemeeceeiirremreecreeeeeeeeeeeees 99
Figura 47 - Caracterizacdo da questao 4 por GUStaVO ..coeeeeemeeecceieiirreeccceeeeee e 100
Figura 48 - Caracterizacdo da questao 4 por Juliana.......eeeeeeeeceeeniimmeeccceeeeeeeeeeeeeas 101
Figura 49 - Caracterizacdo da questao 4 por LUCAS.....coureeeemmmeeerererereeecmmeeeeeeeeeeas 102
Figura 50 - Facilitadores e Dificultadores segundo quatro estudantes............ccceeee 115
Figura 51 - Facilitadores e Dificultadores segundo Carla.......cceeeeeemeememmmeerrerereeeeeenes 117
Figura 52 - Facilitadores e Dificultadores segundo LUCaS......eeeeerererrmmmmmmeeermereennnnnns 119
Figure 53 - Facilitadores e Dificultadores segundo PaulO .......eeeeeeeeeemmmmmemeeeeeeeennnnnns 121

Figura 54 - Wordcloud da aprendizagem ....cceeeeeeessininnrrmmmsssssssssnnnsrrnsssssssssssnnnseenns 123



LISTA DE QUADROS

QUADRO 1 - PORTAL DE PERIODICOS CAPES ..., 27
QUADRO 2 - DADOS DA BDTD ..cuiiiiii it 29
QUADRO 3 - SUJEITOS DA PESQUISA ... ..o 63
QUADRO 4 - CARACTERIZAGAO DAS RESPOSTAS DOS ESTUDANTES A QUESTAO 1............ 74
QUADRO 5 - CARACTERIZAGAO DAS RESPOSTAS DOS ESTUDANTES A QUESTAO 2............ 84
QUADRO 6 - CARACTERIZAGAO DAS RESPOSTAS DOS ESTUDANTES A QUESTAO 3............ 95
QUADRO 7 - CARACTERIZAGAO DAS RESPOSTAS DOS ESTUDANTES A QUESTAO 4 .......... 105

QUADRO 8 - CLASSIFICACAO GERAL A LUZ DA TEORIA DOS TRES MUNDOS..................... 107



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Portal de PeriddiCoS CAPES ... .ottt eeee e ee e e e e s e s e e

Tabela 2 - Pesquisa na BDTD



BDTD
CAPES
CDI
CNPQ
EaD
EDO
ENADE
GAMA
PROUNI
UFPEL
ZPD

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagcoes
Coordenacéao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
Calculo Diferencial e Integral

Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico
Educagao a Distancia

Equacao Diferencial Ordinaria

Exame Nacional de Desempenho de Estudantes

Grupo de Apoio em Matematica

Programa Universidade para Todos

Universidade Federal de Pelotas

Zona de Desenvolvimento Proximal



SUMARIO

1 Nota biografica.......cccce 13
2  Consideragoes INICIAIS .....ccoeveeeieriiiiieeeee e 14
3 INTrOdUGA0 ... 18
3.1, JUSHFICAtiVA. ..o 22

3.2. Questao Investigativa..........ccoevviiiiiiiiiiiiiiiiii 23

3.3, ODbjetivo geral .......ccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee 23

3.3.1. Objetivos ESPECIfiCOS ......evvriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 24
Revisao de Literatura ... e 25
Referencial TeOIICO. ... e e e e s 35
Metodologia. ... 46

B.1.  EStUAO PIlOtO e 51

7 ReSUItAdOS. ... .o rm e e m e e nnan 63
7.1, Analise da qUESTA0 1 ......ccooiiiiiiiiii e 64

7.2. Analise da QUESIE0 2.....coieiiiiiiiii e 74

7.3. Analise da qUESTA0 3........ooomiiiiiiiii e 85

7.4. Analise da qUESTA0 4.........oomiiiiiii i 96

7.5. Reflexdes gerais: Conceito imagem e Classificagdo nos trés mundos

105

A T © 1= {1 - (o 1 SRR 113

7.7. O processo de aprendiZagem .........ccoeeveeeeieieeieieieiieeeiieieeeeeeeeeeeeeeeeeees 123

8  Consideragoes FiNais........oooiiiiiiiiiii i 127
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.......c.cireecuenrereseseressesessse s seesessssssssesssssses 111
APENDICE A - QUESTIONARIO.......ccosutererinenrererenesssseesessesessssesessssssesesssnesaes 115
APENDICE B - RESPOSTA DOS ALUNOS.......c.cceetrreireeenteeessasesassssesesnssaeens 116

APENDICE C - DEPOIMENTO DOS ALUNOS.......cccvcenrrerereresiesessnes e ssssssesesanens 129



13

1 NOTA BIOGRAFICA

Minha jornada na area da educacéao foi marcada por desafios e aprendizados
que moldaram minha visdo sobre o poder transformador da educacéo. Crescendo
em uma comunidade com recursos limitados, desde cedo reconheci a importancia
de buscar conhecimento e contribuir para um futuro melhor.

Uma experiéncia que marcou minha trajetoria foi o convite para auxiliar minha
professora no contra turno, onde descobri minha paixao pela docéncia e o impacto
positivo que poderia causar na vida dos alunos. Esse momento definiu minha missao
de transformar o ensino da matematica em algo revolucionario e acessivel a todos.

Ao enfrentar os desafios de conciliar trabalho e estudos na Universidade
Bandeirantes de Sao Paulo, onde cursei Licenciatura em Matematica com desconto
parcial concedido pelo Programa Universidade para todos (PROUNI), aprendi a
dedicar-me ainda mais ao meu crescimento académico e profissional. E ao ingressar
na docéncia, percebi que apesar do embasamento tedrico e da pratica fornecidos
pelos estagios, as habilidades necessarias iam além do dominio teorico que
possuia. A adaptacao da minha abordagem pedagdgica para despertar o interesse
dos alunos pela matematica foi essencial. Inspirada por educadores renomados,
compreendi a importancia de buscar constantemente novas estratégias para tornar o
ensino mais acessivel e relevante. Embora minha visdo sobre a educacdo tenha
sido ampliada ao ingressar no curso de pedagogia, ainda enfrento desafios para
minimizar as dificuldades dos alunos na transicdo entre os anos iniciais e finais do
ensino fundamental.

Essa jornada me fez crescer ndo apenas como profissional, mas também
como pessoa. Cada desafio superado contribuiu para fortalecer meu compromisso

com uma educacao significativa e transformadora.
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2 CONSIDERAGOES INICIAIS

Motivados pelo desejo de compreender as estratégias utilizadas pelos alunos
para entender determinados conceitos e inspirados em tedricos como Piaget e
Vygotsky, identificamos no conceito de limite uma oportunidade para explorar a
aprendizagem dos alunos. Para isso, iniciamos um levantamento dos trabalhos ja
realizados que abordam o conceito de Limite. Partindo de literaturas sugeridas, tais
como de Soares (2017), Silva (2023), Lima (2015), entre outros autores que serao
mencionados na revisao de literatura, estes nos levaram a algumas perguntas, das
quais escolhemos uma delas como a questdo investigativa principal, sendo ela:
Como, na perspectiva do pesquisador, os alunos concluintes do curso de
licenciatura em matematica da UFPEL caracterizam sua compreensao a respeito do
conceito de limite?

Instigados por essa questdo e pela baixa quantidade de trabalhos que
abordem esse assunto realizamos um mapeamento das percepgdes e
entendimentos iniciais dos estudantes em relagdo a determinados conceitos
matematicos. Essas percepcdes serdo confrontadas com as definicbes formais
esperadas, buscando promover uma reflexdo sobre o processo de construgdo do
conhecimento matematico ao longo de sua formagao académica. Ajudando os
estudantes a desenvolver uma compreensado mais profunda e precisa dos conceitos,
além de fornecer insights importantes para os educadores sobre os pontos que
precisam ser reforcados ou esclarecidos durante o ensino desses conceitos.

Este trabalho entdo foi inserido em um projeto mais abrangente patrocinado
pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq), com
aprovagao no Edital de Chamada Universal CNPg/MCTI/FNDCT N° 18/2021 - faixa
A, que investiga o processo de disciplinarizagcdo do Calculo Diferencial e Integral
(CDI) no contexto educacional brasileiro, que tem como coordenadora a professora
Doutora Eliene Barbosa Lima da Universidade Estadual de Feira de Santana - BA e
com a participacdo de minha orientadora professora Circe Mary Silva da Silva
Dynnikov, além de outros pesquisadores e mestrandos.

Neste projeto a autora traz a seguinte problematica: Por que o Calculo

Diferencial e Integral ndo se consolidou como um conteudo da disciplina escolar
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Matematica? A abordagem metodologica que sera utilizada visa elucidar a
problematica de forma ampla e abrangente, evitando restricbes a uma unica
perspectiva ou contexto histérico. Optando-se por estabelecer dialogos pluralizados,
ou seja, envolvendo diversas perspectivas e abordagens em relagdo ao Calculo
Diferencial e Integral (CDI). Isso inclui ndo apenas uma visao histérica limitada, mas
também analises que abrangem diferentes contextos e momentos, como o ensino do
CDI em nivel superior, estudos sobre sua aplicagcdo nas disciplinas escolares,
praticas pedagogicas em escolas secundarias e aspectos didaticos atuais do CDI. A
qual permitira uma compreensao mais abrangente e profunda da problematica,
considerando sua complexidade e as diversas influéncias que podem afetar o ensino
e aprendizagem do CDI. Ao envolver diferentes perspectivas e areas de estudo,
busca-se enriquecer a investigagdo e fornecer insights mais abrangentes e
contextualizados sobre o tema.

Sendo assim, de modo geral, com o trabalho que estamos desenvolvendo
pretendemos contribuir investigando como os alunos concluintes do curso de
Licenciatura em Matematica da UFPel assimilaram o conceito de limite. Para isso,
conforme sera descrito no capitulo da metodologia, faremos um questionario com
quatro perguntas envolvendo aspectos importantes sobre o conceito de limite,
encontrados nos livros didaticos utilizados pelos professores que lecionam a
disciplina de CDI.

Para tal serdao convidados os alunos que concluirdo o curso no 1° e 2°
Semestre de 2024, que cursam Licenciatura em Matematica Noturno, Integral e EaD
para participar do primeiro questionario, a fim de coletar informacbées que darao
subsidios a entrevista que sera realizada posteriormente com alguns alunos, com o
proposito de analisar as imagens conceituais apresentadas por esses estudantes.

Lev Vygotsky (1896-1934) apresenta ideias fundamentais que mudaram a
forma como entendemos a aprendizagem e influenciaram profundamente a pratica
educacional em todo o mundo. Entre suas principais contribuicbes destacamos o
conceito de Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP), que aborda a importancia
das interagcbes sociais no processo de aprendizagem. Esta teoria defende que as
criangas aprendem melhor quando sado desafiadas a alcancar um nivel de
desenvolvimento além do que podem atingir sozinhas, mas dentro da ZDP com o

suporte adequado de um adulto ou colega mais capaz.
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Além disso, Vygotsky enfatizou o papel crucial da linguagem na
aprendizagem mediada. Ele viu a linguagem nao apenas como uma ferramenta de
comunicagdo, mas como um instrumento fundamental para a construgdo do
pensamento. Portanto, o uso de linguagem rica e significativa &€ essencial para
promover a compreensao e o desenvolvimento cognitivo.

David Tall; Vinner (1981), investigou a interagdo entre o conceito imagem e o
conceito definicdo na compreensao matematica. Ele argumentou que a imagem
mental € uma parte crucial do processo cognitivo e que a definicdo formal é apenas
uma parcela do conceito imagem total que existe na mente do aprendiz.

Uma de suas contribuicdes mais notaveis foi a formulacdo da Teoria dos Trés
Mundos na educagdo matematica. Nessa teoria, ele delineou trés niveis de
assimilagcado de conceitos matematicos: o mundo corporificado, 0 mundo simbdlico e
o mundo formal. Através dessa estrutura, Tall enfatizou a importancia de uma
progressao gradual e articulada entre esses mundos para o desenvolvimento do
entendimento matematico.

Sua pesquisa também se estendeu a aprendizagem e ao ensino de conceitos
matematicos, como o desenvolvimento do pensamento algébrico e a compreensao
do limite. Tall dedicou-se a entender as dificuldades enfrentadas pelos estudantes
ao aprender conceitos matematicos abstratos e desenvolveu abordagens e recursos
para apoiar o ensino eficaz da disciplina.

Nosso estudo, de abordagem qualitativa, investigou a compreensao do
conceito de limite entre concluintes do curso de Licenciatura em Matematica da
Universidade Federal de Pelotas. Inicialmente, a pesquisa previa duas etapas: a
primeira consistia na aplicacdo de quatro questbes sobre limites, classificando os
alunos em quatro categorias de pensamento matematico (corporificado, operacional,
corporificado e simbolizado, e formalizado). A segunda etapa envolveria entrevistas
com representantes de cada grupo, utilizando abordagens distintas para analise das
respostas, porém devido a dificuldades operacionais, como a desorganizagao do
calendario académico devido a greves e enchentes, levaram a ajustes no plano,
incluindo a ampliagdo do publico-alvo e a adaptagdo dos métodos de recrutamento e
coleta de dados, assim o que era para ser entrevista, mudou para relato dos

estudantes sobre sua aprendizagem, a qual foi realizada apdés a aplicagédo das
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tarefas. A pesquisa contou com a participagéo de sete alunos dos cursos Integral e
Noturno, mas ndo obteve adesao de estudantes do EaD.

Os relatos foram conduzidos logo apdés a aplicagdo do questionario,
explorando as dificuldades e facilidades encontradas pelos alunos no aprendizado
do conceito de limite. A andlise teve como objetivo identificar os obstaculos que
dificultam a transicdo para o pensamento formalista e investigar como determinados
estudantes conseguem superar essas barreiras. Para tanto, utilizamos os
referenciais tedricos de Domingos (2003) e Tall (2013) para estabelecer um dialogo
critico com as respostas apresentadas, permitindo uma compreensao aprofundada
dos processos de construgcdo do conceito matematico de limite pelos alunos.

Nos proximos topicos faremos maiores esclarecimentos de como se dara
nossos estudos. Iniciaremos com seu processo historico de formalizagao do conceito

de limite.
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3 INTRODUGAO

O calculo diferencial e integral € um ramo fundamental da matematica que
aborda as nog¢des de derivadas e integrais. Sua historia, com origens na
antiguidade, comeca realmente com os matematicos Isaac Newton (1648-1727) e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) no final do século XVII. Essas duas partes do
calculo estao inter-relacionadas e sdo essenciais para a compreensao e modelagem
de fendmenos variados nas ciéncias naturais, engenharia, economia e outras
disciplinas.

O ensino de Limite desempenha um papel crucial na formagdo matematica
dos estudantes que estdo dando os primeiros passos nos estudos de calculo
diferencial e integral. Essa etapa é fundamental para proporcionar a base
matematica necessaria, permitindo a compreensao de conceitos mais avancados e a
aplicacao significativa desses conhecimentos em diversos contextos.

Apesar de sua importancia contemporanea, € interessante observar havia
incertezas por parte dos matematicos no tratamento e simbolizagdo do conceito de
limite. A abordagem intuitiva era mais simples; as expressdes “tdo pequeno quanto
se queira”, aproximar-se, tender a um valor eram usadas livremente. Na histéria da
matematica, a definicdo de limite se deu apds a estabelecida definicdo de derivada e
integral, como apresentaremos a seguir. No entanto, € digno de nota que mesmo
antes dessa formalizagédo, Arquimedes ja havia vislumbrado a aplicagao de limite ao
empregar o Método de Exaustdo em suas investigagbes matematicas. Isso
evidencia que, mesmo sem uma formalizagao precisa, a intuicdo sobre a utilidade
dos Limite ja estava presente.

Brolezzi (1996, apud, Amorim, 2011, p.32) afirma que

A diferenca entre o método de exaustdo e o limite do Calculo Diferencial e
Integral reside apenas no fato de os gregos nao realizarem essa passagem
ao infinito, pois ndo tinham nogao de um continuum aritmético. Mas o tipo
de argumentacdo € o mesmo, tanto no caso do atual limite quanto no
método de exaustdo geométrico. Pode-se talvez dizer que a nogao de limite
tivesse sido vislumbrada pelos gregos. (Brolezzi,1996, apud, Amorim, 2011,
p.32)
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O método de Exaustéo’, originalmente proposto por Eudoxo, era uma técnica
para calcular a area de um circulo. Ele envolvia a inscricdo de poligonos dentro do
circulo, onde quanto maior o niumero de lados do poligono, mais o formato dele se
aproximava do circulo. Isso significa que a area desse poligono também se
aproximava mais da area do circulo desejado. Posteriormente, Arquimedes refinou
esse método ao introduzir a ideia de incluir um poligono circunscrito ao circulo, como

ilustrado na figura 1.

Figura 1 - Poligonos com n lados

n=7 n=8 n=9

Fonte: Martins (2016, https://atitudereflexiva.wordpress.com/2016/12/01/0-metodo-da-

exaustao-e-o-surgimento-da-constante-pi-%CF%80/.)

Vale ressaltar que a figura 1 € apenas uma representagao do comportamento
dos poligonos no circulo e que o simbolo n utilizado para representar 0 numero de
lados serve apenas para ilustrar que na medida em que n torna-se grande, a area da

figura inscrita se aproxima da area do circulo. A ideia de infinitos também n&o era

" O método utilizado por Arquimedes se assemelha ao teorema do confronto, pois possibilita
a determinacao do valor da figura ao estabelecer seus limite maximo e minimo. Em outras palavras,
ao "relacionar" a area do poligono interno e externo, seria possivel encontrar a area do circulo.
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usada, segundo Boyer (1974, p. 95) Arquimedes n&o falou em soma de séries
infinitas, pois, processos infinitos eram mal vistos em seu tempo.

De acordo com Boyer (1974) foi a partir dos estudos de Newton e Leibniz em
meados do século XVII que o Calculo Diferencial e Integral comecou a ganhar
forma. A ideia de infinito deixou de ser uma barreira; até entdo o conceito de Limite
era aplicado no processo de compreensao e formalizacdo da derivada e integral,
porém sem ser de fato formalizado, o mais proximo dessa formalizacao foi feito, de

acordo com o autor, por Newton no

Livro |, intitulado ‘O método da primeira e Ultima razées de quantidade pelo
uso do qual demonstramos as proposi¢des que seguem’, incluindo o Lema
I: Quantidades, e as razdes de quantidades que em qualquer tempo finito
convergem continuamente a igualdade, e antes do fim desse tempo se
aproximam mais uma da outra que por qualquer diferenga dada se tornam
finalmente iguais. (Boyer, 1974, p. 292)

A partir da metade do século XVII a ideia de fungado tornou-se fundamental
nos estudos de analise, segundo Boyer (1974, p. 331) “enquanto Euler se
concentrava em fungdes bem comportadas, evitando dificuldades sutis que mais
tarde tornariam sua abordagem insustentavel, Jean le Rond d'Alembert (1717-1783)
via a "verdadeira metafisica" do Calculo na ideia de limite.” Embora ainda néao
houvesse uma definicao formalmente estabelecida, Leonard Euler (1707-1783) fez
avancos significativos no entendimento de séries infinitas e fungdes.

O século XIX ficou conhecido como o século da formalizacdo o calculo
diferencial e integral, iniciado por Newton e Leibniz nos séculos anteriores, continuou
a se desenvolver e se expandir no século XIX. Matematicos como Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) e Bernhard Riemann (1826-
1866) contribuiram com teoremas e conceitos fundamentais no campo do célculo e a
analise matematica experimentou progressos significativos neste século.

Augustin-Louis Cauchy e Karl Weierstrass foram pioneiros na rigorosa
fundamentacdo da analise matematica, introduzindo conceitos como Limite,
continuidade e séries infinitas de maneira formal e precisa. Segundo Boyer (1974, p.
409)

deve se lembrar que Bolzano e Cauchy tinham tentado provar que uma
sequéncia que ‘converge em si’ - isto €, uma sequéncia para a qual Sn,p
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difere de Sn (para n suficientemente grande) por menos que um numero
prefixado - também converge no sentido de relagdes externas a um nuamero
real S, o limite da sequéncia. (...) Num sentido mais amplo ele considerava
que uma sequéncia convergente determina ou um ndmero racional como
limite ou um ‘numero ficticio’ como um ‘limite ficticio’. Mostrou que esses
‘nimeros ficticios’ podem ser ordenados e em esséncia eles sdo o que
chamamos numeros irracionais.

Cauchy definiu o conceito de limite de uma funcdo de maneira precisa e
formal. Sua definicdo baseava-se na ideia de que os valores da funcdo podem se
aproximar indefinidamente de um valor especifico a medida que a variavel
independente se aproxima de um determinado ponto. Ele introduziu os conceitos de
"valores sucessivos" e "aproximagao indefinida", os quais, embora sugestivos,
careciam da precisdo matematica esperada. Essa abordagem de Cauchy foi um
passo importante na formalizacdo do calculo e permitiu que os matematicos
entendessem e manipulassem o conceito de limite de maneira mais rigorosa.

Segundo Reis (2001), a necessidade de maior rigor foi atendida no final do
século XIX com os trabalhos de Richard Dedekind (1831-1916) e Giuseppe Peano
(1858-1932). Dedekind introduziu os "Cortes de Dedekind", uma abordagem para
construir os numeros reais a partir dos numeros racionais de maneira rigorosa e
I6gica. Ele demonstrou que os numeros reais podem ser definidos como conjuntos
de numeros racionais que dividem o conjunto dos numeros racionais em duas
partes, sem lacunas. Por outro lado, Giuseppe Peano formulou os "Axiomas de
Peano", que sdo um conjunto de axiomas para os numeros naturais. Esses axiomas
fornecem a base para a construcdo dos numeros naturais e, posteriormente, dos
numeros inteiros, racionais e reais.

Esses desenvolvimentos permitiram a demonstragao rigorosa dos teoremas
fundamentais sobre Limite sem depender de recursos geométricos ou intuigdo. Em
vez disso, a légica matematica tornou-se a base para a compreensido e a
demonstracdo desses conceitos matematicos. Isso representou um avango
significativo na formalizagdo e na fundamentacdo da matematica, criando uma base
solida para o desenvolvimento futuro da disciplina. Weierstrass enfatizou a
importancia da precisao matematica na definicdo de Limite, em contraste com a
abordagem mais descritiva de Cauchy. Suas aulas influenciaram Heinrich Eduard
Heine (1821-1881) a definir o limite de uma fungdo de maneira mais precisa em seu
trabalho "Elemente" de 1872, de acordo com Boyer (1974, p. 411).
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Heine, aluno de Weierstrass na Universidade de Berlim, definiu formalmente
limite, em “f(x) tem limite L com x tendendo a x, significa que dado qualquer € > 0,

existe 8> 0talquese 0 < [x —x,| <6 - f(x) —L <€ (Amorim, 2011, p. 35).

3.1. Justificativa

Lima (2015) salienta a preocupacédo com a falta de continuidade e conexao
entre os conteudos de matematica ministrados nos niveis secundario (ensino médio)
e universitario, especialmente no que diz respeito a disciplina de Calculo Diferencial.
A auséncia de uma transigdo clara entre esses niveis educacionais resulta em
desafios significativos no processo de ensino e aprendizagem para os estudantes
que enfrentam essa transicdo, em muitos curriculos de licenciatura em matematica
ja aparecem disciplinas para estabelecer esse elo, algumas denominam-se Pré-
Calculo ou Matematica Basica.

Diante dessa problematica, a Universidade Federal de Pelotas (UFPEL)
oferece uma estratégia pedagodgica para auxiliar aos alunos ingressantes, que além
das disciplinas regulares do curso, existe um grupo de apoio em matematica
conhecido como GAMA?. Este projeto € uma iniciativa da Universidade Federal de
Pelotas (UFPel) que visa apoiar os estudantes em disciplinas de Matematica, com o
objetivo de reduzir a evasao e reprovagao nessas disciplinas. O qual oferece aulas
de nivelamento, plantdbes de duvidas, simulados, materiais de estudo e
acompanhamento pedagdgico, procura fortalecer as bases necessarias para o
acompanhamento das disciplinas. O projeto promove a integracao entre estudantes
e professores, estimulando a participagdo ativa dos alunos em seu processo de
aprendizagem e fornecendo suporte técnico e pedagdgico quando necessario. E
uma iniciativa importante para promover a qualidade do ensino de Matematica e
contribuir para o sucesso académico dos estudantes na UFPel. Ainda mais que
estudos mostram, de acordo com Domingos (2003) e Lima (2015), esta disciplina

tende a ter um elevado indice de reprovacéo.

2 https://wp.ufpel.edu.br/projetogamaljustificativa/
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Um estudo inicial conduzido por Mevs et al. (2023) na Universidade Federal
de Pelotas, visou analisar o desempenho dos alunos nas edigdes mais recentes do
Exame Nacional da Desempenho dos Estudantes® (Enade). Os autores destacaram
que, ao finalizarem o curso de licenciatura em matematica, os estudantes ainda

enfrentam desafios em CDI, segundo eles

Refletindo apenas os resultados apresentados pelas escolhas das
alternativas de maneira coletiva, o Enade nos leva a pensar de maneira
geral que o aluno, ainda n&o assimilou adequadamente o conceito
definicdo, para construir um conceito imagem proxima do ideal. Mesmo
destacando o resultado dos concluintes da modalidade integral na questéo
12, onde mais da metade dos seus alunos respondendo corretamente a
questao, essa que explorava o conceito de limite, tivemos nossa curiosidade
agucada sobre como os futuros profissionais da educagdo da UFPel
conseguem definir o conceito de Limite. (Mevs et al, 2023, p. 53)

De acordo com Mevs et al. (2023) embora os estudantes tenham
demonstrado um desempenho relativamente melhor no conceito de limite,
especialmente os alunos que realizam o curso de Licenciatura em Matematica
Integral da UFPEL, esse resultado ainda nao foi satisfatério. E importante salientar
que a dificuldade manifestada pelos alunos no entendimento de Limite pode
influenciar negativamente seu desempenho em outros conceitos relacionados ao

calculo diferencial e integral que envolve o tema de limite.
3.2. Questao Investigativa

Como, na perspectiva do pesquisador, os alunos concluintes do curso de
licenciatura em matematica da UFPEL caracterizam sua compreenséao a respeito do
conceito de limite?
3.3. Objetivo geral

Mapear as percepgdes sobre o conceito de limite, confrontando-os com as

defini¢des formais almejadas, a fim de promover uma reflexdo sobre o processo de

construcédo do conhecimento matematico ao longo da formagao académica.

3 Enade - E uma das ferramentas de avaliagdo dos cursos superiores no sistema federal de
educacgao superior.
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3.3.1. Objetivos Especificos

e Analisar os “conceitos imagens” que os alunos dos cursos Integrais e
Noturnos de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de
Pelotas possuem.

o Estabelecer uma relacdo do conceito imagem possuido pelo estudante
com a definicdo formal de limite que se espera ter sido compreendida ao

final do curso a luz da teoria dos trés mundos de David Tall.
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4 REVISAO DE LITERATURA

E fundamental conhecer as pesquisas ja realizadas, e isso nos permitiu
entender o contexto atual do conhecimento de CDI, quais questbes ja foram
abordadas e quais abordagens foram utilizadas. Além disso, conhecer essas
pesquisas nos ajudou a identificar lacunas no conhecimento, areas pouco
exploradas ou questbes que ainda nao foram respondidas satisfatoriamente. Essas
lacunas representam oportunidades para novas investigagcdes e descobertas.

A fim de encontrar artigos que inspirasse o0 rumo que dariamos a pesquisa
utilizamos o site ResearchGate e o Portal de Periédicos da Capes, e posteriormente
a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagbes (BDTD) como fontes de
pesquisa. Tinhamos como ponto de partida a aprendizagem de Limite, porém ainda
estavamos explorando o campo e identificando quais abordagens proporcionariam
maiores éxitos.

Como ponto de partida foi sugerido o artigo de Silva (2023) que traz como
referenciais teodricos Borel, Poincaré, Klein e Tall, o artigo é resultado de pesquisas
sobre o ensino de limite, no periodo de 1940 a 1970 e que identifica cole¢des de
livro que neste periodo eram utilizados para o ensino de calculo no ensino
secundario, ja que no dado intervalo de tempo fazia parte da Base Nacional Comum
Curricular. O trabalho instiga a curiosidade de entender o motivo pelo qual nao
consta mais na BNCC, mas tem como foco principal analisar como era aplicado
calculo diferencial e integral para esses estudantes brasileiros.

Tendo como base a teoria dos trés mundos de Tall (2013) que consiste no
pensamento matematico dividido em trés estagios: corporificado, simbdlico e formal
(esta teoria sera esclarecida no capitulo cinco). Este foi usado para compreender a
concepcao de CDI com que cada autor aborda o assunto, possivelmente
influenciado pela sua experiéncia didatica.

A autora explica que, tendo em vista as abordagens contidas nos livros, &
possivel notar que apenas um autor utilizou a abordagem formal, os demais
mesclaram entre os trés mundos. Suas abordagens n&o sao tao discrepantes das
que se aplicam hoje em dia, porém fica a cargo do professor fazer com que esse
conteudo se torne familiar, ja que ele ndo surgiu do mero acaso, mas foi instrumento

para resolver problemas reais.
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Por meio deste artigo a teoria dos trés mundos tornou-se de grande interesse
para a pesquisa, entdo buscar uma relagao entre elas foi crucial para a construcao
da questdo que viemos apresentar neste trabalho. No site ResearchGate,
encontramos um artigo intitulado "O conteudo de Limite em cursos de Licenciatura
em Matematica: Uma pesquisa a Luz da Teoria dos Trés Mundos da Matematica"
(Soares; Cury, 2017), que indicava uma proximidade com a relagao entre Limite e a
teoria dos trés mundos de Tall.

Soares e Cury (2017) procuram analisar como € aplicado o conceito de limite
de uma fungéo, bem como as estratégias de resolugdo adotadas pelos profissionais
de ensino, ja que tudo comega com uma boa base de fungao.

Os autores realizaram uma pesquisa de carater qualitativo, com 14 alunos de
curso de licenciatura que ja haviam concluida a disciplina de Calculo |. Para estes,
foram feitas 12 perguntas dissertativas, cujos resultados foram gravados e escritos.
Inicialmente foram analisados os Projetos Politicos Pedagdgicos de cada um dos
cursos de Licenciatura em Matematica. Apds seguiram-se duas analises: Primeiro
sobre quais caracteristicas de aprendizado se relacionam com a teoria dos trés
mundos e segundo foi aplicado um teste para identificar como o estudante
caracterizava a fim de comparar com a teoria referida. O teste aplicado consistia em
questbes voltadas a como o aluno compreendia o conceito de limite, sua
representacdo e aplicabilidade. Foi também realizada uma entrevista com os
docentes que ministram essas aulas com o propdsito de investigar como ocorria 0
trabalho em sala de aula com os livros usados e a aprendizagem dos estudantes.

Mediante o estudo realizado, os autores verificaram que os estudantes ainda
nao conseguiam completar seu estudo de modo a dominar a teoria dos trés mundos,
ou seja, corporificar, simbolizar e formalizar o conhecimento de limite.

Ambos os artigos (Silva, 2023) e (Soares; Curry, 2017) forneceram uma
clareza de qual referencial tedrico faria parte desta pesquisa e a relevancia da
resposta de nossa questao que, inicialmente, era “Sera que os futuros profissionais
da educacao conseguem definir o conhecimento de limite, considerados por Tall um
conceito tedrico avancado?”.

Para refinar nossa pergunta, que ainda era muito abrangente, e explorar

trabalhos ja concluidos, realizamos uma busca de artigos no Portal de Periddicos.



Os

resultados dessa busca estdo expressos na Tabela 1.
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No Quadro 1,

descrevemos os artigos selecionados com base nas palavras-chave utilizadas.

Tabela 1 - Portal de Periédicos CAPES

Palavra Chave Artigos Art_|gos
encontrados Selecionados
Aprendizagem de calculo diferencial 21 2
Ensino de calculo Diferencial e
30 1
Integral
Conceito de calculo diferencial e
. 67 2
integral
Concepts of continuity and limits 96 1
Fonte: Dados da Pesquisa, 2024
Quadro 1 - Portal de Periédicos CAPES
Ano /
Titulo dos Artigo Autor (es) Revista Volume /
NO
Chaiane de
Desempenho académico Medeiros Rosa; Revista
. : : . 2019/
em calculo diferencial e Karly Barbosa Internacional de
: i i : ~ Volume 5
integral: um estudo de Alvarenga; Fabiano Educagao /
caso. Fortunato Teixeira Superior
dos Santos.
Ensino e aprendizagem de | Rafael Winicius da 2021/
. ) R : ) . Olhar de
calculo: explorando os trés Silva Bueno; Lori Professor Volume
mundos da Matematica Viali. 21/
. ~ , Victor Hugo dos
Analise da produgao es_crlta Santos Gois; Karina 2019/
de estudantes do ensino .
superior: uma abordagem Alessapdra Pessoa Alexandria Volume
éemiética da Silva; Jader 12/n.1
Otavio Dalto
O ensino de calculo Tailon Thiele; Eliane | Revista Brasileira 2018 /
diferencial e integral sob a Miotto Kamphorst; de Ensino de
g ; . . Volume 1
optica da teoria dos Carmo Henrique Ciéncias e
e v /n.2
campos conceituais Kamphorst. Matematica
Ensino e aprendizagem de Elcimar Simao Boletim Cearense | 2018/
calculo i em cursos de Martins; Damiao de Educagaoe | Volume 3
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licenciatura Junio Gongalves Historia da /n.9
Araujo; Rodolfo Matematica
Ferreira de Oliveira.
A cognitive analysis of
Cauchy's conceptions of .
function, continuity, imit | David Tall; Mikhail Educational 2014/
PN . studies in Volume
and infinitesimal, with Katz .
R . mathematics 86/n.1
implications for teaching the
calculus

Fonte: Dados da Pesquisa, 2024

Os artigos revisados exploram diferentes abordagens tedricas e praticas

relacionadas ao ensino e aprendizagem de CDI. Esses estudos oferecem uma visao

abrangente sobre os desafios e possibilidades no ensino de Calculo Diferencial e

Integral, enfatizando a necessidade de abordagens pedagdgicas inovadoras e

contextualizadas para melhorar a compreensao e o desempenho dos estudantes.

Realizamos também uma pesquisa no site da Biblioteca Brasileira de Tese e

Dissertacbes (BDTD), entre os meses Mar¢o a Junho, em busca de teses e

dissertagdes que pudessem dar maior sustentagdo ao que iremos pesquisar, na qual

os resultados na Tabela 1 exprimem as pesquisas ja realizadas e as selecionadas

para leitura, a fim de servir como ponto de partida do trabalho que pretendemos

realizar.

Tabela 2 - Pesquisa na BDTD

Palavras chave | Dissertagoes | Dissertagoes Teses Teses
encontradas selecionadas | encontradas | selecionadas
I
Aprendizagem 27 3 20 2
de calculo
diferencial
I
Conceitos de 4 0 7 1

matematica

avancada




Ensino de
calculo | no

ensino superior

12

29

Fonte: Dados da Pesquisa, 2024

O quadro a seguir fornece maiores informacgdes referente as dissertagdes e

teses selecionadas.

Quadro 2 - Dados da BDTD

Titulo

Autor

PPG

IES

DIT

Ano

Orientador

Discutindo
algumas
relacdes

possiveis entre

intuicao e rigor e
entre imagem
conceitual e

definicao

conceitual no

ensino de limite
e continuidade
em Calculo I.

Osvaldo
Hondrio de
Abreu

Educacao
Matematica

UFOP

2011

Frederico
da Silva
Reis.

A (re)
construcao do
conceito de
limite
do calculo para
a analise:
um estudo com
alunos do curso
de
licenciatura em
matematica

Lilian Isabel
Ferreira
Amorim

Educacao
Matematica

UFOP

2011

Frederico
da Silva
Reis.

Um panorama
de artigos sobre
a aprendizagem

do calculo
diferencial e
integral na
perspectiva de
David Tall

Marcio Vieira
de Almeida

Educacao
Matematica

PUC/SP

2013

Sonia
Barbosa
Camargo

Igliori
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Titulo

Autor

PPG

IES

DIT

Ano

Orientador

Concepcoes
sobre limite:
imbricagoes

manifestos por
alunos do

entre obstaculos

Ensino Superior

Marcos
Roberto
Celestino

Educagao
Matematica

PUC/
SP

2008

Benedito
Antonio Da
Silva

O conceito de
Limites em
calculo:

obstaculos e
dificuldades de
aprendizagem
no contexto do
ensino superior
de matematica

Jorge Costa

do Nascimento

Psicologia
Cognitiva

UFPE

2003

Jorge
Tarcisio da
Rocha
Falcao

Contribuicoes
das
representagdes
semidticas para
compreensao de
conceitos
fundamentais
para o calculo
diferencial e
integral por
alunos de um

curso de
licenciatura em
matematica

Vania Bolzan
Denardi

Ensino de
Ciéncias e
Matematica

UFN

2019

Eleni
Bisognin

Um estudo
sobre as
implicacdes dos
obstaculos
epistemoldgicos
de limite de
funcdo em seu
ensino e
aprendizagem

Ménica Suelen
Ferreira de
Moraes

Educacéao
em Ciéncias
e
Matematicas

UFP

2013

Maria José
de Freitas
Mendes

Fonte: Dados da Pesquisa, 2024
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Esclarecemos que ao utilizar a palavra chave “pensamento da matematica
avancada”, nos baseamos em Tall (1991 e 1995) que discorre sobre o pensamento
da matematica avangcada na perspectiva da aprendizagem do calculo,
especificamente pensando no conceito de limite. Tall (1991) descreve diferentes
percepcgdes e desafios no ensino e aprendizado de matematica, especialmente em
relagdo aos conceitos de limite e ao uso do computador no desenvolvimento do
pensamento matematico avangado.

A primeira impressdo sugere que muitos alunos veem a matematica
simplesmente como um meio de encontrar respostas. Isso pode levar a uma
abordagem superficial, onde o foco esta em resolver problemas e obter resultados,
sem uma compreensao mais profunda dos conceitos por tras deles. A segunda
aponta para uma abordagem onde a matematica € vista como a manipulagdo de
simbolos. Nesse caso, os alunos podem se concentrar apenas em realizar calculos
e seguir procedimentos sem realmente entender o significado ou a logica por tras
deles. E a terceira destaca os desafios associados ao conceito de limite na
matematica. Nesta muitos alunos tém dificuldade em compreender o limite como um
conceito abstrato, e em vez disso, tendem a vé-los como processos incompletos ou
interminaveis de calculo. Isso pode dificultar a compreensao e a aplicagao eficaz de
conceitos relacionados a limite. Sendo assim Tall (1991) afirma a necessidade de
repensar os simbolos matematicos como conceitos ao longo do ensino da
matematica elementar. A medida que os alunos avancam, a compreensdo desses
simbolos se torna mais complexa, e muitos alunos podem enfrentar dificuldades em
conectar ideias de maneira conceitual, recorrendo a aprendizagem mecanica de
procedimentos para obter respostas. Sugere-se que o computador pode ser uma
ferramenta util nesse processo, mas € importante considerar que ele deve ser
utilizado de forma eficaz para promover o desenvolvimento cognitivo dos alunos,
especialmente dada a diversidade de seus niveis de desenvolvimento cognitivo ao
ingressarem na universidade.

Tall (1995) descreve entdo a natureza do pensamento matematico avangado
e 0 processo de desenvolvimento cognitivo associado a ele de forma que o
pensamento matematico avangado nao surge isoladamente, mas € construido sobre
as estruturas cognitivas desenvolvidas através de varias atividades matematicas ao

longo do tempo. Isso inclui resolver problemas, compreender conceitos, fazer
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conexoes entre diferentes areas da matematica, entre outros. Além disso ele
envolve a criagdo de novas ideias que ndo apenas se baseiam nos teoremas e
resultados matematicos ja estabelecidos, mas também os estendem. Isso pode
incluir a generalizagdo de resultados existentes, a aplicagdo de conceitos
conhecidos em novos contextos, ou o desenvolvimento de teoremas completamente
novos. Ocorre um processo pelo qual o pensamento matematico evolui de uma
forma mais basica e concreta para uma forma mais avancada e abstrata. Este
processo desenvolve-se ao longo do tempo a medida que os individuos ganham
experiéncia e conhecimento em matematica, isto €, quando os individuos comegam
a entender e interagir com conceitos matematicos por meio de experiéncias
concretas e manipulacdes fisicas de objetos reais.

Para o autor, o crescimento cognitivo no pensamento matematico envolve
dois caminhos de desenvolvimento paralelos. Um envolve a capacidade de
visualizar e manipular imagens mentais, enquanto o outro envolve a capacidade de
raciocinio logico e dedutivo, muitas vezes expresso verbalmente.

Para Tall, no estagio avangado do pensamento matematico, os individuos sao
capazes de usar todas as habilidades e conhecimentos adquiridos para criar novas
ideias e abordagens criativas para resolver problemas matematicos. Isso envolve a
aplicacdo de conceitos matematicos formalmente definidos e a utilizagdo de
métodos sistematicos de prova para justificar essas ideias € conseguir interpretar de
maneira reflexiva os conceitos na sua formalidade. Em suma, o pensamento da
matematica elementar envolve tudo o que é construido cognitivamente no mundo
corporificado e simbdlico, no pensamento da matematica avancado, ele esta
associado ao mundo do formalismo e a relagdo que € possivel estabelecer com os
outros mundos.

Sendo considerada parte do pensamento da matematica avangada, o Ensino
do Calculo Diferencial e Integral tem comegado a ser objeto de estudos por alguns
autores. Essas pesquisas indicam a dificuldade dos alunos em expressar de maneira
adequada os conceitos relacionados ao CDI, Abreu (2011) relata “resultados
desanimadores, quando o foco das atividades exige rigor nas definigdes”. Este fato
tem sido muito explorado pelos autores, devido a complexidade que esse topico
apresenta. Os alunos que ndo conseguem assimilar adequadamente as notacgdes

utilizadas para descrever o conceito de Calculo acabam criando imagens conceituais
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incompletas, que podem ser uteis por um determinado momento, mas que quando
confrontadas por conceitos que exigem maior rigor, acabam nao conseguindo
responder de maneira segura a tal problematica.

Nos trabalhos de Domingos (2003) e Amorim (2011), que discutem as
imagens conceituais dos estudantes em relagdo ao conceito de limite em
matematica, destacam que, mesmo os alunos que sao considerados mais bem-
sucedidos em suas representacdes conceituais, ainda encontram dificuldades em
incluir todos os quantificadores necessarios para definir adequadamente o conceito
de limite.

Essa observagado sugere que, apesar de alguns alunos demonstrarem um
entendimento aparentemente soélido do conceito de limite em suas imagens mentais,
ainda ha lacunas ou falhas na compreensao detalhada do conceito, especialmente
no que diz respeito a inclusdo de todos os quantificadores relevantes. Isso pode
indicar desafios persistentes no ensino e na aprendizagem desse conceito
matematico especifico, que podem exigir abordagens pedagodgicas mais refinadas e
estratégias de ensino mais eficazes para superar.

Dubinsky et al. (1988, p.44) destacam a importancia da compreensao da
quantificagdo na aprendizagem de conceitos matematicos, particularmente em limite
e continuidades, na perspectiva de Cornu e Ralston. Os autores afirmam que Cornu
sugere que a falta de compreensdo da quantificacdo € uma barreira significativa
para os estudantes desenvolverem uma compreensdao avangada de limite e
continuidade. Isso significa que, se 0s alunos nao conseguem entender e manipular
quantificadores, como "para todo" e "existe", eles podem enfrentar dificuldades em
compreender os conceitos de limite e continuidade de maneira completa e
sofisticada.

Por outro lado, o autor explica que Ralston expressa uma opinido de que a
quantificacdo € uma habilidade dificil para os estudantes dominarem nos primeiros
anos da universidade. Isso sugere que a compreensdo e o uso efetivo de
quantificadores requer um nivel mais avangado de desenvolvimento cognitivo e
dominio de habilidades matematicas, o que pode nao ser atingido pelos estudantes
nos estagios iniciais de sua educacgao universitaria.

Se ambas as perspectivas de Cornu e Ralston estiverem corretas, explicam

os autores, isso poderia ajudar a explicar a razdo dos alunos muitas vezes
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enfrentarem dificuldades em entender o CDI e uma variedade de outros topicos
matematicos. A falta de compreensao da quantificagdo pode ser uma barreira
fundamental que impede o progresso dos alunos em conceitos mais avangados de
matematica, como os encontrados no CDI e em outros topicos relacionados.

Os artigos, dissertagcdes e teses revisados sdao unanimes ao declarar a
importancia da assimilagdo das definicbes apresentadas para o conceito de limite.
Domingo (2003) explica que a aprendizagem do conceito de limite ndo € uma tarefa
facil devido a complexidade intrinseca do conceito e as ideias pré-existentes que os
alunos trazem para a sala de aula. Antes mesmo de ser ensinado formalmente, os
alunos ja possuem uma serie de ideias, intui¢des e imagens sobre como os numeros
e as fungdes se comportam, baseadas em suas experiéncias cotidianas.

Essas ideias prévias podem ser influenciadas por situagées comuns, como
contagens, medigdes e observagdes do mundo ao seu redor. No entanto, essas
intuicbes nem sempre correspondem aos conceitos matematicos formais. Por
exemplo, os alunos podem ter dificuldade em compreender como uma fungcao pode
se aproximar de um valor sem nunca realmente atingi-lo, ou como uma sequéncia
de numeros pode tender a um valor especifico sem nunca alcanga-lo.

Além disso, o conceito de limite muitas vezes envolve noc¢des abstratas e
técnicas matematicas que podem ser desafiadoras para os alunos entenderem e
aplicarem corretamente. Requer uma mudanga de perspectiva e a capacidade de
pensar de forma mais formal e precisa sobre o comportamento das fungdes e das
sequéncias.

Portanto, a aprendizagem do conceito de limite € uma jornada cognitivamente
exigente para os alunos, que requer ndo apenas instrugao cuidadosa por parte dos
professores, mas também um processo ativo de reconstrucéo e reestruturagéo das

ideias prévias dos alunos para se alinharem com os conceitos matematicos formais.
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5 REFERENCIAL TEORICO

Segundo Santos et al (2021), Lev Vygotsky foi um psicélogo judeu russo, que
faleceu aos 37 anos de tuberculose e autor de muitos trabalhos cientificos, sendo
um dos mais conhecidos no Brasil o livro “Pensamento e Linguagem”. Ainda muito
jovem, inicia seus estudos e observagdes, buscando compreender como se
desenvolve o pensamento humano e quais os caminhos que se percorre para uma
aprendizagem significativa.

Suas teorias, até hoje, inspiram pesquisadores que buscam compreender o
desenvolvimento da aprendizagem de um individuo. Vygotsky entendia que o
aprendizado nao acontecia isoladamente e independente do contexto social, mas
pelo contrario, seus estudos apontavam que a constru¢do do conhecimento se dava
por meio das interagdes sociais.

Para ele, ainda que uma pessoa biologicamente tenha um potencial a
desenvolver, este s6 podera ser alcangado mediante sua relagédo com o outro, com o
meio e sua cultura, essa € uma das maiores diferencas entre Piaget e Vygotsky, pois
para o primeiro se uma crianga € colocada sozinha com um objeto, ela aprendera
sozinha sobre seu funcionamento, no entanto para o segundo ela necessitara de
alguém, algo ou de questdes culturais que a ajude descobrir como o objeto funciona.
Suas ideias possuem quatro conceitos elementares: interagdo, mediacao,
internalizagdo e zona de desenvolvimento proximal.

Vygotsky (2001) explica que a interagao é o processo fundamental pelo qual o
aprendizado e o desenvolvimento cognitivo ocorrem, sendo mediado pelo ambiente
social e pela linguagem. Para ele, o conhecimento ndo € construido de forma
isolada, mas sim por meio da interagdo do individuo com outras pessoas mais
experientes, como professores, colegas e familiares.

A mediagao “estabelece uma ligacédo, o signo, a atividade e a consciéncia
interagem socialmente” (Zanolla, 2012, p. 5). O individuo ou meio facilitara o
estabelecimento das relagbes necessarias para que a aprendizagem ocorra.

A internalizacao “compreende o0 momento em que o aprendizado se completa,

ao refletir sobre 0 nome e o significado do objeto” (Santos, 2021, p.8). Este acontece
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quando o individuo conseguiu fazer as assimilagdes necessarias e compreendeu o
que lhe foi proposto.

As zonas de desenvolvimentos de acordo com Vygotsky (2007, apud Santos
(2021, p. 8-9)

estdo divididas em trés categorias: nivel de desenvolvimento real, que se
refere as etapas ja alcancadas pelo individuo e que permitem que ele
solucione problemas de forma independente; nivel de desenvolvimento
potencial, ou seja, a capacidade que o individuo tem de desempenhar
tarefas desde que seja mediado; e zona de desenvolvimento proximal, que
€ a distancia entre os niveis de desenvolvimento real e potencial, ou seja, o
caminho a ser percorrido até o amadurecimento e a consolidagdo de
fungdes superiores.

Como referéncia na compreensao do pensamento e desenvolvimento
cognitivo buscamos dialogar com David Orme Tall*, pois este iniciou pesquisas em
CDI e estudou sobre limite e continuidade, caminho que o levou a teoria dos trés
mundos.

Tall (1976), baseia-se no modelo matematico de René Thom e descreve a
Teoria da Catastrofe como mudangas bruscas que podem ocorrer em processos
continuos. Ele aplica essa teoria ao aprendizado matematico, argumentando que a
transicdo entre diferentes niveis de compreensdao pode envolver momentos de
ruptura conceitual, nos quais um estudante pode experimentar dificuldades abruptas
ao tentar avancgar para um pensamento mais abstrato. Essas "catastrofes cognitivas"
ocorrem quando ha conflito entre estruturas mentais anteriores e novas abordagens
conceituais.

Partindo da teoria da catastrofe® e tomando o devido cuidado ao aplica-la na
matematica, especificamente ao CDI, Tall (1976) construiu o esquema da figura 2,
onde “se o conceito X estiver acima dos conceitos A, B, C, pode-se interpretar que
antes que se possa compreender X € essencial compreender A, B, C” (Tall, 1976, p.

14, tradugao).

4 Professor Emérito que estudou o pensamento matematico avangado na Universidade de
Warwick, Inglaterra

5 Fendmenos com variagdes suaves e em algum momento quebra subita de comportamento
(René Thom)
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Figura 2 - Primeiro Esquema de Conhecimento Matematico

O N O N O

Fonte: Tall (1976, p.14)

Essa primeira estrutura foi sendo aperfeigoada, por meio de trabalhos
conjuntos com Michael Thomas e Eddie Gray visando conceitos aritméticos,
algébricos e de calculo, e também por meio de um software de computador
projetado para visualizar a ideia de calculo. Compartilhando suas pesquisas com
Shlomo Vinner, ele incorporou as ideais de conceito imagem e conceito definicao
daquele autor.

O conceito imagem “descreve a estrutura cognitiva total que é associada ao
conceito” (Domingos, 2003, p. 34), enquanto “Tall considera que o conceito definicdo
nao € mais do que uma parcela do conceito imagem total que existe na nossa
mente” (Domingos, 2003, p.34). Podemos dizer entdo que o conceito imagem
engloba as representagdes mentais, intuigdes, experiéncias pessoais, exemplos e
até mesmo concepgdes incorretas que um individuo associa ao conceito.

A Figura 3 exemplifica a visdo de Tall e Vinner sobre a relagéo entre conceito
imagem e conceito definicdo, mostrando a reciprocidade entre os dois conceitos.
Eles afirmam que se a constru¢gdo do conceito imagem for precisa e formalizada, a
aprendizagem tende a ser facilitada, caso contrario o aluno ndo conseguira fazer as

relagdes apropriadas para questdes mais complexas.

Figura 3 - Agao reciproca entre conceito imagem e conceito definigao.

Conceito definicio - Conceito imagem

Fonte: Domingos (2003, p. 29)
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Tall e Vinner (1981) diferem em alguns aspectos em sua ideia de conceito

imagem, sobre isso autor escreveu posteriormente

A definicdo de Shlomo foi baseada filosoficamente e foi um experimento
mental para analisar 0 que acontece quando os alunos se concentram de
maneiras diferentes em imagens e definicdes. Minha percepcao era mais
humanamente baseada, de modo que onde Shlomo falava sobre “a mente”
e pensava nela como separada do “cérebro” num sentido cartesiano,
Sempre pensei nisso como um fendmeno fisico no cérebro. (Tall, 2003,
traducéo nossa)

Em suas analises Domingos (2003) sentiu a necessidade de criar para o
conceito imagem subcategorias para melhor identificar como os sujeitos de sua
pesquisa compreendiam conceitos fundamentais do ensino superior em matematica,
entre esses conceitos estava o conceito de limite de uma fungao, objeto do nosso
estudo.

O objetivo de estabelecer esses niveis foi compreender as diferengas no
modo como os alunos internalizam conceitos matematicos e destacar que esses
niveis podem coexistir na mente de um unico aluno: no ensino de um conceito,
diferentes alunos podem apresentar niveis variados de conceitos imagem, desde
aqueles mais proximos da matematica elementar até os que demonstram um
entendimento mais abstrato e avangado, o termo abstrato e avancado aqui esta no
sentido de mais proximo do conceito definigao.

Explicaremos a seguir cada uma dessas subcategorias exploradas por
Domingos (2003):

O conceito imagem incipiente reflete um entendimento inicial e rudimentar dos
conceitos matematicos, esse nivel € mais caracteristico de quem ainda esta
vinculado a matematica elementar. Apresenta uma compreensao limitada e, muitas
vezes, dependente de intuigdes simplistas, um aluno com um conceito imagem
incipiente pode depender de exemplos concretos e calculos especificos.

Além disso, os alunos frequentemente recorrem a “memorizacdo e ao
ventriloquismo matematico” (Domingos 2003, p. 133) — ou seja, repetem
propriedades e definigdes sem compreender plenamente seus significados, o que
torna-se um obstaculo para aprofundar seu conhecimento e manipular conceitos de

maneira flexivel e autbnoma.
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O conceito imagem instrumental envolve um nivel intermediario de
compreensao matematica, no qual os alunos utilizam alguns objetos matematicos,
mas sem coordena-los de forma eficiente para formar novos conceitos. Embora
avancem em relagao ao nivel mais basico, eles ainda ndo conseguem trata-los como
objetos autbnomos, mas apenas como um conjunto de processos ou procedimentos
operacionais que precisam seguir mecanicamente.

O pensamento matematico deles é predominantemente operacional, baseado
em procedimentos, sem uma visao estrutural mais profunda. Algumas propriedades
elementares s&do compreendidas, mas conceitos mais complexos sao tratados
apenas como processos a serem seguidos. Assim, mesmo quando conseguem
representar partes de um conceito matematico simbolicamente, nao atribuem a ele o
significado esperado.

Esse nivel de compreensao permite certo sucesso académico, mas sem uma
consolidagdo completa dos conceitos. A principal dificuldade esta na falta de
coordenacgao entre processos ja aprendidos, impedindo que os alunos os
transformem em unidades matematicas completas e interligadas.

Neste nivel relacional o conceito é visto pelos alunos como objetos
estruturais, independentes dos processos que os originaram. Eles conseguem
conectar representagdes algébricas e graficas, em vez de ver um conceito apenas
como um conjunto de operagdes a serem realizadas passo a passo, 0 aluno passa a
enxerga-lo como uma entidade independente, sobre a qual pode raciocinar e operar
sem precisar recorrer sempre aos detalhes do processo que a originou, embora a
compreensao total deste conceito nem sempre ocorra espontaneamente.

A traducgao entre representagdes melhora, mas conceitos avangados, como
quantificadores, ainda podem gerar dificuldades. O pensamento proceptual ® se
fortalece, permitindo alternancia entre processos e objetos matematicos, embora a

interpretacdo completa de simbolos formais ainda seja um desafio.

60 pensamento proceptual € um conceito introduzido por Gray e Tall (1994) para descrever a
habilidade de alternar entre processos matematicos (calculos, manipulagbes) e objetos matematicos
(conceitos, representagdes simbdlicas) de forma fluida.
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Neste o0s alunos demonstram maior autonomia e profundidade na
compreensao matematica, mas alguns conceitos abstratos ainda exigem mediagao
externa para total assimilagao.

Esses diferentes niveis de compreensdo refletem a complexidade do
pensamento matematico em formacdo e a distingdo entre conceitos imagem
incipiente, instrumental e relacional permite uma analise mais aprofundada das
formas como os alunos constroem o conceito de limite; Domingos (2003. p.129)
explica que “estes niveis foram estabelecidos com base na criagdo de
metacategorias retiradas das categorias formadas a partir dos dados”.

Em resumo, o conceito imagem incipiente reflete um entendimento inicial e
rudimentar dos conceitos matematicos, esse nivel € mais caracteristico de quem
ainda esta vinculado a matematica elementar e apresenta uma compreensao
limitada e, muitas vezes, dependente de intuicbes simplistas.

O conceito imagem instrumental Indica um progresso no aprendizado, com os
alunos sendo capazes de utilizar procedimentos e técnicas para resolver problemas,
porém, sua compreensao pode ser limitada a um uso pratico ou mecanicista, sem
uma visao ampla ou conectada do conceito.

E o conceito imagem relacional representa o nivel mais avangado de
compreensao, onde os alunos nesse nivel conseguem integrar e relacionar
diferentes aspectos dos conceitos matematicos, alcangando uma visdo global e
profunda, préxima ao conceito definigao.

Posteriormente, Tall formulou a Teoria dos Trés Mundos, onde ele estruturou
o0 pensamento matematico do nivel inicial até o avangado, em que cada fase
relaciona-se entre si. Tall destaca trés maneiras diferentes pelas quais o
pensamento matematico se desenvolve, sendo elas: corporificagdo conceitual,
simbolismo operacional e formalismo axiomatico.

e O corporificado envolve o estudo de objetos e suas propriedades, levando a
imagens mentais descritas em linguagem cada vez mais sutil.

e O operacional ou simbdlico surge de agdes que sao simbolizadas e se
desenvolvem em operagcbes em aritméticas e algébricas comprimidas em
objetos mentais como numeros e expressdes algébricas, que podem ser

usadas para formular e resolver problemas usando simbolismo operacional.
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e O formalismo axiomatico é a forma de conhecimento matematico que floresce

na abordagem formal da matematica pura encontrada na universidade.

Figura 4 - Matematica formal baseada no pensamento corporificado e
simboalico.

CORPORIFICADO

Fonte: Tall (2007, p.1) - Traduzida pela autora

O autor explica que

cada mundo tem seu proprio desenvolvimento de argumento dedutivo. Por
exemplo, no mundo corporificado, podemos ver que a adi¢do é comutativa
ao reorganizar 5 objetos como 3+2 ou 2+3. No mundo simbdlico, uma
crianga pode calcular que as duas somas ddo a mesma resposta. No
mundo formal, x + y = y + x & verdadeiro porque € um axioma. (Tall, 2007, p.
2, tradugao nossa).

Tendo em vista essa representagcéo e os estudos analisados por Tall, ele

percebe entdo que esses trés mundos se relacionam entre si, conforme pode ser

observado na Figura 5.

Figura 5 - Do corporificado ao formalismo e vice-versa
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Fonte: Tall (2007, p.9, tradugao nossa)

Tall (2007, p.15, traducéo nossa) destaca que

Os matematicos profissionais dependem da corporificagao e do simbolismo
para inspirar a sua escolha de teoremas para provar e usar manipulagdes
simbdlicas nas suas provas. Por outro lado, os teoremas da estrutura
podem levar de volta a corporificagdo e ao simbolismo. No entanto, os
alunos que estao aprendendo sobre a prova formal utilizam sua experiéncia
anterior de maneiras diferentes. Alguns baseiam-se na sua experiéncia
corporificada de uma forma natural para dar significado a teoria formal e
alguns deles sao bem sucedidos.

Deste modo em seu livro “How Humans Learn to Think Mathematically” David
Tall (2013) explora ainda mais a teoria dos trés mundos e as relagdes que estas
estruturas podem fornecer ao aplica-la ao pensamento matematico.

O autor destaca na figura 6 as nomenclaturas que considerou apropriadas

para relacionar os mundos corporificado, operacional e axiomatico.
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Figura 6 - Matematica pratica, tedrica e formal
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Observamos, na figura 6, os pares de palavras que o autor utilizou para

expressar a relagdo que foi observado entre os trés mundos, o0 mesmo ressalta a

importancia de esclarecer que o termo formal ndo esta sendo empregado com o

sentido de rigor, mas com uma certa flexibilizagdo. Sendo assim ele considera que

“a transicdo pode ser realizada de maneira 'natural’', com base em experiéncias de

corporificagdo e simbolismo, ou de maneira 'formal', com foco na logica das

defini¢des da teoria dos conjuntos” (Tall 2013, p.17, tradugao nossa).

Para elucidar essa proposta, Tall (2013) apresenta um estudo realizado por

Marcia Pinto (1998) com onze alunos do curso de Analise do Instituto de Educacéo e

do Departamento de Matematica na Universidade de Warwick. Pinto (1998)

descreve

The main study is designed to follow students within a spectrum of
performance during their first two terms at university, as they progressed in
studying mathematical analysis. It involved students from the Institute of

Education and from

the Mathematics Department,

contrasting the

development of students of different mathematical abilities. The emphasis is
on commonalities versus striking individual differences which may occur in
students’ strategies when building knowledge which may or may not lead to

success. (Pinto, 1998, p. 49)
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A autora enfatiza que o objetivo principal do estudo é destacar as
semelhancas e diferengas individuais marcantes que podem ocorrer nas estratégias
dos estudantes ao construir conhecimento. Essas estratégias podem variar
significativamente entre os alunos e podem ou né&o levar ao sucesso académico. Ao
examinar essas dindmicas, o estudo visa fornecer insights sobre como os
estudantes abordam e desenvolvem seu entendimento em analise matematica, com
foco nas variagdes individuais de estratégias e resultados.

No presente estudo Tall (2013) entende que "conceito definicdo", engloba
todas as imagens mentais associadas a um conceito, incluindo suas propriedades e
processos relacionados. O destaque esta na necessidade de incluir ndo apenas
representacdes visuais ("imagens"), mas também o simbolismo presente tanto na
pratica quanto na teoria da matematica. O que nos leva a entender que o conceito
definicdo é alcangado quando o estudante constréi o conhecimento manipulando os
trés mundos, ou seja, sabendo no caso de limite fazer sua representacao por meio
de imagens e simbolos, suas aplicagdes, e descrevé-lo na linguagem formal.

De acordo com Tall (2013, p. 404), "a matematica escolar combina
corporificagdo e simbolismo, revelando aspectos complementares das ideias
matematicas". Essa visdo enfatiza que o aprendizado da matematica segue uma
progressao continua, que se inicia com experiéncias sensoriais durante a infancia e
avancga, gradualmente, até o raciocinio abstrato dos matematicos profissionais. Tall
(2013) ressalta que o aprendizado matematico € um processo cumulativo e
progressivo, no qual o conhecimento adquirido em etapas anteriores serve como
base para a construcdo de novos conceitos. Assim, os conceitos matematicos nao
sdo assimilados de forma isolada, mas integram um desenvolvimento continuo,
moldado por experiéncias prévias que influenciam diretamente a aprendizagem
futura.

O autor ainda utiliza a abordagem natural para classificar os estudantes que
constroem seu conhecimento por meio do mundo corporificado e simbdlico e da
abordagem formal, os que utilizam da definicdo formal para construir sua
aprendizagem. Em suma, a compreensdo matematica nao se limita apenas a
imagens visuais, mas também incorpora elementos simbdlicos. Isso, por sua vez,
influencia a categorizagdo do desenvolvimento da prova, indicando a necessidade

de considerar tanto abordagens naturais, baseadas em intuicao e imagens mentais,
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quanto, abordagens formais que fazem uso da linguagem simbdlica e deducgao
I6gica.

Com essas teorias em mente, analisaremos os resultados obtidos buscando
identificar quais os conceitos evocados pelos alunos, e como eles se relacionam

com a teoria dos trés mundos de David Tall.
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6 METODOLOGIA

No estudo proposto realizamos uma pesquisa de cunho qualitativo, que tem
como publico alvo os alunos concluintes do curso de Licenciatura em Matematica no
primeiro e segundo semestre de 2024 e primeiro semestre de 2025 da Universidade
Federal de Pelotas nas modalidades Integral, Noturno e Ensino a Distancia (EaD).

Considerando as revisdes de leitura efetuadas, incluindo a analise do Projeto
Pedagdgico do Curso de Licenciatura em Matematica e os objetivos de nossa
pesquisa, a principio planejamos nossos estudos dividindo-o em duas etapas.

Na primeira etapa a luz da teoria dos trés mundos Tall (2013) e levando em
conta o estudo conduzido por Pinto (1998), nosso objetivo € descrever o processo
utilizado pelos estudantes para resolver quatro situagcdes que exploram os conceitos
de limite, a escolha dessas questdes se deu na unido da revisao de literatura, para
saber quais questdes ja haviam sido utilizadas, estudo do projeto pedagdgico do
curso para saber as propostas do curso e buscamos nos livros utilizados pelo
professor, segundo o projeto pedagdgico, quais tipos questdes eram abordadas,
para que deste modo as questdes pudessem gerar no aluno uma certa familiaridade.

Isso foi feito com o intuito de responder as seguintes questdes:

x%-1
1. Calcule, caso exista o lim f(x) em que f(x) {x—l sex #1 Eyplique como
x=l 3 sex =1

vocé resolveu.

2. Calcule, caso exista o lirr(1) % Por que?
X—

3. Prove que lim 1-o.

XxX—00 X

4. Questao do Enade
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Figura 7 - Questédo 4 do Enade
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Fonte: Avaliagdo Enade 2017

Com base nas respostas dos alunos, classificariamos o desenvolvimento do
pensamento matematico representado por cada um deles em grupos de 1 a 4. Os

critérios de classificacéo para analise de cada grupo sao os seguintes:

1. Corporificado: Utilizado por aqueles que conseguiram responder as questoes
por meio de representagbes visuais, sem a necessidade de simbolos
matematicos ou pouco uso deles.

2. Operacional: Empregado por aqueles que conseguiram responder a questao
realizando calculos matematicos.

3. Corporificado e Simbolizado: Empregado por aqueles que conseguiram
responder a questao utilizando graficos ou representagdes visuais, ao mesmo
tempo que usaram notagdes matematicas.

4. Formalizado: Utilizado por aqueles que recorreram a definicdo formal para

expressar a solugao da questao.

De modo geral, nesta etapa, era esperado que o aluno demonstrasse sua
compreensao formal do conceito de limite tanto em termos matematicos quanto em

sua interpretacéao intuitiva. Isso significa que ele seja capaz de expressar de maneira
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precisa como as fungdes se comportam em torno de pontos especificos e como o
limite descreve esse comportamento.

Além disso, esperamos que os alunos expressem suas habilidades para
calcular limite utilizando diferentes técnicas, como substituicdo direta, fatoracéo e
racionalizacdo, entre outras. Eles também devem demonstrar familiaridade com
teoremas importantes relacionados a limite, como o Teorema do Confronto.

Além de dominar esses conceitos e técnicas, esperamos que 0s alunos sejam
capazes de aplica-los em uma variedade de contextos matematicos. Isso inclui a
capacidade de resolver problemas complexos que envolvam o conceito de limite e
suas aplicagoes.

Por fim, esperamos que os alunos desenvolvam habilidades de raciocinio
critico e resolugao de problemas ao lidar com questdes relacionadas a limite. Isso
envolve a capacidade de analisar e interpretar informacdes, identificar padroes e
aplicar estratégias eficazes para resolver problemas matematicos relacionados a
limite.

Na segunda etapa, procederiamos a seleg¢ao dos alunos que participariam da
pesquisa, optando por escolher apenas um ou dois representantes de cada grupo
que melhor refletirem os dados coletados. Para a seleg¢do das questdes incluidas na

entrevista, adotamos duas abordagens distintas.

A primeira € uma abordagem natural, fundamentada na matematica teérica
€ que envolve a incorporagao de simbolismo ou uma combinacgéo dos dois.
A segunda é uma abordagem formal utilizando a matematica formal da
definicdo e dedugdo tedrica de conjuntos (Tall 2013, p. 274, tradugao
nossa).

O plano inicial previa que, nesta segunda etapa haveria uma selegdo de um
ou dois alunos de cada grupo para serem entrevistados, utilizando abordagens
distintas na formulagcédo das questdes, sendo uma: a abordagem natural, baseada na
intuicdo e na matematica tedrica, seria aplicada aos alunos dos grupos 1 a 3,
enquanto a outra era a formal, fundamentada na definicdo e deducgao tedrica, seria
utilizada para os alunos do grupo 4.

A entrevista, com duracdo estimada de 30 minutos, teria como foco a

questao: “Demonstre que lirri x? = 16", escolhida por permitir diferentes abordagens.
P

Se o aluno estivesse familiarizado com a definicdo formal de limite, utilizaria a
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abordagem formal, caracteristica do mundo formalista de Tall (2013). Caso contrario,
recorreria a intuicdo e representagbes simbodlicas, condizentes com os mundos
corporificado e simbdlico.

No entanto, o plano inicial foi ajustado mantendo o objetivo final que era
identificar desafios na construcao do conceito de limite e compreender como alguns
estudantes superam essas dificuldades ao transitar para o pensamento formalista

Para dar os primeiros encaminhamentos para a realizagdo da pesquisa,
buscou-se os secretarios do Colegiado do curso de Licenciatura em Matematica dos
turnos Noturno, Integral/Diurno e EAD para obter informagdes sobre a quantidade de
alunos para a amostra e as disciplinas que esses alunos estariam cursando.
Informaram que, devido a greve dos servidores ocorrida em abril, aderida por alguns
docentes, e as enchentes em maio, o calendario académico sofreu desorganizagao.
Como resultado, alguns alunos ja haviam concluido determinadas disciplinas,
enquanto outras ainda estavam sendo cursadas. Além disso, foi comunicado que
alguns alunos com previsao de conclusdo no semestre 1/2024 entrariam em recesso
entre o inicio e o final de outubro.

Diante da dificuldade prevista em estabelecer contato com o publico-alvo
inicial, optou-se por ampliar o escopo da pesquisa para incluir os alunos com
conclusao prevista para o primeiro semestre de 2025, visando assegurar uma
amostragem adequada para os objetivos da investigagao.

Primeiramente, foram identificadas as disciplinas que os alunos em questao
estavam cursando, com o objetivo de divulgar a pesquisa e, posteriormente, aplica-
la. No entanto, a diversidade de turmas dos estudantes demandou uma alteracao na
estratégia inicial. Optou-se, entdo, pela divulgagcao por meio da plataforma Cobalto
(e-mail institucional dos alunos) e também nos grupos de WhatsApp, destacando a
importancia da participagdo na pesquisa e convidando-os a comparecer a
universidade em data previamente agendada para participar das entrevistas.

Diante da inviabilidade de realizar as entrevistas em outro momento, decidiu-
se que estas seriam realizadas logo apds o preenchimento das questdes. E que as
respostas dos participantes serviriam como base para discussdes sobre o conceito
de limite assimilado pelos estudantes.

No primeiro contato, a adeséao foi baixa (apenas 1 aluno), o que nos levou a

solicitar apoio dos professores e coordenadores do curso, com o intuito de facilitar o
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contato com os alunos. Essa colaboracdo resultou em uma adesdo mais
significativa, pois o maior receio dos estudantes era nao saber responder as
questdes e no pensamento deles “passar vergonha”. E, apesar dos esforgos, nao foi
possivel obter a participacdo dos alunos do curso EAD, pois, no dia designado para
a pesquisa, esses alunos nao acessaram a sala virtual, e ndo foi possivel um convite
pessoal, em funcdo disso, os sujeitos da pesquisa foram os concluintes do integral e
noturno.

Ao final, obteve-se a participacdo de 7 alunos de um total aproximado de 21
(cursos Integral e Noturno). Desses, 1 aluno do curso Noturno respondeu via
WebConf (plataforma online que permite realizar e gravar aulas), enquanto os outros
6 participaram presencialmente nos turnos Noturno e Diurno.

A aplicagdo da pesquisa foi conduzida da seguinte maneira: primeiramente,
explicou-se ao estudante o objetivo do estudo e apresentou-se o Termo de
Consentimento Livre e Esclarecido para que ele pudesse assinar, confirmando sua
participacdo voluntaria. Em seguida, o questionario, detalhado no anexo 1, foi
entregue para resolugao. Apds o término das respostas, foi realizada a gravagao de
um breve relato, na qual se investigou as dificuldades e facilidades encontradas pelo
estudante tanto durante a realizagcdo das tarefas assim como no contexto das
disciplinas de Calculo | (especificamente no aprendizado do conceito de limite) e
Analise, onde o conceito era revisitado. Aproveitou-se, também, para compreender
como o estudante se sentiu ao resolver a questao utilizando a definicdo formal de
limite. Com um determinado grupo de alunos, ndo houve a viabilidade de fazer a
gravagcao de nossas conversas, porém fiz anotagdes durante e depois dela,
observando inclusive expressodes faciais e tons na fala, a fim ser o mais fiel possivel
a este momento.

Ao longo das analises, observamos caracteristicas relativamente iniciais nas
respostas dos alunos. Para dar maior consisténcia as nossas observagoes,
buscamos integrar as ideias fundadoras de Tall e Vinner (1981) sobre conceito
imagem e conceito definigdo, as quais foram posteriormente aprofundadas por
Domingos (2003). Em particular, Domingos propés a divisdo do conceito de imagem
em trés categorias: imagem incipiente, imagem instrumental e imagem relacional,
conforme detalhado no capitulo 5 do referencial tedrico. Essas categorias nos

ajudaram a classificar as respostas dos alunos, permitindo uma interpretagdo mais
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clara dos estagios de desenvolvimento conceitual e dos desafios enfrentados na

transicdo para um entendimento mais profundo e formal dos conceitos matematicos.

6.1. Estudo Piloto

A fim de testarmos as atividades propostas, realizamos um estudo piloto com
dois ex-alunos do curso de Licenciatura em Matematica da UFPEL Noturno nos
anos de 2022 e 2023, respectivamente. Eles foram submetidos as questdes
propostas e responderam todas elas com o conceito imagem que construiram ao
longo do curso. A fim de manter a confidencialidade, os nomes dos ex-alunos foram
omitidos, sendo identificados como Licenciado 1, o aluno concluinte em 2022, e
Licenciado 2, o aluno concluinte em 2023.

Ambos os estudantes demonstraram dominio sobre o0s conceitos
apresentados, contudo, cada um utilizou uma abordagem conceitual distinta para a
resolucdo, conforme estudo realizado por Mevs et al. (2024). A seguir, serao
detalhadas exclusivamente as formas de resolugdo evidenciadas por cada
estudante, uma vez que o obijetivo principal deste estudo inicial é verificar se as

questdes propostas proporcionam informagdes suficientes para a investigagao.

Figura 8 - QR Code para acesso ao trabalho

Acesse no QR Code ao lado a fim de -I:
acessar o artigo que explora o tema E E
“Aprendizagem de limite por ex-alunos
do curso de Licenciatura em Matematica
da UFPEL" de Mevs, Dynnikov e Pires
(2024) apresentado no XV Encontro
Gaticho de Educacio Matematica (EGEM E

Bagé).

-

Fonte: Da autora

Resolugao da questao 1

x%-1
Calcule, caso exista o lim f(x) em que f(x) {x—l sex # 1 Explique como
Xl 3 sex =1

vocé resolveu.
Mediante a questdo apresentada, podemos ver, na Figura 9, o método de
resolucao utilizado pelo Licenciado 1. Sua resposta evidencia um bom dominio

tedrico e pratico de toépicos relacionados a continuidade e limites em funcbes. Ele
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sabe identificar descontinuidades, calcular limites laterais para verificar a existéncia
do limite, e manipular expressdes algébricas, aplicando propriedades como produtos

notaveis para resolver problemas matematicos de forma eficiente.

Figura 9 - Caracterizagao do Licenciado 1 para a Questao 1
e T - .- — e R
Quesrdl Q_.—-ﬂ-—-ﬂ -------- e L

soLugdas - S

s _ OuE &m—;_?‘)(ael NAGQ COND DERAMDS _ -
r Bl

__NOTEMO

0 NALoh pa FuNGAD Era =, 0) €34, pesTE
cASO  WAQ pes INTERIRSA O o NALOA DA _fFoncAo EM

%=1 QROPRAMENTE , SMMGRERE ATE NEM £STAR DEFiniDA

Foberso

__PARR ESSE JALOR. —

2
PobhTanTo FARFMCS Livon X =1
>4 -1

Sion KA = Liom @42,@{ “ .H_zuvé.m_zﬂ_ff_.i.!zh__———

21 -4 >4 (wq) >
l Pk TanIC o L;nm__ﬂf_g)_-z_ — e T
! &1
_—_‘-'-_J —
-

Fonte: Da autora

O Licenciado 2 nao fez uso da simplificacdo algébrica para chegar na
solugao, ao invés disso ele utilizou representagdes graficas e aproximagao numérica
para chegar a uma conclusao, conforme pode ser observado na Figura 10. Em sua
solucéo, ele usa a funcdo que corresponde ao limite de x # 1, para calcular o
comportamento do grafico nas proximidades da fungao, ja que o conceito de limite
requer que o estudante saiba analisar o comportamento da fungdo em suas

proximidades e ndao em um ponto especifico.
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Figura 10 - Caracterizacao do Licenciado 2 para a Questao 1
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Fonte: Da autora

Ambos chegaram ao mesmo resultado, o que indica que as diferentes
abordagens podem ser igualmente eficazes. No entanto, as estratégias escolhidas
refletem diferentes estagios de desenvolvimento conceitual e estilos de raciocinio. O
Licenciado 1, ao operar algebricamente, utilizou técnicas que envolvem manipulagao
direta de expressdes matematicas para determinar o limite da fungéo, mostrando um
nivel avancado de abstragcdo e internalizacdo dos conceitos caracteristicas do
mundo simbdlico. O dominio do simbdlico é caracterizado pela habilidade de operar
diretamente com simbolos para resolver problemas sem necessariamente recorrer a
representagdes visuais ou contextos concretos, ja que segundo Tall (2013, p. 138 -
tradugdo nossa), ao mencionar a aprendizagem com o uso de material concreto,

explica que

(...) ndo era necessario continuar com a representagao fisica; uma vez que
ele conseguia visualizar os simbolos se movendo para a esquerda e para a
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direita, ele foi capaz de prosseguir mentalmente, deslocando os simbolos
em sua mente.

Isso significa que depois de compreender o conceito por meio da
representacdo, o0 aprendiz nao precisou mais dela e conseguiu operar
algebricamente. Aspecto esse evidenciado pesquisado, ja que quando questionado
sobre as representagdes graficas disse:

Licenciado 1: Os gréaficos solicitados na atividade sdo simples e faceis de
serem construidos mentalmente sem a necessidade de esboga-los para solugéo.

O Licenciado 2, por outro lado, utilizou representagbes graficas e
aproximacdes para determinar o limite da funcéo. Isso sugere que sua abordagem é
mais visual e experimental, baseando-se em aspectos concretos e perceptiveis
(graficos e aproximagdes numeéricas). Isso significa que ele ainda se apoia em
representagdes que tém conexao direta com experiéncias sensoriais ou contextos
concretos (corporificado), mas estd avangando para uma compreensao mais
abstrata e simbdlica. Esse processo de transicao reflete uma etapa importante no
desenvolvimento do raciocinio matematico, Tall (2013, p. 159, tradugdo nossa) diz
que “para ser totalmente funcional, a compressao operacional requer que 0s
simbolos operem de forma dual como processo ou conceito”. Assim o problema
surge quando o aprendiz s6 consegue ver os simbolos como objetos fixos, sem
compreender sua natureza operacional, o que pode dificultar a resolucdo de

problemas mais abstratos.

Resolucao da questéao 2

Calcule, caso exista o lim X por que?

x-0 X

Para esta questao o Licenciado 1 usa a definigdo de médulo de uma funcgéo
para justificar as operagdes que realiza a seguir, calculando os limites laterais e
concluindo adequadamente a nao existéncia do limite da funcado, ja que os limites
laterais sao divergentes, conforme pode ser observado na Figura 11. O que
demonstra clareza na realizagao das operagdes, Tall (2013, p. 139, tradugcdo nossa)
descreve a palavra operagdo como sendo “uma acgao realizada com um propdsito
especifico”, e neste caso o aluno consegue justificar tais operagdes caracteristicas

do mundo simbdlico.
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Figura 11 - Caracterizagdo do Licenciado 1 para a Questé&o 2
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Fonte: Da autora

O Licenciado 2 demonstra maior familiaridade do conceito de Limite no
mundo corporificado com transigdo para o simbdlico, apesar de nao fazer uso da
representacao grafica nesta atividade, ele utiliza da ideia de aproximagao proposta
para este recurso, ndo fazendo uso do simbolismo genérico para resolugdo da
questao, chegando entdo a solugéo usando valores préximos do ponto determinado
pelo exercicio, como podemos ver na Figura 12. Compreender a definicdo de Limite
como sendo o comportamento da funcdo quando nos aproximamos de um
determinado ponto, tem sido para este licenciado um instrumento crucial em sua
compreensao, porém para Tall (1981, p. 163, tradugdo nossa) “muitos desses
usaram as palavras ‘aproximar-se’, ‘chegar perto de’, ‘tende a’, o que leva a
possibilidade de que a suposicdo de que f(x) # c seja um fator potencial de
conflito”, no entanto, no calculo de limite, o conceito formal indica que pode se
aproximar de c indefinidamente sem jamais atingi-lo, dependendo do dominio ou da

definicdo da funcéo.
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Figura 12 - Caracterizacao do LlcenC|ado 2 para a Questao 2
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Fonte: Da autora

llustramos acima dois perfis distintos de compreensao matematica, ambos
validos, mas em estagios diferentes de desenvolvimento cognitivo e conceitual.
Enquanto o Licenciado 1 ja opera confortavelmente no mundo simbdlico, com
clareza na manipulagdo de simbolos e consegue justificar suas operagdes, o
Licenciado 2, por outro lado, demonstra uma compreensdao baseada em
aproximacgoes e ideias intuitivas, caracteristicas do mundo corporificado, e progride
para o mundo simbolico por meio das operagdes inerentes as aproximagdes, nao
fazendo uso das operagdes algébricas, dominio esse essencial no mundo simbdélico

a fim de proporcionar uma base solida para compreender o mundo formal.

Questao 3

Prove que lim = = 0.

X—00 X
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O Licenciado 1 utilizou a definicdo formal para demonstrar a questdo 3 e
evidenciou habilidades em utilizar, adequadamente, os quantificadores inerentes ao
conceito de Limite a fim de realizar a prova formal desta questdo, ele justifica
adequadamente cada passo da demonstragao, utilizando propriedades matematicas
validas. De acordo com Tall (2013), isso demonstra o dominio de operagdes
simbdlicas que permitem a manipulagdo légica de conceitos para alcangar uma

conclusao rigorosa.

Figura 13 - Caracterizacao do Licenciado 1 para a Questao 3
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Na mesma questéo, o Licenciado 2 nao utilizou a definicdo formal e chegou
ao resultado por meio de aproximagao, substituindo na fungcdo valores para X
maiores que 1, conforme descrito pelo préprio estudante na Figura 14. A explicagao
apresentada mostra um raciocinio baseado na ideia de que, ao aumentar o valor de
x, 0s resultados da divisdo se tornam cada vez menores, tendendo a zero. Essa
abordagem ¢é tipica do mundo corporificado (Tall, 2013), onde o raciocinio é
ancorado em exemplos concretos e aproximacdes, a solucdo carece do uso da
definicdo formal o que mostra que o Licenciado 2 ainda ndo domina completamente

o0 mundo simbdlico, permanecendo mais proximo de uma abordagem intuitiva.

Figura 14 - Caracterizagao do Licenciado 2 para a Questao 3
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Com base na teoria de Tall (2013), o Licenciado 1 demonstrou um forte
dominio do mundo simbdlico ao utilizar a definicdo formal de limite € ao manipular
adequadamente os quantificadores envolvidos na prova. A auséncia de
representacdes graficas nao prejudica sua abordagem, pois ele é capaz de operar
diretamente com simbolos e propriedades matematicas, o que reflete um
pensamento avancado no desenvolvimento matematico. Essa solugdo é um
exemplo de como o pensamento matematico pode evoluir para um nivel mais
abstrato e formal.

No caso do Licenciado 2 sua abordagem intuitiva e qualitativa esta enraizada
no mundo corporificado. Ele esta em transicdo para o mundo simbdlico, mas ainda
nao demonstra pleno dominio das ferramentas necessarias, como o uso da definicao
formal, ndo ha indicios de pensamento no mundo formal, pois a solugdo nao

apresenta abstragdes ou generalizagbes baseadas em axiomas ou teoremas.

Resolucao da questao 4
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Esta questéao refere-se a questao 12 do Enade 2017, a qual era proposto que

Figura 15 - Questdo 12 do Enade
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Fonte: Avaliagdo Enade 2017

Observamos também que na questao 4, em que exigia a aplicagéo apropriada
de alguns conceitos estudados sobre limite, o Licenciado 1 conseguiu expressar
seus resultados aplicando o teorema do confronto e calculando as desigualdades da
funcdo. De acordo com Tall (2013) ele demonstra caracteristica de um dominio no
mundo simbdlico, ao trabalhar diretamente com desigualdades e limites de fungdes
utilizando ferramentas matematicas abstratas e regras formais, como o Teorema do

Confronto.
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Figura 16 - Caracterlzagao do LlcenC|ado 1 para a questao 4

Fonte: Da autora

O Licenciado 2 reconhece que a questdo envolve conceitos fundamentais
sobre limites, porém alega nao ter compreendido muito bem a quest&o, existe uma
dificuldade explicita com o conceito de limite, que o impede de acessar o problema
no nivel simbdlico e operar com ele. O que levanta a hipétese de que utilizar apenas
os recursos do mundo corporificado e transitando apenas no simbdlico ndo é o

suficiente para estabelecer a forma de resolugédo desta questéao.

Figura 17 - Caracterlzagao do Licenciado 2 para a questao 4
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O Licenciado 1 apresenta uma solugdo correta e rigorosa para a questao,
demonstrando um sdélido dominio do mundo simbdlico, conforme descrito por Tall
(2013). Sua resolugado destaca uma habilidade bem desenvolvida em manipular
conceitos abstratos e justifica-los com base em propriedades matematicas.

A dificuldade relatada pelo Licenciado 2 esta relacionada a falta de um
entendimento consolidado do conceito de limite, conforme descrito nos niveis de
desenvolvimento de Tall (2013). A auséncia de estratégias para explorar o problema
em outros niveis (como o grafico ou intuitivo) evidencia a necessidade de uma
abordagem pedagdgica que conecte os mundos corporificado, simbdlico e formal,
promovendo uma transi¢ao gradual e solida.

Tall e Vinner (1981) argumentam que a aprendizagem de matematica,
frequentemente, apresenta conflitos entre o que o aluno intui e o que a definicao
formal exige. No caso do Licenciado 2, parece haver uma lacuna entre sua intuicao
matematica e a formalidade exigida, levando a um bloqueio no entendimento. Para
Tall (2013), barreiras de aprendizado surgem quando o aluno ndo consegue integrar
os diferentes mundos do conhecimento matematico. O Licenciado 2 apresenta uma
barreira evidente no entendimento de limites, enquanto o Licenciado 1, conseguiu
operar no mundo formal, utilizando definicbes e propriedades para justificar sua
resposta.

A diferenca nas respostas reflete como a transicdo entre os mundos
corporificado, simbdlico e formal ndo ocorre de maneira uniforme entre os
aprendizes. Para Tall (2013), o desenvolvimento de conceitos matematicos exige
conexdes entre esses mundos, o que deve ser trabalhado no ensino por meio de
atividades que integrem visualizagbes, manipulagdes simbdlicas e definicbes

formais.

Reflexdes gerais

Apesar de ambos chegarem ao mesmo resultado, a maneira como
resolveram o problema revela diferengas na maturidade matematica de cada um. O
Licenciado 1 ja avangou para um pensamento mais abstrato, enquanto o Licenciado
2 ainda depende de recursos visuais para compreender o conceito. Segundo Tall e
Vinner (1981), essa diferengca € comum, pois muitas vezes ha um conflito entre a

intuicdo dos alunos e a definicdo matematica formal.
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Para que alunos como o Licenciado 2 avancem para niveis mais abstratos, o
ensino deve integrar representacdes graficas, manipulagcdes simbdlicas e definicbes
formais, ajudando-os a conectar os diferentes niveis do conhecimento matematico

de forma gradual e eficaz.
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7 RESULTADOS

A seguir, serdo apresentados os resultados da analise, com énfase nas
respostas a cada questao, incluindo as observacdes e reflexdes expressas pelos
estudantes nos depoimentos gravados. Posteriormente, descreveremos as
percepgdes dos alunos sobre os desafios e facilidades enfrentados ao longo do
processo de aprendizagem do conceito de limite. Conforme detalhado no capitulo 6,
para a realizacdo da pesquisa, inicialmente foram consultados os secretarios do
Colegiado do curso de Licenciatura em Matematica dos turnos Noturno,
Integral/Diurno e EAD para obter informagdes sobre a quantidade de alunos e as
disciplinas em andamento. No entanto, devido a fatores como a greve dos
servidores e as enchentes que ocorreram no Rio Grande do Sul, o calendario
académico sofreu alteracdes, dificultando o contato com o publico-alvo inicial. Para
garantir uma amostragem adequada, a pesquisa foi ampliada para incluir alunos
com previsdo de conclusao no primeiro semestre de 2025. A divulgagao ocorreu por
meio da plataforma Cobalto (e-mail institucional) e grupos de WhatsApp, convidando
os estudantes a participarem das entrevistas na universidade. Dado o limite de
tempo, as entrevistas foram realizadas logo apds o preenchimento do questionario,
servindo como base para discutir a assimilagao do conceito de limite pelos alunos.

Para garantir a confidencialidade dos participantes, escolhemos nomes
ficticios para identifica-los, assim como para os professores por eles mencionados, o
Quadro 3 expressa o nome ficticio e o semestre em que concluirdo o curso, no

Anexo B é possivel ver na integra a resposta dos estudantes e no Anexo C seus

relatos.
Quadro 3 - Sujeitos da Pesquisa

Nome Ficticio Semestre / Ano de Conclusao do Curso/ Integral ou Noturno
Amanda 1 Semestre /2024/ Integral

Carla 1 Semestre /2025/ Noturno

Claudia 1 Semestre /2024/ Integral

Gustavo 1 Semestre /2024/ Integral

Juliana 1 Semestre /2024/ Integral

Lucas 1 Semestre /2025/ Noturno
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Paulo 2 Semestre /2024/ Noturno

Fonte: Da autora

Além disso, estabelecemos um dialogo com a teoria de Tall (2013) e os
conceitos imagem propostos por Domingos (2003), previamente discutidos no
capitulo 5, a fim de esclarecer os aspectos abordados por esses autores no contexto
da aprendizagem matematica.

Tall (2013) ressalta como o conceito de limite é central no aprendizado do
calculo, mas também problematico devido as suas implicag¢des intuitivas e historicas.
Para superar essas dificuldades, € necessario um ensino que guie os alunos da
intuicdo inicial para o rigor formal do pensamento axiomatico, garantindo uma
compreensao completa e precisa. Pretendemos, entdo, apresentar nestas analises

os caminhos percorridos pelos alunos a fim de chegar ou ndo no rigor formal.
7.1. Anadlise da questao 1

Na primeira questao proposta, os alunos deveriam calcular, caso existisse, 0

sex #1

X
x-1 e ainda, explicar como resolveu.

valor do limf(x) em que f(x){
Xl 3 sex =1

Neste exemplo, é apresentada uma fungdo descontinua onde, apesar da
descontinuidade, existe um limite, uma vez que os limites laterais convergem para o
mesmo numero, ou seja 2. Buscava-se verificar se os estudantes seriam capazes de
identificar a existéncia desse limite mesmo diante da descontinuidade da fungao,
assim como resolver a indeterminagao aplicando a técnica de fatoragédo da diferenga
de quadrados. Além disso, procurava-se verificar, se eles conseguiriam realizar a
representacado grafica da funcdo, de acordo com a Figura 18, como um recurso

adicional que facilitaria a resolugao.

Figura 18 - Representacgao grafica da questao 1
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Fonte: Da autora
Resolucao da questdo 1 por Amanda e Claudia

Figura 19 - Caracterizacao da questao 1 por Amanda
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Figura 20 - Caracterizagao da questao 1 por Claudia
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Amanda e Claudia chegaram a conclusao de que lirrllf(x) =3; O valor
X—

equivocado do limite, mostra o desconhecimento de como calcular o limite da
funcdo, conforme pode ser observado na Figura 19 e 20. Por se tratar de uma
funcdo descontinua, a simples observagcdo de que a fungéo estava definida nesse
ponto ndo é suficiente para afirmar, de forma conclusiva, a existéncia ou ndo de um
limite, ja que o estudo de limite € usado para verificar o comportamento da fungao
nas proximidades de um determinado ponto, no caso de exercicio, qual o

comportamento da fungdo quando x tende a 1.
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Nesta questdo ja € possivel observar o perigo conceitual apontado por Tall
(2013, p. 148 - 149, tradugao nossa) no que tange ao que os estudantes “imaginam
0 processo de uma sequéncia de numeros tendendo a zero, dando um limite que &
quase zero, mas nao exatamente”, pois muitos pensam que uma sequéncia
tendendo a zero implica que o limite é ‘quase zero’, mas na verdade, o limite
representa o valor que a sequéncia se aproxima, independentemente de ser
atingido.

As estudantes demonstraram uma compreensao intuitiva e fragmentada do
conceito de limite sem conseguir diferenciar entre a continuidade de uma funcéo e a

existéncia do limite em um ponto. O erro cometido — assumir que lin}f(x) =3
X—

apenas porque a fungado esta definida nesse ponto — sugere que elas ainda nao
internalizaram a ideia fundamental de que o limite depende do comportamento da
funcdo nas proximidades do ponto e ndo apenas do seu valor naquele ponto
especifico. Além disso, a auséncia de uma analise dos limites laterais reforca a
dependéncia de intuigdes simplistas e da observacgao direta da fungao, sem recorrer
aos processos formais necessarios para a determinagao correta do limite. Esse
comportamento € caracteristico de estudantes que possuem um conceito imagem
incipiente (Domingos, 2003); que ainda estdo muito préximos da matematica
elementar, onde os conceitos sdao compreendidos de maneira mais concreta, um
estagio inicial de compreensao do conceito de limite, operando com intuigbes
equivocadas e sem o dominio das definigdes e procedimentos formais, intuicoes
essas caracteristicas também se assemelham ao mundo corporificado de Tall
(2013).

Resolugao da questéo 1 por Carla
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Figura 21 - Caracterizagdo da questao 1 por Carla

Fonte: Da autora

A estudante n&o recorreu a recursos visuais, como graficos, para auxilia-la na
resolucdo dessa questdo. Além disso, demonstrou dificuldade em realizar a
fatoracao da expressao, o que a impediu de avangar na solugao, conforme ilustrado
na Figura 21.

Tall (2013, p. 302, tradugédo nossa) descreve o calculo como o resultado de
um processo que "transita pela matematica pratica da infancia até a matematica
tedrica, incorporando conceitos graficos e o simbolismo operacional da algebra".
Nesse sentido, antes de abordar a definicdo formal de "limite" no calculo, os
estudantes podem desenvolver uma compreensao significativa do conceito por meio
de experiéncias praticas e intuicbes. No caso de Carla, no entanto, essa base
parece ausente, uma vez que suas lacunas conceituais evidenciam que o dominio
do mundo simbdlico ainda ndo esta plenamente consolidado, e que no mundo
corporificado ela possui experiéncias que sugerem que ela internalizou a ideia
fundamental de limite, apesar de nao ter apresentado esse dominio graficamente,
compreendemos que ela ainda esta no mundo corporificado.

A dificuldade que Carla teve ao realizar a fatoragdo da expressao mostra uma
falta de familiaridade com esse conceito especifico. A fatoracdo € uma habilidade
fundamental para simplificar expressdes algébricas e resolver equagdes, e essa
dificuldade pode ser um reflexo de um entendimento ainda em construgdo. Isso
sugere que possui um conceito imagem incipiente, pois ela ainda esta em uma fase
inicial de desenvolvimento em relagdo a compreensdo de alguns conceitos
matematicos essenciais, como 0 uso de recursos visuais e a fatoragao, isso impede

que ela avance de maneira eficaz na resolugcao de problemas mais complexos.
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Resolugao da questao 1 por Gustavo

Figura 22 - Caracterizacao da questao 1 por Gustavo
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Fonte: Da autora

Conforme descrito na Figura 22, o aluno conseguiu estabelecer e resolver
corretamente o limite da fungao. Identificando o comportamento da fungdo em suas
laterais, e descrevendo que quando esses valores sao iguais existe limite.

Embora nédo haja evidéncias do uso do mundo corporificado na resolugao
desta questdo por parte de Gustavo, € possivel observar que essa auséncia nao
comprometeu o resultado. Por meio de seu dominio algébrico, caracteristico do
mundo simbolizado, ele conseguiu resolver a questdo de maneira satisfatoria. Tall
(2013, p. 336, traducdo nossa) afirma que "a abordagem se desenvolve em métodos
numeéricos suficientemente bons e em um simbolismo preciso, apropriados para uma
melhor compreensao do processo de limite". Em resumo, apods adquirirem
proficiéncia em métodos numéricos e simbolismo, os estudantes podem explorar
aplicagcdes praticas, permitindo-lhes compreender os aspectos fundamentais do
processo de limite, mesmo que essa compreensao ainda nao seja totalmente formal
ou rigorosa.

Gustavo demonstra compreensdo das propriedades do limite,
especificamente a ideia de que o limite existe quando os valores das laterais sado
iguais, o que indica uma compreensao das relagdes estruturais. Ele foi capaz de
identificar o comportamento da fungdo nas laterais e usar essa informacgédo para
resolver o limite. Isso mostra que ele sabe como aplicar as ferramentas necessarias
de maneira organizada. No entanto, ainda n&o faz uma conexao mais profunda entre
0s conceitos nem abstrai as ideias, 0 que sugere que sua compreensao do conceito

esta no estagio instrumental.
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Resolugcao da questao 1 por Juliana

Figura 23 - Caracterizagao da questao 1 por Juliana
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Fonte: Da autora

Na Figura 23, observa-se a resposta de Juliana, que identificou corretamente
a descontinuidade da fungdo. Contudo, por ndo se recordar do procedimento
necessario para resolver a indeterminacao, optou por analisar os limites laterais. No
entanto, ela ndo conseguiu estabelecer a existéncia do limite com base nessa
estratégia, ja que ao usar valores proximos do 1, utilizou valores inteiros e nao
valores realmente préximos como 0,9; 0,99 a esquerda e 1,01; 1,001 a direita.

Juliana buscou fazer uso de uma abordagem mais intuitiva, evidenciando o
mundo corporificado de Tall (2013), ao buscar valores préximos do 1, porém sua
abordagem carece da ideia conceitual de limite, pois quando pensamos em valores
proximos exploramos no conjunto dos numeros reais 0os mais apropriados, nao
apenas numeros inteiros. Isto mostra lacunas no mundo corporificado e simbdlico,
pois ao tentar transitar por eles comete erros conceituais que n&o Ihe permite chegar
a solugdo adequadamente. Tall (1981) explica que quando a imagem conceitual de
um estudante nao esta alinhada ou coerentemente conectada a definicdo conceitual
formal, podem surgir problemas e conflitos. Por exemplo, o aluno pode desenvolver
entendimentos incorretos ou incompletos, dificultando a aplicagcdo correta do

conceito em diferentes situagoes.
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Ela demonstra estar em um nivel de compreensao mais proximo do conceito
imagem instrumental, pois ela identificou corretamente a descontinuidade da fungao
e tentou resolver a indeterminagao analisando os limites laterais. Ela ja sabe que
essa abordagem pode ser util, mas sua falta de precisdo ao escolher os valores
apropriados para a analise revela que ela ainda ndo tem total dominio sobre como
aplicar corretamente a técnica dos limites laterais. Embora ela tenha uma
compreensao estrutural do processo, a aplicagdo dessa estrutura ainda precisa ser

refinada.

Resolucao da questao 1 por Lucas

Figura 24 - Caracterizacao da questao 1 por Lucas
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Fonte: Da autora

O aluno Lucas demonstrou habilidades em descrever o processo de
determinacgao de limite algebricamente e geometricamente, conforme é possivel ser
observado na Figura 24.

Lucas demonstra um sélido dominio nos mundos corporificado e simbdlico
descritos por Tall (2013). Ele é capaz de esbogar o grafico e realizar as operagdes

algébricas correspondentes a esses dominios. Além disso, consegue estabelecer e
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explicar a relagao entre o grafico e a fungao, atendendo as expectativas associadas
a esses mundos.

A resposta dele indica que ele esta no estagio de conceito imagem
instrumental. Ele consegue descrever o processo de determinacdo de limite de
forma algébrica e geométrica, demonstrando uma boa compreensao do conceito € a
capacidade de aplicar adequadamente o processo de fatoragdo. No entanto, para
estar no estagio relacional, ele precisaria demonstrar mais flexibilidade e uma
compreensao mais profunda, capaz de integrar o conceito de limite com outros

conhecimentos e em contextos mais amplos.

Resolug¢ao da questao 1 por Paulo

O aluno Paulo demonstrou dificuldade em resolver essa questao, inicialmente
afirmando que nao havia limite, devido a natureza descontinua da fungdo. No
entanto, ao refletir durante a entrevista, afirmou: "Essa daqui existe [limite], porque
apesar de ter o salto, o fato de existir o [limite do lado] direito e esquerdo, [faz] entao
[com que o limite dela] exista." Ele chegou a essa conclusdao baseando-se
exclusivamente na analise grafica da fungdo, embora nédo tenha esbogado o grafico
e nao tenha declarado qual seria o valor do limite.

Tall (1981) destaca que, a medida que os conceitos matematicos se tornam
mais sofisticados, representag¢des visuais ou intuitivas podem ndo ser suficientes
para captar a esséncia dos conceitos formais. No caso de Paulo, observa-se que ele
ainda n&o possui uma imagem conceitual suficientemente desenvolvida para auxilia-
lo na resolugado completa dessa questao.

Inicialmente, ele afirmou que ndo havia limite devido a natureza descontinua
da fungdo, o que sugere uma visao superficial do conceito de limite. Ele fez uma
conexao entre descontinuidade e a inexisténcia de limite, mas essa conclusdo néo é
totalmente precisa. Isso € caracteristico do conceito imagem incipiente, em que o
aluno ainda ndao compreende completamente as nuances dos limites em fungdes
descontinuas.

A tentativa de Paulo de reconsiderar sua posi¢ao e chegar a conclusdo de
que o limite existe, com base nas analises das laterais, mostra que ele esta
comecgando a desenvolver uma compreensdo do conceito de limite. No entanto, ele

ainda nao é capaz de realizar a analise de forma estruturada ou formal. A falta de
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esboco grafico e a auséncia de uma conclusao clara sobre o valor do limite indicam
que ele ndo conseguiu ainda integrar todos os elementos necessarios para uma

compreensao mais completa.

Reflexdes da questao 1

Essa questdo ndo demandava dos estudantes uma representagcao formal em
seu desenvolvimento, mas sim a aplicacdo de conceitos basicos, frequentemente
apresentados em livros didaticos de Calculo diferencial e Integral, para construir a
compreensao do conceito de limite. De modo geral, as solugdes apresentadas
revelaram uma abordagem com caracteristicas da abordagem natural. Segundo Tall
(2013), essa abordagem esta fundamentada na matematica tedrica, envolvendo a
incorporacao de conceitos, o simbolismo ou uma combinagdo de ambos. Isso €
observado de maneira mais efetiva nas respostas de Gustavo e Lucas. Por outro
lado, nas respostas de Amanda, Carla, Claudia e Paulo, percebe-se uma tentativa
de se apropriar dessa abordagem, embora o conceito imagem que possuem ainda
comprometa esse progresso. Analisar as respostas desses alunos significou ir além,
e buscar as estruturas conceituais abordadas por Domingos (2003), a fim de dar
maior clareza ao conceito imagem adotada por esses estudantes, pois assim como
Domingos (2003, p. 130) observou “o conceito imagem dos alunos estudados se
distribuem por trés niveis ou graus de complexidade, dois dos quais ficam aquém do
que seria esperado”. Dizer que esses estudantes estariam no mundo corporificado,
nao era o suficiente para caracterizar o conceito imagem que possuiam, mas
quando digo que possuem um conceito imagem incipiente, significa que suas
respostas indicam uma compreensao inicial, superficial e intuitiva do conceito de
limite. Eles ainda ndo conseguiram aplicar rigorosamente os conceitos matematicos
necessarios para analisar o comportamento da fungao de forma precisa, recorrendo
a observagdes visuais ou empiricas e cometendo erros conceituais. O estagio
incipiente é caracterizado pela tentativa de entender os conceitos a partir de uma
perspectiva concreta e intuitiva, sem ainda compreender a abstracdo necessaria
para a analise mais formal e rigorosa de limites.

Por outro lado, a respostas de Lucas, Gustavo e Juliana estdo associadas ao
conceito de imagem instrumental, pois, em geral, os alunos demonstram uma

compreensao organizada e técnica do conceito de limite. Eles sdo capazes de
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aplicar as ferramentas matematicas de forma mais sistematica, resolvendo
problemas de maneira organizada e com um maior entendimento das relagbes
envolvidas, ainda que Juliana n&o tenha conseguido chegar ao resultado esperado.
No entanto, ainda falta a conexdao mais profunda e a abstragdo necessaria para
generalizar o conceito em diferentes contextos ou integrar os conceitos de maneira
mais ampla. A compreensao deles esta mais estruturada do que no estagio
incipiente, mas ainda nao atinge o nivel de abstragdo e generalizagao do estagio
relacional.

No Quadro 3, destacamos aspectos relacionados a capacidade de identificar
padroes e propriedades essenciais nos conceitos matematicos, ignorando detalhes
desnecessarios. Tall (2013, p. 153, tradugdo nossa) categoriza esses aspectos

como sendo

1- Reconhecimento das propriedades de conceitos concebiveis; 2 -
Descricao das propriedades percebidas no contexto dado; 3 - Definicao de
propriedades que agora sao usadas como base para identificacdo e
construcado de conceitos concebiveis; 4 - Deducao de propriedades a partir
das defini¢cdes, usando métodos especificos de prova (euclidiano, algébrico
e formal) para construir estruturas de conhecimento integradas.

Embora os objetos matematicos possam ser criados de diversas maneiras, ha
um processo estruturado de desenvolvimento que orienta a sua compreensé&o. Essa
sequéncia reflete a transformacdo gradual de ideias intuitivas em conhecimento
matematico rigoroso e aplicando-as para o contexto apresentado nesta questao
faremos as seguintes observacoes

1. Reconhecimento de Propriedades dos Conceitos: Identificar que,
mesmo em fungdes descontinuas, os limites laterais podem existir,
reconhecendo os pontos de salto ou descontinuidade.

2. Descricdo de Propriedades no Contexto: Descrever como o
comportamento da funcdo a direita e a esquerda de um ponto
especifico afeta a existéncia do limite.

3. Definicdo de Propriedades como Base para Conceitos: Definir os
critérios necessarios para a existéncia de um limite (igualdade dos

limites laterais, mesmo que a fungao seja descontinua).
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4. Deducéo de Propriedades e Construcao de Estruturas: Utilizar métodos
formais, como representacdes algébricas ou graficas, para deduzir e
comprovar a existéncia de limites em fung¢des descontinuas.

No Quadro 4, destacaremos os aspectos desse processo que foram

identificados nos participantes da pesquisa.

Quadro 4 - Caracterizagdo das Respostas dos Estudantes a Questao 1

Definicao de Deducao de
Reconhecimento | Descrigdo de . .
_ . Propriedades Propriedades
Estudante | de Propriedades Propriedades
como Base para | e Construgao
dos Conceitos no Contexto
Conceitos de Estruturas
Amanda
Carla X
Claudia
Gustavo X X X X
Juliana X
Lucas X X X X
Paulo

Fonte: Da autora

7.2. Analise da Questao 2
Foi solicitado que o aluno calculasse, caso exista, o lirrg'i—'. Além disso, que
X—

justificasse o valor encontrado.

O caélculo do limite de uma fungdo modular requer a consideragdo dos
diferentes ramos da fungao e a analise dos limites laterais nos pontos de interesse.
Esse procedimento tem como proposito determinar se o limite existe e, em caso
afirmativo, identificar o seu valor. O objetivo dessa analise é compreender o
comportamento da fungdo a medida que a variavel independente se aproxima de um
valor especifico, mesmo em situagdes em que a fungdo exibe mudancgas abruptas
devido a presenca do modulo (valor absoluto). Para isso, espera-se que o0s
estudantes dominem a definicdo da fungao modular e sejam capazes de resolver as
indeterminagdes impostas pelos limites, especialmente neste caso em que a variavel

tende a zero, conforme pode ser observado no grafico da Figura 24.



75

Figura 25 - Representacgao grafica da questao 2

Fonte: Da autora
Resolugao da questao 2 por Amanda

Figure 26 - Caracterizagcao da questao 2 por Amanda
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Fonte: Da autora

Na analise desta questdo, a estudante Amanda foi capaz de apresentar um
esboco da definicdo relevante para o calculo de uma fungdo modular, conforme
ilustrado na Figura 26, ela percebeu que o mddulo de x e o comportamento da
funcdo mudam dependendo do sinal de x, o que é essencial para a anadlise da
questao. Contudo, ela apresentou dificuldades ao aplicar o conceito na resolugéo da
indeterminagcdo proposta, j4 que nao explorou de maneira suficiente o
comportamento da fungdo nas vizinhangas do ponto x = 0. Também nao usou
nenhuma representagao grafica, que poderia ter sido um auxilio para entender o
comportamento da fungdo quando x se aproxima de zero.

Tall (2013) destaca que definicdes formais em matematica, fundamentadas
em axiomas, dao origem a propriedades inevitdveis que se manifestam em
representacdes corporificadas e simbdlicas. Esse processo é crucial tanto para a
compreensao dos conceitos matematicos quanto para o desenvolvimento de teorias

com aplicagbes praticas ou légicas. No caso de Amanda, observou-se que ela foi
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capaz de apresentar a definigdo pertinente a solugdo da questdo, mas nao
conseguiu atribuir significado a essa definicdo ao aplica-la ao calculo do limite. Esse
processo, no entanto, seria essencial para uma compreensao mais profunda do
conceito em questéo.

Amanda compreende a estrutura da fungdo, mas ainda ndo consegue analisar
completamente seu comportamento nas proximidades de x = 0, o que indica que
sua compreenséao esta no nivel instrumental, sendo técnica e organizada, mas ainda
nao totalmente aprofundada. Ela percebe corretamente como o comportamento da
funcdo muda dependendo do sinal de x, o que mostra que entende a estrutura da
funcdo modular. Contudo, falta-lhe a abstracdo e profundidade necessarias para
alcangar uma compreensao relacional, que envolveria uma analise mais abrangente

e rigorosa dos conceitos.
Resolugao da questao 2 por Carla

Figura 27 - Caracterizagao da questao 2 por Carla
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Fonte: Da autora

Conforme ilustrado na Figura 27, a resposta reflete que Carla entendeu que o
comportamento da funcéo depende do sinal de x, algo fundamental para interpretar
o problema. Porém Equivocou-se na consideragao dos valores de x, no primeiro
caso para x < 0 e no segundo para x > 0.

A transicdo do mundo corporificado para o simbélico, segundo Tall (2013),
consiste em traduzir o raciocinio baseado em experiéncias incorporadas para o
simbolismo quantificado, representando um passo essencial no desenvolvimento do
pensamento matematico. Essa transicao permite que o aprendiz conecte intuigao e
formalizacdo, possibilitando o estudo de conceitos mais abstratos e avangados. No

caso de Carla, ao realizar essa transicao, ela deixou de apoiar-se na representacao
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grafica, que seria crucial nesta questdo para identificar o erro na consideragao de
x # 0, sendo o mais apropriado analisar x < 0 e x > 0, respectivamente.

Carla entendeu que o comportamento da funcdo depende dos valores de x,
se sdo maiores do que zero (terdo sinal positivo) ou sdo menores do que zero (sinal
negativo), o que é um aspecto fundamental para interpretar corretamente o
problema. Essa percepcéo indica que ela ja possui uma compreensao estruturada
do conceito, indo além de uma simples memorizagao e comegando a estabelecer
relagbes entre os elementos envolvidos. Seu erro em desconsiderar as
desigualdades de x sugere que seu entendimento ainda ndo esta completamente
refinado, mas ainda assim podemos indicar que possui um conceito imagem
instrumental, ja que neste nivel o aluno organiza e aplica conceitos matematicos,
mas pode cometer erros operacionais ou nao perceber todas as implicagdes do
problema. Carla se encaixa nesse perfil, pois reconhece a estrutura da funcao

modular, mas ainda ndo executa sua analise de maneira totalmente precisa.

Resolucao da questao 2 por Claudia

Figura 28 - Caracterizagao da questao 2 por Claudia
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Fonte: Da autora

A estudante, ao identificar a presengca de uma indeterminagdao na questao,
demonstrou dificuldade em recordar o procedimento adequado para resolvé-la.
Mesmo apds uma orientagdo que incluiu a revisdo do conceito necessario, que
consistia em decompor a fungdo modular em dois ramos distintos para determinar o
limite lateral a direita e a esquerda, a abordagem néo foi suficiente para que a aluna
consolidasse a resposta correta, conforme descrito na Figura 28.

Para Tall (2013, p. 402, tradugdo nossa) “aprender a pensar
matematicamente € uma experiéncia cumulativa que depende do que ja foi
vivenciado, e o aprendizado atual afetara o que e como aprenderemos no futuro”.

Por exemplo, aprender aritmética € essencial para compreender algebra, que, por
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sua vez, fundamenta o calculo, sendo assim uma imagem conceitual “esquecida
pode comprometer ou causar lacunas na aprendizagem de outros conceitos.

Claudia identificou a presenca de uma indeterminagao, o que indica algum
nivel de reconhecimento do problema, mas ndo conseguiu recordar o procedimento
correto para resolvé-la; a dificuldade de Claudia em lembrar e aplicar o método
adequado sugere que sua compreensao ainda esta pouco desenvolvida. Mesmo
apo6s receber uma orientacdo e revisar o conceito necessario, Claudia nao
conseguiu consolidar a resposta correta, o que indica que sua dificuldade nao se
limita apenas a recordagdo do conteudo, mas também a sua aplicagéo pratica.
Sugerindo que Claudia ainda nao internalizou o conceito de forma significativa.

Sua dificuldade em estruturar o conhecimento e sua dependéncia de
instrucdes externas sugere que seu entendimento ainda n&o se consolidou,
impedindo-a de realizar conexdes mais profundas entre os conceitos matematicos
envolvidos e reflete um nivel de conceito imagem incipiente, pois ela reconhece a
existéncia de uma indeterminagdo, mas nao consegue aplicar o procedimento

adequado para resolvé-la, mesmo apos uma revisdo do conceito.
Resolugao da questao 2 por Gustavo

Figura 29 - Caracterizagao da questao 2 por Gustavo
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Fonte: Da autora

A Figura 29 apresenta a solugao elaborada por Gustavo, que, embora nao
tenha demonstrado pleno dominio da definicdo do calculo de limite para uma fungao
modular, conseguiu, de maneira intuitiva, responder a questao. Ele mostrou que a
indeterminacéo analisada tenderia a valores positivos quando considerada a direita
e a valores negativos quando analisada a esquerda.

Ainda que Gustavo ndo tenha usado uma representacdo grafica para

desenvolver seu raciocinio no mundo corporificado, ele utiliza de sua experiéncia
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intuitiva para estabelecer uma relagcdo para solugdo desta questdo, Tall (2013)
enfatiza que a compreensdo matematica comega de maneira concreta, com
representacdes visuais e fisicas, mas progride para o pensamento abstrato e formal.
Esse processo de transigdo € crucial para o desenvolvimento do conhecimento
matematico, onde inicialmente os alunos se apoiam em experiéncias sensoriais e
imagens mentais antes de avangarem para a logica abstrata e formal da
matematica. Apesar de Gustavo nao ter conseguido expressar algebricamente a
solucéo da questao, isso ndo o impediu de chegar a uma solugao ainda que intuitiva
caracteristica do mundo corporificado em transi¢ao para o simbdlico.

Apesar da falta de dominio formal, Gustavo conseguiu perceber que a
indeterminacdo analisada tenderia a valores positivos a direita e negativos a
esquerda, ou seja, em vez de seguir um método matematico formal, ele utilizou uma
abordagem intuitiva para responder a questdao. Sua resposta contem aspectos de
um conceito imagem incipiente no que tange a falta de dominio da definicdo e
procedimentos de resolugcao de limite de uma fungdo modular, e aspectos de um
conceito imagem instrumental, ja que essa falta de dominio ndo o impediu que
conseguisse estabelecer uma analise a partir dos limites laterais, relacionando entao
com diferentes elementos do problema. Isso indica que Gustavo esta em transigao
entre os dois niveis, possuindo uma compreensao estruturada, mas ainda apoiada

em intuigdes e sem o dominio completo do conceito.

Resolucao da questao 2 por Juliana

Figura 30 - Caracterizagao da questao 2 por Juliana
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De acordo com a Figura 30, a aluna Juliana utilizou uma abordagem intuitiva
como estratégia para resolver a questdo. Ela aplicou as propriedades dos limites,
separando o limite original em dois limites distintos, correspondentes a fungdes cujo
valor do limite ela ja conhecia. Essa abordagem evidenciou sua tentativa de
simplificar o problema ao recorrer a conceitos previamente consolidados. Porém,

nao conseguiu chegar a conclusao correta da questdo, pois se equivocou nao

. . 1 . , e
apenas no calculo do 11rr(1) ~ 0 qual ela afirmou ser zero, mas também ao utilizar o
X—
teorema que diz que, se o lim f(x) = L, entdo lim|f(x)| = |L|, sem verificar se as
x-y x-y

condigbes necessarias eram atendidas, ja que sua validade seria atendida se o
limite da funcdo no ponto existisse, o que neste caso ndo procede. Entdo se ela
tivesse feito a verificagcdo perceberia que os limites laterais ndo convergem, pois
quando se aproxima pela direita do zero tende a 4+ e pela esquerda —oo, assim
essa propriedade n&o poderia ser utilizada.

Tall (1981) discute as dificuldades que surgem a medida que os alunos
avangam nos estudos de analise matematica. Com o aumento da sofisticagcao dos
conceitos, as representagdes visuais ou intuitivas podem n&o ser mais suficientes ou
adequadas para capturar a esséncia dos conceitos formais. No caso em questéo, a
utilizacdo das propriedades de limite n&do foi suficiente para estabelecer as relagdes
que resolveriam a questao, pois trata-se de um conceito mais avangado. No entanto,
esse conceito poderia ter sido melhor compreendido por meio da utilizagdo de uma
representacao grafica.

Juliana reflete um conceito imagem incipiente, pois ela tentou resolver a
questao utilizando uma abordagem intuitiva, separando o limite original em dois
limites distintos, baseando-se em propriedades dos limites que ja conhecia, mas
sem avaliar adequadamente sua validade. Neste nivel, os alunos tendem a aplicar
regras matematicas de forma mecanica, sem compreender totalmente suas
restricbes de acordo com Domingos (2003). O erro de Juliana indica que ela
reconhece algumas propriedades dos limites, mas ainda ndo compreende

completamente os critérios que determinam sua validade.

Resolugao da questao 2 por Lucas
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Figura 31 - Caracterizacao da questao 2 por Lucas
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Fonte: Da autora

Para resolver essa questao Lucas reconheceu corretamente que o limite ndo
existe em x = 0, para isso utilizou representacdes visuais (grafico) para justificar sua
resposta, conforme pode ser observado na Figura 31, o que pode ajudar na
compreensao inicial do problema.

Lucas demonstrou operar de maneira satisfatéria no mundo corporificado e

simbolico, ele constrdi suas

imagens conceituais baseadas em [suas] experiéncias anteriores, incluindo
tanto imagens mentais quanto processos simbodlicos. O pensamento natural
se constréi a partir de experiéncias naturais usando experimentos mentais e
operagdes simbdlicas (Tall 2013, p. 284, tradugdo nossa).

Ele demonstra grande segurangca em suas respostas, o que |Ihe permite
conectar o aprendizado inicial, fundamentado na experiéncia, ao pensamento
avangado, baseado na abstrac&do. Esse processo o auxilia na preparagao para lidar
com conceitos mais complexos, como a formalizagao do limite.

O conceito imagem de Lucas reflete um nivel instrumental por demonstrar
organizagao e aplicagao técnica dos conceitos, mas também apresenta indicios de
um nivel relacional, pois ele utiliza representagdes graficas para justificar sua
resposta e estabelecer conexdes entre diferentes formas de representagado. Isso
sugere que sua compreensdo do conceito de limite estd bem desenvolvida e

caminha para um estagio mais avangado de abstragcao e generalizagao.

Resolugao da questao 2 por Paulo
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Figura 32 - Caracterizacao da questao 2 por Paulo
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O aluno Paulo apresentou em sua solugao a propriedade do moédulo como
ponto de partida, mas nao conseguiu avancar significativamente na resolu¢cao da
questdo, como pode ser observado na Figura 32. Durante a explicagao, relatou que
"sentia que sabia um pedaco, s6 que tinha, sei 14, 70% das coisas que eu nao
lembrava." Ao concluir sua analise, afirmou acreditar que "essa questao tem limite",
sem, contudo, justificar de forma clara sua percepgao. Sua argumentagao baseou-se
na comparagao com a primeira questado, que era descontinua, mas possuia limites
laterais; a partir disso, presumiu que a questdo em analise também teria um limite,
embora essa suposi¢cao nao tenha sido fundamentada de maneira precisa.

Segundo Tall e Vinner (1981), a medida que os conceitos se tornam mais
sofisticados, as representagdes visuais ou intuitivas (como a comparagdo com
limites laterais) podem n&o ser suficientes para capturar a esséncia dos conceitos
formais. Paulo ainda depende de uma analise superficial baseada em intuigbes, sem
a aplicagdo plena do raciocinio formal que € necessario para compreender e
justificar o conceito de limite de maneira precisa e rigorosa.

A situacdo de Paulo seria descrita por Tall (2013) como um exemplo de
dificuldades que surgem quando o aluno ainda n&o consegue integrar
adequadamente o raciocinio intuitivo e corporificado com a abstragdo necessaria
para resolver problemas formais.

Durante sua explicagao, ele afirmou acreditar que "essa questao tem limite",
mas nao conseguiu justificar de forma clara essa percepg¢dao. Sua argumentacgao
baseou-se em uma comparagdo com outra questdo similar, sem verificar
formalmente as condigdes para a existéncia do limite, isto sugere que ele ainda esta
em um estagio inicial de constru¢ao do conceito de limite, ou seja, seu conceito
imagem é incipiente. Os alunos nesse nivel, na visdo de Domingos (2003),

costumam confiar em percepcodes intuitivas ou comparacdes superficiais em vez de
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aplicar definicdes formais e procedimentos estruturados. O fato de Paulo nao
apresentar uma justificativa rigorosa e embasar sua resposta apenas em uma

analogia reforca que sua compreensao ainda € incipiente.

Reflexdes da questao 2

As respostas dos alunos mostram que a aprendizagem do conceito de limite
esta profundamente vinculada a transi¢ao entre o raciocinio intuitivo e o formal,
conforme descrito por Tall (2013). Enquanto alguns alunos como Lucas conseguem
integrar esses dois mundos de maneira eficaz, outros ainda enfrentam dificuldades
por nao conseguirem aplicar a formalizagdo necessaria ou por dependerem
excessivamente de intuicbes sem rigor. A utilizagcdo de representagdes graficas, a
compreensao das definicbes formais e o desenvolvimento de uma imagem
conceitual coerente sdo aspectos chave para a compreensao plena e a resolugao de
problemas complexos no estudo de limites. A teoria de Tall (2013) ajuda a
contextualizar essas dificuldades e mostra que o aprendizado matematico € um
processo cumulativo que depende da construgao e da integragdo de experiéncias
anteriores.

O conceito imagem instrumental apresentado por Amanda, Carla, Gustavo e
Lucas sobre 0 médulo de uma fungao mostra que eles possuem uma compreensao
organizada e técnica do conceito. Eles reconhecem a estrutura da fungdo modular,
sabem que seu comportamento depende do sinal de x e conseguem aplicar
definigdes matematicas corretamente. No entanto, ainda apresentam dificuldades
em analisar completamente o comportamento da fungdo em pontos criticos e em
conectar diferentes representacdes de maneira mais abstrata e generalizada.

Para avangarem para um nivel relacional, como Lucas ja o faz, os demais
alunos precisariam desenvolver uma maior flexibilidade na interpretacdo dos
conceitos, integrando representagdes algébricas e graficas de forma mais fluida e
aprofundada, além de aprimorar a analise critica das condi¢gdes de aplicagédo das
definicbes matematicas.

O conceito imagem incipiente apresentado por Claudia, Juliana e Paulo sobre
o0 moédulo de uma fungao reflete um conhecimento inicial e ndo estruturado. Eles
reconhecem que o médulo afeta o comportamento da fungdo, mas ndo conseguem

aplica-lo corretamente devido a uma compreensao fragmentada e a dificuldades na
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formalizacdo matematica. A transicdo para um nivel mais avancado depende, da

construcdo de um conhecimento mais organizado e da pratica na aplicagao rigorosa

das definicdes e propriedades da fungdo modular.

O Quadro 5 representa a mesma ideia do anterior com as quatro estruturas

que orienta o processo de compreensao de um conceito, neste caso o conceito de

limite de uma funcdo modular. Ao aplicar esse conceito ao contexto apresentado

nesta questao, podemos fazer as seguintes observagoes:

1.

Reconhecimento de Propriedades dos Conceitos: Identificagdo de
propriedades basicas da fungdo modular, como a continuidade em
determinados intervalos e os pontos de nao-diferenciabilidade;
Descricao de Propriedades no Contexto: Analise das caracteristicas
especificas no contexto dos limites, como o comportamento da funcao
modular a direita e a esquerda de um ponto em casos de
descontinuidade ou continuidade;

Definicdo de Propriedades como Base para Conceitos: Uso das
propriedades identificadas para definir formalmente o limite da fungao
modular, considerando abordagens e sua relagdo com a definicdo de
limite;

Deducao de Propriedades e Construgdo de Estruturas: Aplicagdo de
métodos formais para provar limites de fungdes modulares, como
demonstragdes algébricas e graficos, integrando o conhecimento em

uma estrutura mais ampla de analise matematica.

O Quadro 5 integrara nossas observagbes dessas estruturas nas respostas

apresentadas pelos alunos

Quadro 5 - Caracterizagdo das Respostas dos Estudantes a Questao 2

Definicao de Deducao de
Reconhecimento Descricao de

_ . Propriedades Propriedades
Estudante | de Propriedades Propriedades
como Base para | e Construgao
dos Conceitos no Contexto
Conceitos de Estruturas
Amanda X X
Carla X X X

Claudia
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Gustavo X X

Juliana

Lucas X X X
Paulo

Fonte: Da autora

7.3. Analise da questao 3

Apds as questdes anteriores, que podiam ser resolvidas de forma intuitiva e
evidenciavam caracteristicas de dois dos mundos de David Tall (2013) — o
simbdlico e o corporificado —, foi proposta uma questdo que exigia uma
formalizacdo. Para isso, utilizou-se uma questdo parecida ao que geralmente é
encontrada nos livros de Calculo | e Anadlise, e que sdo adotados nas aulas. A

proposta da atividade era que os estudantes provassem por meio da definicao

formal que o lim% =0.

X—00

Figura 33 - Definigdao formal do Livro Analise

. | . e
4. Temos lim P 0. Com efeito, dado ¢ = 0 arbitrario, podemos obter
K-+

. S ) | I :
65% tal que 6};—-[:1’1[301:::,:‘, ﬁic:?c:a;,uusaqa.x}é =
’ 4
1

==r‘——0 < E.

- 7

Fonte: Lima, 1992 p. 87

Figura 34 - Grafico que expressa a definigao

4

Fonte: Da autora
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Resolugao da questao 3 por Amanda

Figura 35 - Caracterizacao da questao 3 por Amanda
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Fonte: Da autora

Relacionando entdo a Figura 33 com a Figura 35, onde a primeira € a
definicao formal esperada que o aluno consiga desenvolver e a segunda expressa a
imagem conceitual da aluna.

Sendo assim observamos que ela usa os quantificadores os quais Tall (2013,
p. 273, traducdo nossa) considera “compreender essa definicdo é problematico,
principalmente porque ela possui varios quantificadores”, para ele a dificuldade em
entender a definicdo esta na presenca de multiplos quantificadores légicos (V e 3)
que sao alinhados. Cada quantificador adiciona um nivel de complexidade légico,
exigindo que o aluno ou matematico acompanhe condi¢des alternadas de "para
todo" e "existe", o que pode ser confuso. Apesar do desafio Amanda esboga bem a

ideia utilizando os quantificadores, ela apenas nao precisava usar o modulo de D

porque D > 0. Quando ela escreve € = ﬁ, na realidade a escolha € do D = i Afim

1 1 , ~ .
de que se |x| <D = |; — 0| < = = &, porém sua escolha ndo afeta no entendimento

de sua prova apresentando assim caracteristicas de um conceito imagem relacional
com a aplicagao da definigao formal e a tentativa de generalizagao.

A definicdo de limite no calculo diferencial, expressa com quantificadores
I6gicos formais, € um exemplo classico do pensamento do mundo formal. Para
muitos alunos, o salto para o mundo formal € dificil porque exige abandonar
intuicbes e confiar exclusivamente em légica abstrata, o que Amanda demonstra

nesta questao te alcangado uma compreensao satisfatoria.
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Resolucao da questao 3 por Carla

Figura 36 - Caracterizacao da questao 3 por Carla
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Fonte: Da autora

A resposta da aluna, apresentada na Figura 36, nao utiliza a definicado formal
de limite conforme descrita na Figura 33, ja que em nenhum momento ela menciona
€, nem estrutura sua argumentacgao de forma a atender a essa definigao.

Embora Carla observe corretamente o comportamento da funcgao, ela nao

define K nem N de forma clara. Na formalizagao correta, seria necessario expressar
~ . 1 ~
N como uma fungdo de ¢, garantindo que ~<e¢ quando x > N. Expressdes como

"em algum momento K + N” e "valores muito préximos de zero" carecem de rigor
matematico, pois nao especificam, em termos de &, quao proximos esses valores
realmente est&o.

Apesar de apresentar uma boa intuigdo sobre o comportamento do limite e
tentar representa-lo simbolicamente, a resposta ndo atende aos critérios exigidos
pela definicdo formal. A transicdo do mundo corporificado e simbdlico para o formal
€, de fato, desafiadora. No caso de Carla, essa dificuldade, segundo Tall (2013)
ocorre porque seu conceito imagem de limite estd fundamentado em intuigdes
baseadas em graficos ou calculos numéricos, o que pode entrar em conflito com a
definicdo formal e rigorosa de limite.

Sua resposta revela alguns aspectos dos conceitos imagem instrumental,

conforme descritos por Domingos (2003). Este nivel é caracterizado pela aplicagéo
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das definicdes e conceitos matematicos de forma organizada, mas ainda sem um
rigor formal completo. O fato de Carla compreender qualitativamente o
comportamento da fungdo, mas nao estruturar sua argumentacdo em termos da
definicao, indica que sua compreensao esta nesse nivel. Entdo para avangar para o
nivel relacional, ela ainda precisa refinar sua argumentagdo para alcancar uma

compreensao plenamente relacional do conceito de limite.
Resolucao da questao 3 por Claudia

Figura 37 - Caracterizacdo da questdo 3 por Claudia
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Fonte: Da autora

Tomando por base a demonstracdo formal apresentada na Figura 33, a
resposta da aluna descrita na Figura 37 nao faz uso da definicdo formal de limite,

que € essencial para uma demonstragao rigorosa. Embora mencione a transitividade

. . . 1 . ~ iy s .
para justificar o decrescimento de ~» 1850 néo substitui a necessidade de provar

formalmente que % < g parax > N, com N adequadamente escolhido.

A frase final limite tende a zero" é ambigua e nao atende ao rigor
matematico. E necessario concluir que, dado qualquer ¢ > 0, é possivel escolher um
N > 0 que satisfaga a condi¢ao da definicao formal.

Ainda assim a aluna apresenta uma boa intuicdo e usa corretamente a
. . 1 ~
propriedade de decrescimento de e O que reflete uma compreenséo estrutural

solida, com uma boa intuicdo sobre o problema e o uso correto de algumas
propriedades da fungdo demonstrando aspectos do conceito imagem instrumental e
relacional, mas ainda esta consolidando a capacidade de abstracdo e generalizacéo
necessarias para atingir o nivel relacional pleno.

Para Tall (2013) o conceito de limite é formalizado com base em estruturas

rigorosas e quantificadores Iogicos (V e 3), garantindo que ele seja independente de
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qualquer intuicdo visual ou operacional, e esses quantificadores nao foram utilizados

para a prova desta questao.

Resolugao da questao 3 por Gustavo

Figura 38 - Caracterizagao da questao 3 por Gustavo
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Fonte: Da autora

Tomando por base a Figura 33 e analisando entdo a resposta do aluno
apresentada na Figura 38, € possivel perceber que ele comegou corretamente com
a estrutura da definicdo formal de limite, porém em algumas partes, ele mistura a
notacdo formal (usando Ve > 0) com passos intermediarios menos rigorosos,
tornando o argumento confuso e dificil de acompanhar.

Ele inicia com a definicdo geral de limite, mas ndo conecta cada passo

™ . 1
claramente ao problema especifico do limite de - quando x — co. Faltou amarrar as

. 1 . .
etapas para explicar como a escolha de § = - resolve a desigualdade e satisfaz a

definicdo formal, onde § € um numero real positivo que funciona como um "limite
minimo" para x. Essa tentativa de aplicar a definicdo formal e estabelecer relagoes
entre variaveis € de acordo com Domingos (2003) um indicativo de um movimento
em direcdo ao conceito imagem relacional, no entanto, as inconsisténcias no rigor
matematico e a falta de abstracdo completa mostram que o aluno ainda esta
consolidando sua compreensao nesse nivel.

Apesar do formalismo épsilon-delta ser uma ferramenta fundamental que
permitiu o desenvolvimento rigoroso da analise matematica, ela “frequentemente é

problematica para os estudantes que encontram o calculo pela primeira vez” (Tall
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2013, p. 289, traducdo nossa) a utilizacdo dos quantificadores de maneira
apropriada sempre € motivo de confusao entre os estudantes, inclusive o foi também
para Gustavo.

Resolucao da questao 3 por Juliana

Figura 39 - Caracterizagao da questao 3 por Juliana
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Fonte: Da autora

A Figura 39 mostra que a aluna identificou corretamente que, quando x — oo,

1 . TP L " .
o valor de;se aproxima de zero. A justificativa inicial ("quando o limite tende ao

. 1 . 1 ~
infinito, fica - e quando isso acontece, ;tende a zero") reflete uma compreensao

qualitativa da propriedade do limite. Porém nao faz uso explicito da definicao formal
de limite. A explicagao inicial € mais baseada em intuicdo e nao formaliza o conceito
de maneira rigorosa, deixando de lado termos como "para todo € > 0, existe M > 0
tal que...".

Juliana demonstra uma compreenséo inicial do conceito de limite, baseada

em observagdes intuitivas e qualitativas do comportamento da fungdo. Essa
~ ’ n . . 1 ~
compreensao € suficiente para identificar o comportamento de ~» mas nao para

articular uma resposta formal e rigorosa, sua resposta possui indicios de um
conceito imagem instrumental, ja que tenta aplicar a definicdo formal do limite. No

entanto, sua execugao apresenta erros que revelam uma compreensao limitada do
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uso da ferramenta indicando assim que ha uma mudangas do conceito imagem
incipiente para o inicio da constru¢gao de um conceito imagem instrumental.

A aluna tentou aplicar a definicdo formal do limite usando €, embora tenha
cometido alguns erros na execugao e apresentando muito mais uma abordagem
intuitiva do que formal. Isso demonstra esforco em trabalhar de maneira rigorosa,
porém Tall (2013) explica que essa compreensao intuitiva, € baseada em
percepgdes sensoriais e experiéncias praticas do mundo corporificado, ndo sendo
suficiente para capturar o rigor matematico da definicado épsilon-delta, que exige

precisao légica e abstragao.
Resolucao da questao 3 por Lucas

Figura 40 - Caracterizagao da questao 3 por Lucas
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Fonte: Da autora

Embora a explicagao intuitiva seja valida, ela ndo aborda o rigor da definicao
formal de limite. Frases como "sumiu a bala" sao ilustrativas, mas podem ser vistas
como vagas em um contexto formal. Isso demonstra uma dificuldade em transitar do
pensamento intuitivo para o rigor matematico exigido, e sobre isso o aluno faz a
seguinte explanacao: “Essa demonstragao que eles usam do épsilon e do delta eu vi
em calculo 1 vagamente.” Esta afirmagcdo demonstra, em tese, que o aluno tem uma
boa base intuitiva, mas precisa de orientagdo para alcangar o nivel formal exigido
em matematica avangcada. A resposta de Lucas é caracterizada por uma forte
dependéncia da intuicao e pela auséncia de rigor formal e apesar das dificuldades,

Lucas tem conhecimento basico das ferramentas matematicas formais, como a
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definicdo de limite com € e §, mas ainda nao sabe utiliza-las adequadamente. Essas
caracteristicas estdo presentes em um estagio inicial do conceito imagem
instrumental segundo Domingos (2003), precisando de apoio para consolidar a
aplicacao dessas ferramentas, de modo que podemos afirmar que seu conceito
imagem esta em transig¢ao do incipiente para o instrumental.

Em outra perspectiva, a explicagdo de Lucas evidencia que ele se encontra
no mundo corporificado de Tall (2013), pois ele faz uma analogia com um objeto que
ao sofrer muitas divisdes acaba ficando tdo pequeno que desaparece, ou seja, 0
comportamento de uma agao que se aproxima de zero a medida que as divisdes se
tornam cada vez maiores, o que ele revela ao inserir os trés pontos.

O desafio da transicdo do mundo corporificado ou simbdlico, para o formal
surge segundo Tall (2013) porque os estudantes precisam abandonar parcialmente
suas intuicdbes do mundo corporificado e simbdlico para adotar o pensamento
abstrato e légico do mundo formal, o que pode ser desconfortavel, pois as intuigcbes
sensoriais frequentemente entram em conflito com as definicbes formais mais

abstratas.

Resolug¢ao da questao 3 por Paulo

Paulo encontrou dificuldades de relacionar a teoria com a pratica. Isso é
comum em tépicos abstratos como a definicdo formal de limite, que exige uma
compreensao conceitual profunda e habilidade de traduzir ideias em passos formais.
Ao ser questionado sobre essa questao ele relatou que: “O limite de qualquer n,
sendo n um numero real, sobre x, quando x termina em infinito, dava zero. Porque
nao importa o quao grande € o infinito.” Isso sugere que o aluno entendeu que, a
medida que x cresce indefinidamente, o denominador x domina o numerador n,
reduzindo o valor da fracdo. Porém a explicagdo carece de fundamentagao
matematica formal, como a definigao rigorosa de limite.

O aluno comenta também que: “Isso daqui eu sei que estava no livro de
analise, eu vi ela no livro de analise, mas eu nao lembrava como seguir.” Este fato
demonstra que ele reconhece a relevancia do tema e onde buscar informacgdes,
indicando um esforgo ou familiaridade inicial com o assunto, revelando entdo que o
aluno tem memoria associativa sobre o conteudo, mesmo que nao tenha conseguido

aplica-lo.
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O uso da memoéria associativa sugere que Paulo esta no inicio de sua
construcdo de imagens conceituais para conceitos mais avangados. No entanto, a
falta de pratica formal e conexdo profunda com a teoria limita sua capacidade de
aplicacado. Tall (2013) enfatiza que o aprendizado matematico € um processo
cumulativo. Paulo demonstra estar no mundo corporifica, onde reconhece elementos
importantes do conceito, mas ainda ndo desenvolveu completamente o raciocinio
formal necessario.

Explorando o conceito imagem evocado por este aluno, € possivel analisar a
dificuldade que este possui em conectar teoria e pratica, sendo essa uma
caracteristica de um conceito imagem incipiente, na qual os conceitos sao
reconhecidos, mas ainda n&o estdo suficientemente claros ou estruturados para
serem aplicados de forma autbnoma e consistente. A mengao de Paulo ao fato de
que o conceito estava no "livro de analise" indica que ele possui memoria associativa
sobre o tema, mas ndao um dominio ativo do mesmo. Domingos (2003, p. 133)
explica que no conceito imagem incipiente uma “das principais propriedades que os
alunos evocam neste nivel estdo permeadas pela memorizagdo e pelo
ventriloquismo, sendo os alunos capazes de as referir verbalmente mas nao

conseguindo dar-lhe o significado esperado”.

Reflexao da questao 3

De maneira geral, as respostas apresentadas pelos alunos refletem os
diferentes estagios de desenvolvimento conceitual descritos por Tall (2013) no
contexto do aprendizado matematico. Carla, Claudia e Juliana mostram que, embora
os alunos possuam uma boa intuicdo sobre o comportamento do limite, essa
abordagem ndo € suficiente para alcangar o rigor formal necessario. Tall (2013)
destaca que o aprendizado comega no mundo corporificado, onde a intuigdo visual
ou sensorial predomina, mas deve progredir para o mundo formal, onde a abstragao
€ essencial. Paulo e Lucas demonstram uma compreensao inicial dos conceitos,
reconhecendo sua relevancia e aplicabilidade, mas enfrentam dificuldades em
traduzi-los em termos formais. Isso refor¢ca a ideia de Tall de que a construgao de
imagens conceituais € um processo cumulativo e gradual, que requer pratica e
exposi¢cao continua aos conceitos. Gustavo e Amanda ilustram a transicdo os dois

mundos, pois eles sdo os unicos estudantes que fazem o uso apropriado da
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definicdo formal, Gustavo ainda com alguns erros de associacdo, mas ambos
mostram que € possivel vencer o desafio da complexidade dos quantificadores
I6gicos envolvidos na definigao.

Em relagdo ao conceito imagem de cada aluno percebemos que Carla e
Claudia se apoiam em procedimentos ou intuigdes parciais, mas sem demonstrar
uma compreensdo completa ou relacional, embora elas consigam identificar
aspectos gerais, como o comportamento da fungcao; sua abordagem ¢é limitada pela
auséncia de uma conexao profunda entre os passos realizados e 0s conceitos
tedricos subjacentes. Juliana apresenta uma tentativa de formalizagao o que reflete
um uso inicial de ferramentas matematicas sem pleno entendimento das conexdes
mais abstratas, ja Lucas apresenta uma explicagao pratica que, apesar de correta
em termos qualitativos, é insuficiente para uma demonstracao formal, esses alunos
diferem mais do grupo inicial, devido a utilizagdo de conceitos mais intuitivos. Eles
aplicam estratégias praticas, mas sem um dominio relacional que permita conectar
formalmente as definigdes com as solugdes, Domingos (2003) explica que o
conceito imagem instrumental enfatiza a execucdo de passos ou O uso de
ferramentas, sem uma compreensdo profunda do "porqué" subjacente aos
procedimentos.

Paulo exibe uma compreensao parcial e fragmentada, com limitagcbes na
formalizacdo e aplicagdo pratica; o entendimento dele se limita a uma intuicéo
qualitativa, sem rigor matematico ou conexdes profundas entre os conceitos, com
aspectos de memorizacao e ventriloquismo.

Tanto Amanda quanto Gustavo mostram indicios de um conceito imagem
. ~ 1 .. . N
relacional, conectando o comportamento da fungéo -~ a limites laterais e as

implicacdes do sinal de x. Eles percebem que a diregao de aproximacéao influencia o
resultado, evidenciando que compreendem as relagdes subjacentes entre variaveis,
mas Amanda parece mais proxima de alcangar uma compreenséo relacional plena,
enquanto Gustavo ainda precisa fortalecer a conexao entre conceitos estruturais e
as formalizacdes necessarias.

Embora cada aluno apresente diferentes niveis de compreensdo, todos
mostram algum grau de esforco e familiaridade com o conceito de limite. Isso

evidencia que, com intervengdes pedagodgicas adequadas, como a utilizagdo de
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representacdes graficas, pois nesta questdo nenhum aluno fez uso deste recurso, e
a pratica de definigdes formais, ha um grande potencial para avango no raciocinio
formal.

O Quadro 6 foi elaborado com base na sequéncia de quatro etapas para a
descrigao do conceito matematico exigido nesta questdo, conforme descrito por Tall
(2013) e previamente mencionado. Abaixo, estdo os requisitos analisados em cada
uma dessas etapas:

1. Reconhecimento de Propriedades dos Conceitos: Identificar

1

caracteristicas fundamentais da funcéo f(x) = o

2. Descricao de Propriedades no Contexto: Explorar as propriedades no
contexto dos limites;
3. Definicdo de Propriedades como Base para Conceitos: Definir
formalmente o comportamento assintético da fungao;
4. Deducédo de Propriedades e Construgdo de Estruturas: Usar as
defini¢des formais de limite para provar as propriedades deduzidas.
O Quadro 6 refere-se ao que observamos dessas estruturas nas respostas

dos alunos.

Quadro 6 - Caracterizagao das Respostas dos Estudantes a Questao 3

Definicao de Deducao de
Reconhecimento Descricao de
_ . Propriedades Propriedades
Estudante | de Propriedades Propriedades
como Base para | e Construgao
dos Conceitos no Contexto
Conceitos de Estruturas
Amanda X X X X
Carla X X
Claudia X X
Gustavo X X X X
Juliana X X X
Lucas X X
Paulo X
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7.4. Anadlise da questdo 4

Esta questdo foi apresentada no Enade de 2017 com o objetivo de nao
apenas verificar a capacidade técnica do aluno em calcular limites, mas também sua
habilidade de aplicar conceitos fundamentais (como o teorema do confronto) e
interpretar desigualdades em contextos avancgados. A Figura 40 mostra o problema

abordado e a Figura 41 o grafico que forneceria suporte para resolucgao.

Figura 41 - Questdo do Enade
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Fonte: Enade 2017 - Questao 12

Figure 12_- Representacao grafica da Teoria do Confronto

Fonte: Mevs et al. (2013, p. 51)
Apds a resolugao de questdes mais diretas e objetivas envolvendo limite, esta

atividade enfatiza a relevancia da pratica com desigualdades e conceitos
fundamentais em analise matematica, elementos essenciais para o aprofundamento

e consolidacdo do entendimento no calculo diferencial. Além disso, busca avaliar as
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habilidades dos alunos em calcular limites de fung¢des definidas por partes e em
analisar o comportamento dessas fungcbes em pontos especificos, exigindo uma
abordagem rigorosa e fundamentada. Esta questao integrou a prova do Enade 2017,
avalicdo aplicada aos cursos de Licenciatura em Matematica em 2017, a qual foi
respondida por alunos concluintes no respectivo ano, uma analise geral dos

resultados foi proposto por Mevs et al. (2023).

Figura 43 - QR Code para acessa o Artigo
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Integral pelo Enade em um curso de
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Grande do Sul” de Mevs, Dynnikov e
Pires (2023) publicado no Educacéo
Matematica em Revista.

Fonte: Da autora
Resolugao da questao 4 por Amanda

Figura 44 - Caracterizagcao da questao 4 por Amanda
Flgura 7 - Questio 4 do Enage

b nem @21 Paracalcularolimite , - 1y, "
IS0 T ’ r .I!

———,0sargumentos

podem ser desenvolvidos usa ndo as desigualdades
senr

0g <1, vilidas Para todo real r> 0,
r | r

A partir desses argumentos, conclui-se que L é

igual a Py ko di nomduiche Ym0 <lirm|am7) g hn L
on | i 2 <hpfebes
go - 0=lm|mr]eo
(CI .
0 . doongy e ].%_mz"lzo

- %
0O —w.

Fonte: Da autora

Conforme ilustrado na Figura 44, a aluna aplica corretamente o Teorema do

Confronto e estabelece uma relagédo adequada entre o limite trigonométrico e o
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moddulo. No entanto, ao analisar o modulo da fungao trigonométrica, ela o expressa
com sinal negativo, o que contraria a definicdo formal de mddulo. Apesar disso,
como a solugdo da fungao trigopnométrica € zero, conclui-se corretamente que o
modulo também tende a zero.

Tall (1981) destaca a importancia das imagens conceituais como
representacdes mentais que os estudantes constroem durante o aprendizado. Nesse
contexto, a aluna parece possuir uma imagem conceitual precisa do teorema do
confronto e do limite trigonométrico, mas sua compreensdo sobre o conceito de
moddulo revela-se incompleta ou equivocada.

De acordo com Tall (2013), a aluna demonstra operar no mundo simbdlico,
utilizando corretamente o teorema do confronto e conectando os conceitos de limite
trigonométrico e modulo. Entretanto, o deslize identificado pode ser interpretado
como um reflexo de uma base conceitual que ainda mistura intuicdes corporificadas
com raciocinios simbdlicos, indicando a necessidade de maior consolidagdo no

pensamento formal.
Resolugao da questao 4 por Carla
Figura 45 - Caracterizagao da questao 4 por Carla
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Fonte: Da autora

Embora a aluna responda a questdo corretamente e utilize a desigualdade,
ela ndo menciona explicitamente o teorema do confronto que é fundamental para
justificar formalmente a conclusdo, conforme pode ser verificado na Figura 45.

Apesar de utilizar o médulo na desigualdade, ela ndo explora o fato de que o limite

do mddulo implica o limite da fungao original (%"(x)) chegando entdo ao resultado



99

de L =0, poréem nao deixa claro como chegou a essa conclusdo, ja que nao

desenvolve completamente os argumentos fornecidos na questdo deixando claro
L P ~ 1 ..
que o limite central é encontrado porque as funcdes 0 e ~ possuem o0 mesmo limite

no infinito, conforme exige o teorema.

A resposta da aluna revela intuicbes corretas e habilidades simbdlicas iniciais,
como o uso de desigualdades e mdodulos, mas demonstra dificuldade em realizar
uma justificativa completa com base no rigor formal exigido pelo teorema do
confronto. Essa lacuna reflete desafios comuns no ensino e aprendizado do calculo,
conforme apontado por Tall (2013). O autor destaca a dificuldade dos alunos em
superar abordagens baseadas em intui¢gdes corporificadas e simbdlicas, avangando
para o raciocinio abstrato e formal requerido pela matematica avangada. Além disso,
Tall (1981) observa que estudantes frequentemente enfrentam obstaculos ao lidar
com conceitos formais, especialmente quando teoremas interigam multiplos

conceitos, como é o caso do teorema do confronto.
Resolucao da questao 4 por Claudia

Figura 46 - Caracterizagdo da questdo 4 por Claudia
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Fonte: Da autora

Conforme pode ser observado na Figura 46, a aluna justifica corretamente
que, a medida que x — o, 0 denominador cresce, levando a fragdo a se aproximar
de zero, e isso é um aspecto importante para a solugao, assim como identificar que
—1 <sen (x) <1 que é essencial para justificar o comportamento da funcéo. Ela
menciona que o denominador tende ao infinito e que isso aproxima a fragao de zero,
mas nao aborda explicitamente o efeito do comportamento oscilatério de sen (x),
nem justifica como isso é neutralizado pelo denominador. Porém, apesar de
apresentar a logica do comportamento da fungado central, a aluna n&o utiliza o
teorema do confronto, que seria a abordagem formalmente correta para resolver a

questao com as desigualdades e nem deixa claro como elas implicam na solugéo.
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A aluna demonstra intui¢gdes corporificadas ao perceber que o denominador
crescente leva a fragao a se aproximar de zero, baseando-se em uma compreensao
pratica e intuitiva do comportamento da funcdo. A aluna reconhece a desigualdade
basica —1 < sen(x) < 1, essencial para a solugdo. No entanto, ndo utiliza essa
informacdo de maneira rigorosa no contexto do teorema do confronto, o que, de
acordo com Tall (1981), revela uma lacuna no desenvolvimento de sua imagem
conceitual sobre o limite. Essa imagem conceitual apresenta uma compreensao
parcial, mas nao esta plenamente conectada a formalizacdo matematica necessaria

para justificar a solugao de forma rigorosa.

Resolugao da questao 4 por Gustavo

Figura 47 - Caracterizagao da questao 4 por Gustavo
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Fonte: Da autora

A Figura 47 expressa como o aluno descreveu a resolugao da questao 4, ele
demonstra ter compreendido o teorema do confronto, identifica as fungbes extremas
e suas solugdes. Porém ndo menciona diretamente que sen (x) € limitado entre -1 e
1 0 que é essencial para justificar a aplicagao das desigualdades e o comportamento
grafico da fungao.

Os estudantes frequentemente dependem do mundo corporificado para

formular ideias iniciais, mas a auséncia de uma explicagdo formal mostra que o
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aluno ainda néo internalizou completamente a necessidade de justificar cada passo
logicamente, como é esperado no mundo formal. O aluno demonstra estar no mundo
simbdlico, pois compreendeu o teorema do confronto e foi capaz de identificar as
funcdes extremas e suas solugcdes. Essa habilidade de lidar com desigualdades
reflete um progresso significativo na abstracdo e no uso de conceitos mais

avangados.
Resolucao da questao 4 por Juliana

Figura 48 - Caracterizacao da questao 4 por Juliana
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Fonte: Da autora

E possivel perceber na Figura 48 que a aluna reconheceu corretamente o
limite a ser calculado e a aplicagdo das desigualdades que serdo essenciais para
resolver o teorema do confronto, porém n&o justifica explicitamente o
comportamento de sen (x), ou seja, que ele esta limitado entre -1 e 1, o que
fundamenta as desigualdades aplicadas. Ela também realiza varios passos
intermediarios de forma desconexa. E escreve expressdes de limite que nao estao
diretamente ligadas ao raciocinio final, o que pode gerar confusado, inclusive
inicialmente respondeu a questdo como sendo A, porém risca percebendo que sua
conclusao ndo esta coerente com os calculos que realizou.

A realizagdo de passos intermediarios desconexos e a escrita de expressoes
de limite que ndo se conectam diretamente ao raciocinio final sugerem que a aluna
ainda nao consolidou uma imagem conceitual clara do teorema do confronto, Tall

(2013) explica que o aprendizado matematico eficaz ocorre quando os estudantes
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desenvolvem imagens conceituais que integram propriedades, comportamentos e

regras em uma estrutura légica coerente.
Resolucao da questao 4 por Lucas

Figura 49 - Caracterizagcao da questao 4 por Lucas
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Fonte: Da autora

Na Figura 49 o aluno fez o esbogo de um grafico a ilustrar o comportamento
oscilatério da fungcéo —sen (x), embora nesta tentativa de representar —sen (x) ha
uma inversao de sen (x), que nao afeta diretamente o resultado, mas pode ser mal
interpretado. Na pratica, o comportamento de —sen (x) continua oscilando entre os
mesmos valores de amplitude, mas com inversao de sinal. Essa percepgao o proprio
aluno teve durante o seu depoimento, apods refletir sobre os resultados
apresentados.

Apesar de utilizar a desigualdade, o estudante ndo menciona explicitamente o
teorema do confronto, que é o passo operacional para justificar que o limite € L = 0.

O erro ao representar o grafico de —sen(x) revela que o aluno ainda esta
imerso no mundo corporificado, que enfatiza percepg¢des sensoriais e visuais, como
graficos e comportamento oscilatério. A inversao de sinal de sen(x) reflete uma falha
na transigcdo para o mundo simbdlico, onde manipulagdes algébricas corretas sao

fundamentais, segundo Tall (2013). No entanto, a reflexdo do aluno sobre o erro



103

sugere uma evolugao no pensamento matematico, pois ele foi capaz de reconhecer
a discrepancia e ajustar sua interpretacao.

Ele demonstra intuicbes corretas sobre o comportamento oscilatorio da
funcao e do limite, mas carece de um entendimento sélido, como o uso explicito do
teorema do confronto o que indica que o aluno estda no mundo corporificado e
simbodlico. A reflexdo sobre o erro grafico é positiva, mas a dificuldade em justificar
rigorosamente o resultado reforga a necessidade de abordagens pedagdgicas que

conectem intui¢gdes visuais, manipulagcdes algébricas e formalismos abstratos.

Resolugao da questao 4 por Paulo

Embora o estudante tenha assinalado resposta correta, a falta de justificativa
indica que sua escolha foi baseada na intuicdo, o que demonstra que ele nao
compreendeu plenamente o0s conceitos matematicos envolvidos. Quando
questionado sobre como chegou a essa conclusao, o mesmo disse: - “Eu sinto que é
isso daqui, mas eu nao sei dizer o porqué que eu sei que € isso daqui.” O mesmo
caracterizou as alternativas como uma “muleta”, sugerindo que ainda que néo se
consiga realizar as operagdes matematicas que solucionem a questado € possivel
realizar algumas suposi¢des que solucionem a questao.

O estudante demonstra um processo de pensamento ancorado na intuicéao,
utilizando o que Domingos (2003, p.167) chamaria de “imagem conceitual
incompleta”. Ele "sente" que a resposta esta correta, mas ndo consegue articular a
l6gica formal que embasa sua escolha. Isso indica que a conexao entre a intuicao
inicial e o entendimento simbdlico ou formal ainda n&o foi desenvolvida.

Tall (2013) destaca que muitos estudantes, especialmente em estagios
iniciais do aprendizado matematico, recorrem a estratégias heuristicas, como
eliminar alternativas ou realizar suposi¢cdes, para chegar a uma resposta. Embora
essas estratégias possam ser uteis em alguns contextos, elas ndo promovem o
desenvolvimento de uma estrutura mais sofistica que suporte o raciocinio légico e

formal.

Reflexdes da questao 4
Alunos como Amanda e Carla mostram que possuem imagens conceituais

parciais ou incompletas sobre os conceitos de limite € médulo. Embora tenham
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intuicdes corretas sobre os conceitos, deslizes como a expressao incorreta do
moédulo ou a falta de justificativa rigorosa indicam que a imagem conceitual precisa
ser refinada. A falta de explicitagdo de informagdes essenciais, como —1 < sen(x) <
1 ou 0 uso desconexo de passos intermediarios (como Juliana demonstrou) apontam
para dificuldades na construgdo de imagens conceituais coerentes, como destacado
por Tall (1981).

Alguns alunos, como Paulo, basearam-se exclusivamente em intuicbes ou
percepgdes, como "senti que era a resposta certa" ou uso das alternativas como
"muletas”, sugere uma dependéncia do pensamento corporificado, sem uma
transicdo para niveis mais simbolicos ou formais.

Respostas como as de Gustavo e Claudia mostram que os alunos estéo
comegando a operar no mundo simbdlico, utilizando ferramentas como
desigualdades, graficos e limites. No entanto, a auséncia de justificativas formais ou
a falta de mencéo ao teorema do confronto mostram que essa transicdo ainda nao
esta completa.

Apesar disso, 0s progressos no uso de simbolos e raciocinios algébricos sao
sinais de que os alunos estdo desenvolvendo habilidades mais avangadas, ainda
que precisem de reforco na articulagdo rigorosa dos conceitos. E o uso de
estratégias como construgao de graficos (como Lucas tentou) podem ser Uteis para
reforgcar a intuicdo inicial, mas precisam ser complementadas por explicagdes
formais que conectem o mundo corporificado ao simbdlico e formal.

Segundo Tall (2013), essa lacuna ocorre porque os estudantes permanecem
no mundo corporificado (visual e intuitivo) ou no simbdlico inicial, sem avancgar para
o pensamento formal abstrato, que exige maior articulagdo légica e justificativa
rigorosa. Ele destaca que as imagens conceituais inadequadas ou incompletas sao
um dos maiores desafios no aprendizado da matematica, pois os alunos precisam
superar essas intuicdes iniciais para alcangar o pensamento formal. E a transicédo
gradual entre os mundos corporificado, simbdlico e formal é essencial para o
aprendizado significativo.

As estruturas analisadas no Quadro 7 ressaltam as seguintes observacgoes:

1. Reconhecimento de Propriedades dos Conceitos: Identificar os

conceitos matematicos ou propriedades fundamentais presentes no
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problema, como limites, desigualdades, ou comportamento de fungdes

trigonométricas;

. Descricao de Propriedades no Contexto: Relacionar essas

propriedades ao problema especifico, explicando como elas se

manifestam no cenario apresentado;

. Definicdo de Propriedades como Base para Conceitos: Formalizar as

propriedades identificadas, estabelecendo bases tedricas rigorosas.
Isso pode incluir, por exemplo, a definicdo formal do teorema do
confronto ou de limites no infinito;

Deducado de Propriedades e Construgdo de Estruturas: Usar as
propriedades definidas para deduzir resultados e construir a solugao

formal, explicando cada passo com Idgica rigorosa.

Com essas estruturas em mente elaboramos o Quadro 7.

Quadro 7 - Caracterizagao das Respostas dos Estudantes a Questao 4

Definicao de Deducao de
Reconhecimento | Descrigdo de . .
. . Propriedades Propriedades
Estudante | de Propriedades Propriedades
como Base para | e Construgao
dos Conceitos no Contexto
Conceitos de Estruturas
Amanda X X X
Carla X
Claudia X
Gustavo X X
Juliana X X
Lucas X
Paulo

7.5. Reflexdes gerais: Conceito imagem e Classificagao nos trés mundos

O conceito imagem refere-se a representacdo mental que um individuo tem

de um conceito matematico, construida a partir de experiéncias anteriores,

interagcbes com diferentes representagbes e aplicagdes do conceito. Ele ndo é

necessariamente formal ou totalmente correto, mas reflete como o estudante
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entende e trabalha com a ideia matematica de limite, no nosso caso. Domingos
(2003, p. 129) aponta que “Foi possivel identificar trés niveis diferentes de conceitos
imagem nos alunos: conceito imagem incipiente, conceito imagem instrumental e
conceito imagem relacional”; conforme ja explicado no capitulo 5, possuem as
seguintes caracteristicas:

Conceito imagem incipiente: Representacdo inicial, fragmentada e muitas
vezes intuitiva do conceito, baseia-se em exemplos especificos e percepgoes
informais, e pode conter concepgdes errdbneas ou incompletas.

Conceito imagem instrumental: Desenvolvimento de estratégias e
procedimentos para manipular o conceito, o estudante aprende regras e técnicas,
mas sem compreender totalmente a estrutura subjacente, e pode aplicar
corretamente métodos sem entender o significado tedérico por tras deles.

Conceito imagem relacional: Compreensao mais profunda e estruturada do
conceito, integra diferentes representagdes (grafica, algébrica, numérica, verbal), e
relaciona o conceito a outros temas matematicos e consegue justificar suas
aplicacdes e propriedades.

O conceito imagem apresentados por Amanda, Carla, Claudia, Gustavo,
Juliana, Lucas e Paulo refletem diferentes niveis de compreensao, combinado com
as categorias propostas por Domingos (2003). Em linhas gerais, os padrdes
identificados demonstram uma progressao do conceito imagem incipiente para o
instrumental e, em alguns casos, indicios do conceito imagem relacional.

O conceito imagem incipiente é caracterizado pela compreensao inicial,
marcada por intuigdes equivocadas, aplicagdo de regras matematicas de forma
mecanica e uma dependéncia de explicagdes externas. Estudantes como Paulo,
Claudia, e, em algumas questdes, Juliana apresentam caracteristicas desse estagio.
Esses alunos demonstram dificuldades em conectar definigdes formais e conceitos
teéricos com a pratica, limitando-se a memorizagdo ou percepgodes intuitivas. O
desafio central & superar a visdo superficial dos conceitos e alcangar um
entendimento mais estruturado e integrado.

Amanda, Carla, Gustavo e, em varias situagdes, Lucas, ja possuem uma
compreensao mais técnica e organizada, caracteristica do conceito imagem
instrumental. Eles conseguem aplicar conceitos matematicos, resolver problemas e

realizar analises estruturadas, embora com limitacbes em termos de abstracédo e
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generalizagcdo. Esse nivel demonstra progresso significativo, mas ainda requer
refinamento para que os alunos desenvolvam uma visdo mais ampla e relacional.

Embora nenhum aluno demonstre dominio pleno do conceito imagem
relacional, Amanda, Gustavo e Lucas, em algumas questdes, apresentam indicios
de mudancga para esse nivel. Isso se reflete na tentativa de utilizar definigbes formais
e estabelecer conexdes mais profundas entre conceitos. No entanto, a falta de rigor
matematico e de abstragdo completa ainda impede que alcancem uma compreensao
relacional consolidada.

Para classificar as respostas dos alunos segundo os Trés Mundos de David
Tall, € importante analisar a forma como cada estudante se relaciona com os
conceitos matematicos e como eles resolvem (ou tentam resolver) a questdo. Para
tal, a partir das caracterizagdes que realizamos no capitulo 7.1 iremos relaciona-las
com os Trés Mundos de Tall (2013) que consistem em:

Corporificado: que baseia-se em experiéncias sensoriais, percepgoes
intuitivas e representagdes visuais. Os alunos nesse mundo utilizam principalmente
intuicdes ou imagens mentais para lidar com conceitos matematicos.

Simbdlico: Focado na manipulacdo de simbolos e regras matematicas, como
férmulas, céalculos algébricos e procedimentos. Aqui, a compreensao esta ligada ao
dominio de algoritmos e operagdes formais.

Formalismo: E onde a matematica é vista em termos de sistemas formais, e o
raciocinio se baseia em provas e generalizagdes.

O Quadro 8 estabelece um panorama geral das respostas dos alunos as

questdes e como relacionamos estas aos Trés Mundos.

Quadro 8 - Classificacao Geral a Luz da Teoria dos Trés Mundos

Estudante Questéao Mundo Justificativa
Nao conseguiu identificar o]
1 Corporificado | comportamento dos limites laterais a fim
Amanda de afirmar a existéncia de limite

Corporificado | Apresentou argumentos gerais baseados

e Simbdlico |na observacido intuitiva, sem calcular
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limites laterais formalmente.

Simbdlico e | Recorreu a definicdo formal de maneira
Formal precisa.
a Baseou-se em desigualdades e
Corporificado 3 )
o comportamento geral da fungdo, porém
e Simbdlico _ o S
com algumas inconsisténcias simbolicas.
Concluiu corretamente sobre o limite ao
Simbdlico simplificar a expressado, mas sem explorar
calculos rigorosos.
Reconheceu a inexisténcia do limite e
Simbdlico apresentou calculos formais incompletos
Carla dos limites laterais.
o Justificativa operacional, sem empregar a
Simbdlico L o
definicdo formal de limite.
Utilizou desigualdades de forma intuitiva,
Simbdlico sem conectar rigorosamente ao Teorema
do Confronto.
Nao conseguiu identificar o]
Corporificado | comportamento dos limites laterais a fim
de afirmar a existéncia de limite
Apresentou dificuldade em expressar os
Claudia Corporificado | argumentos gerais para calcular limites
laterais formalmente.
o Justificativa operacional, mas néo utilizou
Simbdlico L o
a definicao formal de limite.
Simbdlico Demonstrou ideia geral com uso de
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desigualdades, sem formalizar o uso do

Teorema do Confronto.

Gustavo

Simbdlico e

Formalismo

Apresentou limites laterais e justificou

rigorosamente usando técnicas formais.

Corporificado

e Simbdlico

Calculou os limites laterais corretamente e
justificou a inexisténcia do limite de forma

intuitiva.

Formalismo

Usou definicao formal (e-0) para
demonstrar o limite, porém cometeu

alguns erros na notagao.

Simbdlico e

Formalismo

Aplicou o Teorema do Confronto de
maneira estruturada e rigorosa para

justificar o limite.

Juliana

Simbdlico

Baseou-se na analise do comportamento
dos limites laterais, mas sem explorar a

operacionalizagao requerida.

Corporificado

Nao conseguiu concluir sobre a
inexisténcia do limite e nem os calculos

dos limites laterais.

Simbdlico e

Formal

Demonstrou uma tentativa de justificar,
mas sem empregar efetivamente a

definicdo formal de limite.

Corporificado

e Simbdlico

Justificou o limite com intuicbes sobre o
comportamento das  fungdes, sem

fundamentacao formal.

Lucas

Corporificado

e Simbdlico

Usou representagdes graficas e

operacionais para justificar sua resposta.
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N Baseou-se em representagbes visuais
Corporificado o o . o
2 . _ para justificar a inexisténcia do limite, sem
e Simbdlico o .
explorar limites laterais.

I
Explicagao intuitiva sobre o]

3 Corporificado | comportamento da fungdo, sem rigor

matematico ou uso de definigcbes formais.

I
Justificou com graficos e argumentos

Corporificado | intuitivos sobre o comportamento da
e Simbdlico | fungdo, ndo mencionando explicitamente a

Teoria do Confronto.

I
Nao conseguiu representar

N simbolicamente ou graficamente sua
1 Corporificado S . _
resposta para justificar a existéncia de

limite.

|
Intuiu incorretamente a existéncia do limite

2 Corporificado | e nao utilizou calculos ou justificativas

Paulo rrgorosas.

I
Nao apresentou resposta para essa

3 Corporificado | questdo, apenas uma memoria de ter

aprendido o conceito em questao.

I
Baseou-se em argumentos intuitivos sobre

4 Corporificado [0 comportamento da fungdo, sem

formalizagdo matematica.

Fonte: Da autora

Mediante a tabela apresentada podemos dizer que:
e Nas respostas da Amanda n&o ha evidéncias claras de representagdes
visuais, graficos ou explicagcbes baseadas em experiéncias sensoriais.

Amanda opera predominantemente no nivel simbdélico com transicdo para o
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formal, pois sua resposta ndo explora definicdes axiomaticas ou teoremas de
maneira totalmente formalizada, o que sugere que ela esta transitando para o
mundo formal.

Carla opera no mundo simbdlico de Tall. Ela demonstra uma compreensao
funcional dos conceitos, manipulando simbolos e aplicando regras
matematicas basicas para chegar a solugao correta. Nao faz uso de graficos
ou representagdes visuais que evidenciem uma compreensdo baseada em
experiéncias sensoriais comuns no mundo corporificado, mas ao representar
na questdao 3 a ideia empirica de que “ao aumentar o denominador tendo
como 1 o numerador, o resultado se aproxima de 0”, 0 que pode assim indicar
a presenca deste mundo. Ainda assim, sua abordagem carece de rigor formal
e abstracao mais profunda, tipicos do mundo formal.

Claudia nao utiliza representacgdes visuais (como graficos ou diagramas) para
justificar suas respostas. Sua abordagem é predominantemente simbdlica e
sua interagao é limitada com o mundo formal, inclusive ha uma tentativa de
formalidade, porém nao foi justificada com definicbes rigorosas ou
demonstragdes generalizadas.

Gustavo em suas respostas combina os trés mundos de Tall, pois demonstra
rigor matematico usando definicbes e teoremas formais, ainda que com
alguns erros de formalizacdo. Em todas as questdes, ele mostra
compreensao conceitual dos limites e os interpreta de forma abstrata,
caracteristicas do mundo simbdlico. Utiliza de uma abordagem experimental
para justificar a questdo 3, onde interpreta intuitivamente a indeterminacéo,
que o enquadraria no mundo corporificado. Assim podemos dizer que suas
respostas refletem um entendimento profundo e fundamentado nos mundos
formal, simbdlico e corporificado de Tall.

Juliana demonstra compreensao conceitual dos limites e procura aplicar
técnicas algébricas e formais em varias respostas, apesar de em alguns
casos elas aparecerem de maneira um pouco confusa. Ela também opta por
uma explicagéo baseada na intuicdo do comportamento da fungao, apoiando
a presenga do mundo corporificado. Existe a presenca dos trés mundos de

Tall, porém ha uma énfase maior no entendimento simbdlico.
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e As respostas de Lucas revelam uma integracao dos mundos corporificado e
simbdlico, pois ele utiliza representagdes graficas para auxiliar na intuigdo e
explicagdo dos conceitos de limite, demonstrando maior preferéncia para o
uso de representagbes visuais, complementada por uma compreensao
operacional do conceito de limite. Seu uso do mundo formal ndo é evidente,
mesmo nas questdes em que era requerido.

e Paulo revela predominancia do mundo corporificado e suas justificativas
baseiam-se em uma interpretagdo do salto na fungao, intuicdo basica de
comportamento da fungéo, ou instinto, sem calculo detalhado. Ele n&o utiliza
defini¢gdes, provas ou abordagens matematicas rigorosas para justificar suas
respostas. De forma geral, Paulo adota uma abordagem simplificada e
qualitativa, com forte dependéncia da intuicdo e interpretacdo visual, sem
aprofundar em operagdes ou formalizagdes matematicas.

De forma geral, o enquadramento apresentado pode ser realizado a partir da
analise de como os alunos interagem com os trés mundos de Tall (2013). No mundo
corporificado, os estudantes operam predominantemente utilizando representacoes
visuais, graficos e intuicdes baseadas em experiéncias sensoriais. Suas justificativas
sdo qualitativas, fundamentadas em observagdes ou interpretagdes intuitivas do
comportamento de fungdes, sem aprofundamento em calculos ou formalizagbes
matematicas. Embora apenas Lucas tenha utilizado graficos em suas respostas,
algo que era esperado ocorrer com maior frequéncia, essa caracteristica ndo exclui
outros estudantes que pertencam a este mundo, pois suas respostas ainda
evidenciaram aspectos relacionados a experiéncias sensoriais.

No mundo simbdlico, os alunos demonstram habilidade em manipular
simbolos e aplicar regras algébricas ou técnicas matematicas basicas. Eles
desenvolvem solugbes operacionais, mas frequentemente sem compreender ou
justificar formalmente os conceitos por meio de definicbes ou teoremas,
apresentando, em alguns casos, erros conceituais que refletem fragilidades em sua
compreensao.

Ja no mundo formal, a analise mostra que os alunos que estdo concluindo o
curso de licenciatura em matematica ainda nao possuem total seguranga para
operar de forma consistente nesse nivel. Amanda, por exemplo, embora tenha

apresentado respostas corretas no mundo formal em uma das questoes,
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demonstrou conflitos conceituais relacionados ao conceito de limite na primeira
questdo. Gustavo, por sua vez, tentou operar no mundo formal, mas apresentou
dificuldades na correta utilizacdo dos quantificadores, revelando fragilidades nesse
aspecto. Ainda assim, suas respostas nas demais questdes foram mais coerentes,
indicando um progresso nesse nivel.

Paulo, entretanto, apresentou o conceito-imagem mais conflituoso, adotando
uma abordagem simplificada e qualitativa que refletia uma compreenséo limitada do
conceito de limite. Seu caso exemplifica a perspectiva de Tall (1981), segundo a
qual, quando o conceito imagem € negligenciado ou n&o desenvolvido
adequadamente, podem surgir lacunas significativas no aprendizado subsequente.
Sua dificuldade reforga, portanto, a importdncia de uma base sodlida e bem
estruturada para evitar prejuizos no desenvolvimento de conceitos mais avangados.

Além disso, nenhum dos sujeitos da pesquisa demonstrou um conceito
imagem totalmente alinhado ao conceito-definicao. Isso ocorre, segundo Tall (2013),
porque a matematica é cumulativa, ou seja, conceitos anteriores servem de base
para a constru¢cao de conhecimentos mais avangados. Quando um aluno desenvolve
um conceito-imagem fragil, ele pode enfrentar dificuldades para conectar novas
ideias aquelas que ja possui, tornando-se suscetivel a obstaculos no aprendizado.
Muitas dificuldades no ensino de célculo derivam de concepgodes errdbneas formadas
no ensino basico, especialmente em relagdo a ideia de limite. Assim, essa
problematica evidencia um desafio recorrente no ensino de calculo; a chegada de
muitos alunos ao ensino superior sem um conceito imagem bem estruturado sobre
limites, o que compromete significativamente seu aprendizado e progresso

matematico.

7.6. Os relatos

As entrevistas, inicialmente, seriam realizadas de forma individual,
precedendo a aplicagdo das atividades escritas e uma selegcdo de perguntas
previamente elaboradas. No entanto, para otimizar o tempo, dada a dificuldade em
reunir os participantes, optou-se por coletar apenas relatos apds a resolugédo do
questionario. O objetivo foi compreender as dificuldades enfrentadas durante a

realizacdo das questdes e utilizar as respostas como suporte para caracterizar as
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solucbes apresentadas, bem como para entender o contexto em que os
participantes estudaram o conceito de limite na disciplina de Calculo I.

Os relatos dos alunos Paulo e Lucas foram realizados individualmente em
momentos especificos. Paulo se deslocou até a UFPel exclusivamente para
participar dessa conversa, enquanto Lucas, que estava cumprindo atividades
académicas no campus, interrompeu suas obrigagcdes, temporariamente, para
responder ao questionario e participar relatando suas percepg¢des sobre sua
aprendizagem do conceito de limite.

A aluna Carla respondeu ao questionario e fez seu relato no mesmo dia,
durante uma transmissao realizada via webconferéncia, enquanto estava em sua
casa, em um momento de tempo livre. Ja os alunos Amanda, Claudia, Gustavo e
Juliana, que estavam em outro campus da UFPel para a realizacdo de uma
avaliacao, responderam ao questionario e fizeram seu relato logo apds o término da
prova. Eles buscaram um local mais silencioso no campus, proximo a secretaria e
durante o horario de almogo, para participar do processo. No entanto, alguns
demonstraram desconforto durante nossa conversa, pois a exposicdo de suas
dificuldades gerou certo constrangimento, por isso ao contrario dos outros
estudantes que fiz a gravacao, com este grupo observei e fiz algumas intervencgoes,
e fiz anotagbes apds nossa conversa. Esse sentimento, inclusive, foi identificado
como um dos fatores que deixaram os alunos intimidados em participar da pesquisa,
dado o receio de nao conseguirem responder adequadamente as questdes
propostas no questionario.

Faremos abaixo a transcricdo das principais informagdes coletadas destes
relatos, que, do ponto de vista do aluno, apontam os facilitadores e as dificuldades
encontradas para aprender sobre limite. As imagens atribuidas s&o um resumo com
palavras-chave, representando os facilitadores (circulo azul) e os dificultadores

(circulo vermelho).

Relato de Amanda, Claudia, Gustavo e Juliana
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Figura 50 - Facilitadores e Dificultadores segundo quatro estudantes
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Fonte: Da autora

Apods a conclusado do questionario, os estudantes Amanda, Claudia, Gustavo
e Juliana juntaram-se para discutir sobre a questdo 2, a qual exigia o conceito de
moddulo, a fim de lembrar como deveria ser resolvido. Gustavo disse “lembro que
tinha que abrir em duas, mas nao sei como”. Entdo a Amanda, aparentemente, um
pouco insegura de sua resposta, disse que achava que “é algo como x e —x”. Entao

Gustavo pensou um pouco e descreveu aos colegas a conclusado que havia chegado

que “deveriam entdo ter separado o modulo em f—c e —;—C como tinha feito”, porém

Amanda e Gustavo ndo sabiam se sua conclusao estava correta. Claudia e Juliana
nao participaram do assunto, pois estavam com fisionomia de nao ter acompanhado

muito bem o raciocinio.

Quando os questionei se teria um valor numérico para representarf—c, eles

ponderaram um pouco e entdo Amanda com um tom de duvida respondeu 1, entdo
Gustavo afirmou com maior certeza “1”, e complementou que “bahhh faz todo
sentido”.

Ao serem questionados sobre o processo de aprendizagem de célculo, os
estudantes refletiram por alguns instantes e Gustavo respondeu que o processo foi
tranquilo, mas mencionou ter esquecido grande parte do conteudo. Seus colegas,

entdo, concordaram com sua observacdo. E por fim, a entrevista foi encerrada
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devido as limitagbes de tempo e necessidades praticas, como a proximidade do
horario de almogo e as atividades académicas subsequentes dos participantes.

Os estudantes demonstraram dificuldades em relembrar e aplicar o conceito
de modulo para resolver a questao proposta, o que sugere lacunas na fixagao e na
compreensao do conteudo de fungdes. Gustavo conseguiu identificar parcialmente a
abordagem correta, mencionando a necessidade de "abrir em duas", mas sua
explicacdo, bem como a tentativa de Amanda em complementar a ideia, nao
alcangou uma conclusao segura. Claudia e Juliana, por outro lado, nao participaram
ativamente da discussao, indicando uma possivel falta de entendimento ou interesse
no tema. Porém, nesse dialogo dos estudantes € possivel perceber um exemplo
caracteristico do processo de aprendizado considerado eficaz por Vygotsky (2001)
onde temos um problema a ser resolvido que por meio da interacdo dos alunos, eles
conseguem sair da zona de desenvolvimento real até a proximal, por meio da
mediacgao.

A reflexdo sobre o processo de aprendizagem de calculo revelou que os
estudantes tiveram uma experiéncia tranquila, mas com significativa perda de
conhecimento ao longo do tempo, conforme apontado por Gustavo e corroborado
pelos colegas. Esse cenario reflete a necessidade de estratégias mais eficazes de
retencdo e aplicagdo dos conceitos no ensino de calculo, e Tall e Vinner (1981)
ressalta a importadncia de construir imagens mentais claras (conhecidas como
conceito imagem) e associa-las corretamente as definicbes matematicas (conceito

defini¢ao).

Relato de Carla
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Figura 51 - Facilitadores e Dificultadores segundo Carla

Metodologia :reosts’fg?sag
do Professor pandemia
N Aprendizagem Dificuldade
Resiliéncia doLirmi em conceitos
e Limite anteriores
Apoio Memorizacédo
pedagdgico deregras e
estruturado manipulagoes
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Com relagdo a sua trajetéria anterior e ao cursar a disciplina de Calculo |,
Carla relatou ter enfrentado muitas dificuldades relacionadas as fungdes durante a
disciplina de Pré-Calculo. Por essa razao, antes de cursar Calculo |, a estudante
decidiu trancar o curso duas vezes. Na primeira ocasido, chegou a realizar um
trabalho, mas, segundo suas palavras, "n&o estava disposta a madrugar [estudando]
como das outras vezes". Na segunda vez, o contexto foi agravado pelo formato
remoto, imposto pela pandemia, e por problemas pessoais que demandaram sua
atencao, levando-a novamente a trancar o curso.

Quando finalmente decidiu realizar a disciplina, Carla destacou a metodologia
do professor como um fator determinante para seu aprendizado. Segundo ela, as
explicagdes detalhadas facilitaram a compreensao dos conceitos, o que, aliado ao
seu esforgo e dedicagao, tornou a experiéncia menos desafiadora do que imaginava.
Apesar disso, a estudante ainda considera dificil, em suas palavras, "lembrar de
todos os macetes [...] regrinhas [...] € manipulagdes € o que torna a disciplina
desafiadora". A matematica para essa aluna ndo parece ser uma construgdo de
conceitos abstratos e formais, formado por relagdes entre estruturas, mas um

acumulo de regras e artimanhas para resolver problemas.
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E possivel evidenciar como fatores pessoais, metodolégicos e contextuais
podem influenciar o desempenho académico. Inicialmente, as dificuldades em
compreender conceitos relacionados a fungdes e a falta de disposicéo para enfrentar
o estudo intensivo a levaram a interromper o curso duas vezes. Esses episodios
mostram como desafios pessoais, aliados a questdes pedagdgicas, podem afetar a
continuidade da formagao.

No entanto, a experiéncia com um professor, que adotava uma metodologia
clara e detalhada, mostrou como estratégias pedagogicas adequadas podem
desempenhar um papel crucial na superagdao de barreiras de aprendizado. A
dedicagcdo e o esforco pessoal de Carla foram fatores importantes para seu
progresso na disciplina de calculo I. No entanto, os resultados apresentados
evidenciam dificuldades significativas na aplicagdo de regras, manipulacdes
algébricas e formalismo matematico. Embora Carla se veja como uma aluna
esforcada e comprometida com os estudos, seu desempenho na atividade aplicada
ainda nao refletem avangos expressivos em matematica.

Essa reflexdo destaca a importancia de uma abordagem pedagdgica que
valorize explicagdes acessiveis e 0 apoio ao estudante, especialmente em
disciplinas tradicionalmente consideradas dificeis, como o Calculo. Além disso,
ressalta que o aprendizado ndao € apenas resultado de esfor¢o individual, mas
também de um ambiente educacional que favoreca a compreensao e acolha as

particularidades dos estudantes.

Relato de Lucas
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Figura 52 - Facilitadores e Dificultadores segundo Lucas
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Fonte: Da autora

Lucas relatou ndo ter se adaptado ao método utilizado pelo professor.
Segundo sua avaliagao, o professor adotava uma abordagem muito computacional e
direta, o que, para Lucas, resultou no "pulo" de certos conteudos, como a construgao
e analise de graficos. Ao assumir a monitoria de Calculo Il, Lucas percebeu o quanto
essas lacunas conceituais interferiram na sua aprendizagem, as quais precisaram
ser preenchidas devido a exigéncia de dominio desses conceitos para o
desempenho de suas atribuigdes como monitor, pois ainda que nao atendesse os
alunos de Calculo I, os alunos o procuravam com duvidas que algumas vez nao
abrangiam a disciplina do qual era responsavel e para nao deixar o colega
desamparado acabou atendendo alunos com dificuldade no conceito de limite.

Essa experiéncia também lhe trouxe a percepc¢ao de que, embora a disciplina
de Calculo | no curso de Licenciatura tenha 6 créditos e ja seja considerada
desafiadora, em outros cursos, com apenas 4 créditos, o conteudo frequentemente é
reduzido. Essa situagdo é agravada em graduagdes nas quais os estudantes tém
menor aptiddo para matematica, o que dificulta ainda mais o aprendizado. Lucas
destacou que buscou explicagcbes mais praticas e intuitivas, especialmente,
relacionadas a graficos, para auxiliar os alunos. Ele enfatizou que a analise de

graficos era um aspecto frequentemente demandado em cursos como Agronomia.
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Sobre sua atuagdo como monitor, Lucas complementou observando que, ao
trabalhar com o conceito de limite, percebeu que muitos alunos tinham dificuldade
em realizar operagdes basicas, como o uso de produtos notaveis, o que
comprometia ainda mais o entendimento de conceitos mais avangados.

O relato de Lucas evidencia o desafio docente destacado por Tall (2013) de
adotar metodologias de ensino que atendam as diferentes necessidades e perfis de
aprendizagem dos alunos. Tall (2013, p. 274) destaca duas abordagens que devem
ser levadas em consideracdo no momento da escolha da metodologia, sao elas as

e Uma abordagem natural baseada na matematica tedrica que
envolve corporificagdo, ou simbolismo, ou uma combinagdo dos
dois;

e Uma abordagem formal que utiliza a matematica com definicdes
baseadas na teoria dos conjuntos e dedugbes formais.

Essas duas abordagens refletem diferentes niveis de maturidade no
pensamento matematico e a transicdo gradual que os aprendizes fazem ao
progredirem em sua jornada matematica.

O caso de Lucas destaca a relevancia de abordagens pedagdgicas mais
integradoras, que contemplem tanto a aplicagdo computacional quanto a
interpretacdo grafica e conceitual dos conteudos. A percepcao dele como monitor
reforca a necessidade de um ensino de base mais sdlido, especialmente em
conceitos fundamentais como produtos notaveis e a construgédo de graficos, que sao
ferramentas essenciais para o entendimento de disciplinas como calculo.

Além disso, o relato de Lucas chama atencao para o impacto do curriculo e
da carga horaria das disciplinas. A redugao de créditos em alguns cursos pode levar
ao enxugamento de conteudos, dificultando ainda mais a assimilagao por parte de
alunos que possuem pouca familiaridade ou aptidao para matematica. A experiéncia
do estudante também ressalta o papel crucial da monitoria, ndo apenas como
suporte aos colegas, mas como uma oportunidade de aprofundar a prépria
compreensao e identificar falhas no processo de aprendizagem.

Essa reflexdo aponta para a necessidade de uma abordagem pedagdgica
mais equilibrada, que combine explicagcbes de processos, desenvolvimento de
habilidades basicas e aplicagbes praticas, a fim de promover uma aprendizagem

significativa e abrangente para os diferentes perfis de estudantes.
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Relato de Paulo

Figure 53 - Facilitadores e Dificultadores segundo Paulo
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Paulo relatou que possui grande dificuldade com o conceito de limite. Ele
afirma que nunca conseguiu compreender adequadamente a teoria, as
demonstragdes, os limites laterais e os processos de prova da existéncia de um
limite. Durante as aulas e em seus estudos individuais, tais topicos se mostraram
complexos e pouco assimilados. No entanto, ele acredita que, ao revisar algumas
técnicas, como a aplicagdo do teorema de L'HOspital, talvez fosse possivel resolver
exercicios especificos.

O estudante destacou que sua maior dificuldade esta relacionada ao longo
intervalo de tempo entre suas experiéncias com o tema. Ele cursou a disciplina de
Calculo | em 2017 ou 2018, mas ficou afastado da universidade por um periodo e
retornou para cursar Andlise Real. Essa interrupcdo e a auséncia de contato
continuo com o tema representaram um desafio significativo em sua aprendizagem.

Ao ser questionado sobre a relagdo entre sua dificuldade com limites e o
conceito de fungao, Paulo respondeu afirmativamente, justificando que sua formagao
em matematica no ensino basico foi voltada predominantemente a geometria. O

estudo de fungdes foi limitado a conceitos basicos, como funcdes de primeiro e
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segundo grau e seus graficos. Ele acredita que essa base insuficiente comprometeu
seu desempenho em disciplinas como Pré-Calculo, na qual, inicialmente, foi
reprovado. Ele relata que seu professor frequentemente utilizava graficos em
explicagdes, dizendo que bastava “olhar o grafico”. Contudo, Paulo ndo compreendia
o significado dessa orientagcédo e, em suas palavras, pensava: “eu nao sei o que € so
olhar”. Hoje, mais maduro, ele afirma, com um sorriso, que entende o sentido do
comentario do professor e reconhece que realmente era simples observar o grafico
para compreender.

Ainda assim, Paulo reflete que a falta de consolidagdo do conhecimento de
fungdes foi um obstaculo que dificultou seu progresso ao estudar limite,
influenciando negativamente sua aprendizagem na época.

O relato de Paulo evidencia como lacunas na formagao basica e a
descontinuidade nos estudos podem impactar negativamente na aprendizagem de
conceitos matematicos mais avancados, como limites. A auséncia de uma base
sélida em fungdes e graficos, aliada a uma abordagem pedagdgica que ele néo
compreendia completamente no ensino basico e em disciplinas iniciais, gerou
dificuldades que se acumularam ao longo de sua trajetéria académica.

A percepcao de Paulo sobre sua experiéncia reforgca a importancia de uma
sequéncia estruturada de ensino, que priorize a consolidagdo de conceitos
fundamentais antes da introducdo de tépicos mais complexos. Fungdes, por
exemplo, servem como base para a compreensao de limites e de outros conceitos
em matematica superior. Quando essa etapa ndo é bem trabalhada, o estudante
tende a encontrar obstaculos significativos em disciplinas subsequentes, como
aconteceu no caso dele com Calculo | e Analise Real.

Por outro lado, o reconhecimento tardio de Paulo, ao dizer que hoje entende a
simplicidade das explicagdes graficas sugeridas pelo professor, mostra que o
aprendizado matematico é continuo e muitas vezes nao ocorre no ritmo esperado,
mas pode ser recuperado em momentos futuros. Sua experiéncia também aponta
para a necessidade de metodologias que integrem mais exemplos e representacdes
visuais, como graficos, de forma acessivel e alinhada ao nivel de entendimento do
aluno.

Além disso, a interrupcao nos estudos e o longo intervalo entre disciplinas

relacionadas ao mesmo tema revelam como a desconexao temporal pode dificultar a
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recuperagao e a aplicacado de conceitos previamente aprendidos. Isso sugere que
curriculos académicos devem ser estruturados para manter uma continuidade e
revisdo frequente de conteudos essenciais, promovendo uma aprendizagem
duradoura.

Por fim, o relato de Paulo é um lembrete valioso para educadores e
instituicbes sobre a relevancia de fornecer suporte pedagdgico adequado,
especialmente em momentos de transicdo, e de criar ambientes de aprendizagem

que considerem as diversas trajetorias e ritmos dos estudantes.
7.7. O processo de aprendizagem

Figura 54 - Wordcloud da aprendizagem
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Fonte: Da autora

A partir dos quatro relatos analisados, podemos extrair diversas reflexdes e
conclusdes sobre o processo de aprendizagem, especialmente no contexto do
ensino de calculo e de conceitos matematicos mais avangados. Cada estudante
apresenta uma trajetéria unica, mas ha padrdes recorrentes que ajudam a
compreender desafios comuns no ensino e na aprendizagem da matematica. As
principais conclusdes incluem:

e A aprendizagem é um processo continuo e pessoal
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Os relatos mostram que cada aluno enfrenta desafios especificos de acordo
com sua trajetoria académica, suas experiéncias anteriores e o contexto no qual
esta inserido. Enquanto alguns estudantes, como Amanda e Gustavo, demonstram
dificuldades momentaneas, mas conseguem avancar por meio da interagao social
(como discutido por Vygotsky), outros, como Paulo, enfrentam desafios mais
profundos devido a lacunas na formacao basica e a descontinuidade nos estudos.
Isso evidencia que a aprendizagem matematica nao ocorre de maneira linear e que
cada estudante possui um ritmo proprio de assimilagdo e desenvolvimento
conceitual.

e A importancia de uma compreensao solida da matematica basica

Uma das dificuldades mais recorrentes nos relatos foi a falta de uma base
consolidada em conceitos fundamentais, como fungdes e manipulagao algébrica.
Paulo, por exemplo, enfrentou dificuldades com limites devido a fragilidade no
entendimento de fungdes. Ja Lucas percebeu, ao atuar como monitor, que muitos
alunos tinham dificuldades até mesmo com operagdes basicas, 0 que comprometia o
aprendizado de conceitos mais avangados. Isso demonstra a necessidade de um
ensino estruturado que garanta que os estudantes dominem os pré-requisitos antes
de avancar para conteudos mais complexos. Tall (2013) considera o mundo
corporificado e simbdlico como a base para se alcangar a matematica formal
expressa nas universidades.

e O papel da interagao social na construgao do conhecimento

Baseados no primeiro relato, entendemos que a troca de ideias entre os
alunos foi essencial para que eles conseguissem progredir em sua compreensao
sobre o conceito de mddulo. Ainda que, inicialmente, as respostas nem sempre
estivessem corretas, o processo de discussdao permitiu que avangassem em sua
"zona de desenvolvimento proximal", conforme proposto por Vygotsky (2001). Esse
aspecto reforga a importancia de metodologias que incentivem a colaboragdo e o
aprendizado coletivo, seja por meio de monitorias, atividades em grupo ou
estratégias pedagdgicas ativas.

¢ Ainfluéncia da estratégia de ensino na aprendizagem

Os depoimentos mostram que as estratégias adotadas pelo professor tem um

impacto significativo no aprendizado dos alunos. No caso de Carla, por exemplo, a

mudancga para um professor que explicava os conteudos de forma mais clara e
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detalhada foi determinante para sua progressdo na disciplina. Em contrapartida,
Lucas sentiu dificuldades com um ensino excessivamente computacional, que nao
enfatizava construgdes conceituais e analises graficas, dificultando sua assimilagao
do conteudo. Esses relatos demonstram que diferentes abordagens pedagdgicas
podem beneficiar ou prejudicar a aprendizagem, dependendo do perfil do estudante,
o que torna o trabalho docente ainda mais desafiador.

e Desafios da interrupgao e da revisao na construgao do conhecimento

Tanto Carla quanto Paulo relataram que a interrupgao dos estudos e a falta
de contato continuo com os conteudos dificultaram sua aprendizagem. Paulo, em
especial, teve um grande intervalo entre o estudo de Calculo | e Andlise Real, o que
comprometeu sua compreensdao e exigiu um esforgo adicional para recuperar
conceitos esquecidos. Isso sugere que a aprendizagem matematica exige uma
revisdo frequente e um encadeamento l6gico de conteudos ao longo do curso,
evitando lacunas que dificultam a retomada dos conceitos, Tall (2013) expressa que
a aprendizagem da matematica é acumulativa, ou seja, os conceitos estdo de certa
forma, conectados.

e A necessidade de estratégias equilibradas entre teoria, pratica e
generalizagao

Os relatos também evidenciam a necessidade de um ensino que equilibre
diferentes abordagens. Como destacado por Tall (2013), ha dois caminhos principais
no ensino da matematica: uma abordagem natural, que envolve representagoes
visuais e intuicdo, e uma abordagem formal, baseada em definicées rigorosas e
provas matematicas. O caso de Lucas mostrou como a auséncia de uma abordagem
visual mais estruturada prejudicou sua aprendizagem inicial, enquanto Paulo teve
dificuldades com a formalizagdo matematica. Isso demonstra que a matematica deve
ser ensinada de forma integrada, permitindo que os alunos desenvolvam tanto a
intuicdo quanto o rigor formal.

Os quatro relatos analisados reforcam que a aprendizagem matematica é um
processo complexo, influenciado por diversos fatores, como a base prévia do aluno,
a metodologia utilizada pelo professor, a continuidade dos estudos e o ambiente de
aprendizado. Além disso, demonstram a importancia de um ensino que equilibre
teoria, pratica e intuicdo, favorecendo a constru¢do de conhecimento de forma

significativa. Para melhorar o processo de ensino-aprendizagem, é essencial investir
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em estratégias pedagodgicas mais inclusivas, que atendam diferentes perfis de

estudantes e promovam um aprendizado mais solido e duradouro.
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8 CONSIDERAGOES FINAIS

Este estudo teve como objetivo mapear as percepgdes dos alunos sobre o
conceito de limite, confrontando-as com as definicbes formais esperadas, a fim de
promover uma reflexdo sobre o processo de constru¢gdo do conhecimento
matematico ao longo da formagao académica. Para isso, analisamos os "conceitos
imagens" dos estudantes dos cursos Integral e Noturno de Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal de Pelotas, identificando como essas
representacdes se relacionavam com a definicao formal do conceito. A pesquisa foi
conduzida a luz da teoria dos trés mundos de David Tall, permitindo estabelecer
conexodes entre as compreensoes intuitivas e a formalizagdo matematica adquirida
ao longo do curso.

Os relatos e analises apresentados oferecem um panorama abrangente sobre
como os alunos caracterizam sua compreensado do conceito de limite. Tall (2013)
ressalta que o aprendizado matematico € um processo individualizado, influenciado
pelas caracteristicas pessoais e experiéncias preévias de cada aluno. Assim, nao ha
um unico caminho para o amadurecimento matematico, pois cada individuo
desenvolve suas habilidades de forma unica, refletindo a diversidade de trajetorias
de aprendizagem.

Nossa analise revelou uma grande lacuna entre conceito imagem e conceito
definicdo, reforcando a necessidade de uma base matematica sélida para a
assimilacao de conceitos abstratos. A dificuldade no uso da linguagem formal e na
manipulacdo de definicbes compromete a construgcdo do conceito de limite,
especialmente para alunos com conceitos imagem incipientes ou instrumentais. A
influéncia do contexto social e académico na aprendizagem também foi observada,
em consonancia com a perspectiva de Vygotsky (2001), indicando que metodologias
de ensino e oportunidades de interagdo impactam o avango conceitual.

A compreensdo dos alunos € em grande parte corporificada transitando para
o simbolismo, pois a falta de internalizagcdo abstrata dos conceitos impede a
aplicacao eficiente de calculos e formulas, dificultando a transicdo para um
pensamento matematico mais formal e generalizado.

Alguns alunos, como Paulo e Claudia, apresentam um conceito-imagem

incipiente, sendo que Claudia demonstra um leve avango em relagao a Paulo. Suas
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compreensdes baseiam-se em intui¢des fragmentadas e na aplicagdo mecanica de
regras, sem uma estrutura conceitual bem definida. Outros, como Carla, Juliana e
Lucas, possuem um conceito-imagem instrumental, conseguindo manipular simbolos
e resolver problemas, mas sem uma visao tedrica aprofundada. Amanda e Gustavo
apresentam indicios de transicdo para um conceito-imagem relacional, tentando
conectar definicbes formais a diferentes representagdes do conceito de limite.
Entretanto, Amanda demonstrou dificuldades em outras questbes, o que torna
desafiador determinar precisamente seu conceito-imagem. De forma geral, nenhum
dos alunos analisados desenvolveu um conceito-imagem completamente alinhado
ao conceito-definicdo, pois ainda ha fragilidades na formalizacdo e na abstragao
matematica. Além disso, deficiéncias em conceitos basicos da matematica agravam
essa lacuna, dificultando a construgao sdlida do conceito de limite.

Em relagdo a aproximagao entre conceito-imagem e conceito-definicdo, a
analise revela uma lacuna significativa entre ambos. O carater cumulativo da
matematica, conforme apontado por Tall (2013), exige uma base sdlida para o
avango em conhecimentos mais abstratos. Os alunos com conceito imagem
incipiente ou instrumental enfrentam dificuldades para conectar definigdes formais a
problemas praticos, comprometendo seu raciocinio matematico sobre limites, essas
dificuldades ou momentos criticos podem representar o que Tall (1976) interpretou
como “catastrofes cognitivas” que precisam ser resolvidas para que um novo
conceito seja assimilado, o autor diz que “nesse momento, cabe ao professor
identificar o conflito e suaviza-lo de maneira adequada” (Tall 1976, p.15). Além
disso, a dificuldade em lidar com a linguagem formal, como observado nas respostas
de Gustavo e Amanda, refor¢ga a necessidade de uma abordagem pedagdgica que
auxilie essa transigao.

Os relatos dos alunos também destacam fatores determinantes para esse
processo, como a importancia de uma base matematica soélida, a influéncia da
metodologia de ensino e a necessidade de um aprendizado continuo e revisado. A
falta de contato frequente com conceitos fundamentais, como funcbes e
manipulagao algébrica, compromete a estruturagdo do conceito-imagem e dificulta a
compreensao do limite no ensino superior. A interagdo social e a abordagem

pedagogica desempenham um papel crucial, pois alunos que tiveram mais
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oportunidades de discutir e revisar conceitos demonstraram maior avango, ainda que
sem alcancgar plenamente o conceito-defini¢ao.

Adicionalmente, a perspectiva de Vygotsky (2001) sobre a influéncia do
contexto social na aprendizagem se faz presente nos relatos analisados. As
respostas dos alunos refletem o impacto de adversidades educacionais, como
lacunas conceituais e dificuldades no dominio do formalismo matematico. Esses
elementos reforcam a ideia de que a aprendizagem €& moldada n&o apenas por
experiéncias individuais, mas também pelo ambiente social e académico.

A compreensdo dos alunos sobre o conceito de limite pode ser caracterizada
como em desenvolvimento. Esse processo ocorre em um espectro que vai desde
niveis iniciais, baseados em intuicbes corporificadas, até avangos no uso de
raciocinios simbodlicos. No entanto, muitos alunos enfrentam desafios na
formalizacdo rigorosa do conceito, mesmo estando em fases avancadas de sua
formagao, como a conclusao de um curso de licenciatura em matematica.

Assim, surge a necessidade de identificar estratégias para tornar a
formalizagcdo do conceito de limite mais clara e acessivel. O objetivo é garantir que
os alunos concluam o ensino superior com maior seguranga e dominio do
formalismo matematico, especialmente em relagao ao conceito de limite. Para isso, €
fundamental a implementagdo de metodologias pedagogicas que integrem intuicdes,
simbolismos e formalismos, promovendo um aprendizado matematico mais sdlido e
abrangente.

Domingos (2003, p. 1) relata sua experiéncia como professor de Analise

dizendo que

os alunos apresentam uma concepgdo dos conceitos matematicos
aprendidos no secundario de cariz operacional, isto &, relacionada com os
processos subjacentes aos conceitos, mas que é reveladora de uma falta de
reificacdo dos mesmos. Desta forma a capacidade de abstracgdo dos
conceitos é reduzida e manifesta-se sobretudo na manipulagédo de objectos
matematicos definidos simbolicamente.

Em nosso estudo semelhante ao autor, constatamos que os alunos
apresentam uma compreensao muito intuitiva, técnica e operacional dos conceitos
matematicos, sem, contudo, alcangarem um entendimento conceitual mais profundo.

Essa limitagdo compromete sua capacidade de abstragdo, generalizacdo e
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exploracdo dos conceitos de forma flexivel, restringindo-os a manipulagdo de

simbolos e processos, sem uma assimilacado completa dos significados subjacentes.
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APENDICE A - QUESTIONARIO

Questionario 1
2

. Calcule, caso exista o lim f(x) em que f(x) {ﬂ sex # 1 Eyplique como
X—

sex =1
vocé resolveu.

. Calcule, caso exista o 111‘% 'i—' Por que?
X—

. Prove que lim % = 0.

X—>00

. Questao do Enade

Figura 55 - Questao Enade 2017
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Fonte: Enade 2017



APENDICE B - RESPOSTA DOS ALUNOS
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APENDICE C - DEPOIMENTOS DOS ALUNOS

Todos os nomes citados nos depoimentos abaixo descritos sao ficticios.

TRANSCRIGAO DO DEPOIMENTO DA CARLA

Pesquisadora: Quando vocé aprendeu o limite pela primeira vez, teve
alguma dificuldade? Como foi?

Carla: Vixe, deixa eu ver... O limite foi em Calculo |. Quantas vezes eu
reprovei! (risadas) As fungdes foram mais tensas. Calculo I... Acho que foi na
segunda ou terceira vez que fiz a disciplina, mas sé terminei porque, nas duas
primeiras, eu tranquei. Foi tenso, mas me dediquei muito.

Pesquisadora: Vocé trancou Calculo 1?

Carla: E, era online. Ai eu peguei com o Amaro e o Cleiton, que ja tinham me
feito sofrer em Fungdes. Mas passei! Eles foram bons em Fungdes pra mim, sabe?
S6 que eu nao estava disposta a madrugar de novo, que nem das outras vezes.
Entdo, tranquei aquela primeira vez. Cheguei até a comegar, fiz um trabalho, mas
tranquei.

Depois, comecei de novo no online. Nao, pera... Era presencial, com o Amaro.
S6 que eu nado estava numa fase boa da minha vida, entdo nem da pra culpar o
professor. Ai, depois, fiz com o Joilson e, pd, o Joilson foi excelente! Ta louco, ele
até 0 "1 + 1" ele explica.

Mas foi uma disciplina em que me dediquei demais, demais, demais! Entao,
sei la... Acho que foi dificil, mas nao foi o fim do mundo. Pra mim, Fungdes foi pior.

Pesquisadora: E o que tu acha que, dentro do conceito de Limite, acaba
sendo mais dificil de entender? O que vocé achou mais dificil e facil em Limite?

Carla: Eu acho que as regrinhas... A questdo de mddulo, por exemplo, eu
estava tentando me lembrar como abrir o médulo, por que tinha que abrir, se tinha
alguma regra especifica... Nao lembro exatamente se tinha algo muito especifico,

mas, dependendo da questao, € mais trabalhoso.
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Entdo, as vezes algumas coisas de fungdes, as vezes, umas manipulacoes
algébricas que tu tem que fazer pra conseguir achar o limite. Nesse caso aqui, nao
achei nada fora do normal na manipulagao algébrica, mas, algumas vezes, a gente
tem que enxergar o que nao ta ali.

Isso, pra mim, é o mais dificil, porque, as vezes, tu ndo te lembra mais, sabe?
Algumas coisas, exatamente... Tipo: "Como faco pra resolver isso aqui?" E até se
lembrar do que tem que fazer... Entao...

Pesquisadora: E essas questdes de prova, de provar, vocé compreende bem
a definicao formal?

Carla: Ah, eu acho bem ruim. Bem ruim mesmo.

Tentei usar aqui, mas nédo sei se foi suficiente, sabe? Eu fiz porque
considerei: seja k um numero maior do que 0 e N um numero maior do que 0. Ai,
coloquei numa sequéncia: 1 sobre K vai ser maior do que 1 sobre K + 1.

E assim fui indo, até chegar a 1 sobre K + N. Ent&o, vai chegar o momento
em que K e N vao ser numeros tdo grandes que a divisdo de 1 por K + N vai
chegar num valor muito préoximo de 0. Foi isso que eu fiz, mas nao sei se é
suficiente.

Pesquisadora: E nessa questdo do Enade, que usa uma ideia mais
complexa, o que vocé pensou para resolver?

Carla: Primeiro, pensei em eliminar o x embaixo, mas nao ia adiantar. Acho
que nao, pelo menos.

Tentei, ndo foi. Ai, fui mais para o raciocinio... Pensei: "Ah, o seno de
qualquer numero vai acabar sendo 1 ou —1. Ent&o, dividindo isso por qualquer
nuamero infinito, vai chegar num nuamero préximo de 0."

Agora, se ta certo, eu ndo sei. E a mesma coisa com 1 sobre x, né? 1 sobre
um numero muito grande vai tender a 0.

Pesquisadora: Sim, muito obrigada, Carla, pela participacéo e pela ajuda!l
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TRANSCRIGAO DO DEPOIMENTO DO LUCAS

Pesquisadora: Me conta um pouco sobre como pensou e realizou cada
questao.

Lucas: Aqui, nesta primeira, a gente tem um produto notavel, uma funcao de
varias leis. Eu vou abrindo um produto notavel e ali, né, quando x for igual a 1, sé
vou ter um deslocamento de um pontinho ali para o 3.

Eu gosto de usar a analogia de que, quando fago a simplificacdo do produto
notavel, ele geralmente € uma questao que tera uma restricdo no meu dominio. S6
que, ao fazer essa transformagao no grafico — que, no caso, € o grafico dessa
primeira fungdo —, eu posso simplifica-lo e ele continuara igual a esse, sé que herda
a restricdo da funcgao original, como se essa funcao fosse "filha" daquela. A heranga
da fungao "mae" sera herdada pela "filha", incluindo sua restrigao.

Entdo, na hora de construir o grafico, ele fica como o grafico de x + 1, mas
com essa restricdo em x = 1. Nesse grafico, pelos limites laterais, eu fago com que
ele tenda a 1, apesar de o ponto estar "voando" no 3. Esse € o jeito que tentei

explicar essa primeira questao.

Essa segunda ég, sO que como € modulo... Até agora eu t6 pensando... Ah,

nao, ta certo. Se fosse so6 f—c daria 1, né? S6 que, como € mddulo de ;—C os valores

negativos para x fazem esse lado do gréfico ir para baixo, né? Apesar da parte de
cima ser positivo, como € mddulo, entdo ficaria mais dividido por menos, resultando
em 1 e —1. Isso causa uma quebra nos limites laterais, entdo ele ndo vai existir.

Na terceira questao, eu fiz toda uma explicacdo sobre como falar que o limite
de % € 0 quando x tende ao infinito. Eu gosto de dizer: Pensa que vocé esta dividindo

uma bala, que é esse numerador, para criangas — x criangas. Quanto mais

criangas, menos bala. Para infinitas criangas, acaba a bala, nao tem bala, né?
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Por que a gente esta falando de bala? Também da para fazer aquela
construcdo intuitiva na tendéncia da resposta. Eu vou aumentando o numero pelo
qual estou dividindo e vejo, intuitivamente, que isso tenderia a 0. Nao é uma
demonstragao rigorosa, mas tentei explicar com minhas palavras.

Pesquisadora: E a demonstragdo que normalmente se usa com o delta e
épsilon?

Lucas: Eu vi isso em Calculo 1 vagamente e ndo lembro de ver em Analise.

Na questao 4, eu deduzi o grafico. Até botei que fiz 0 seno de x sobre x, e ele

vai oscilando, né? O sen(x) € um gréafico que oscila entre —1 e 1. S6 que, como

estou fazendo %(x) esse valor de x estd aumentando, apesar de o valor do seno

continuar oscilando.

Entdo, o grafico vai se achatando conforme ele tende ao infinito, como se
fosse um "tornadinho". S6 que eu botei ele espelhado. Eu fiz sen(x), mas, na
questéao, era —sen(x). No infinito, acaba dando o mesmo resultado, sé que o grafico

esta ao contrario. E ai deduzi que ele tende a zero.

Pesquisadora: Como foi o teu curso de Calculo? O que tu considera que
facilitou ou dificultou tua aprendizagem?

Lucas: Eu tive Calculo | com um professor cujo método ndo me adaptei muito
bem.

Vou tentar ser mais andnimo nas minhas colocagdes. Ele seguia um caminho
muito computacional, muito direto. Inclusive, pulamos certos conteudos, como a
questao dos graficos. Quando fui para Calculo 2, acabei precisando de certos
conceitos, principalmente os de derivada, quando falavamos de antiderivada.

Acabei tendo que correr atras para reaprender alguns conteudos de Calculo |.
A questdo do limite ndo foi um grande problema, porque, no Calculo Il — pelo
menos do jeito que estamos vendo agora —, ele se concentra mais nas integrais, e
nao entramos muito no tépico de limite.

Sé que ai eu virei monitor. Entrei para o GAMA e passei a atender as turmas

de Calculo 1. Foi quando senti muito forte a minha lacuna.
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Corri atras tanto para aprender para mim quanto para aprender o suficiente
para auxiliar os alunos. Enquanto monitor, lidei com diferentes calculos, porque
temos diferentes cursos de Calculo aqui na UFPEL.

No curso de Matematica, apesar de ser um Calculo mais aprofundado — pois
o Calculo | tem 6 créditos —, ha cursos com Calculo reduzido, com apenas 4
créditos. Nesses cursos, os alunos veem desde matematica basica até o final de
integrais, mas de forma muito resumida.

Além disso, sao cursos cujos alunos, muitas vezes, nao tém tanta afinidade
com a matematica. Por exemplo, cursos de Ciéncias Bioldgicas, Farmacia, Biologia
e Quimica. Por isso, busquei explicagdes mais palpaveis para que fizessem sentido,
principalmente na questao dos graficos.

Na Agronomia, por exemplo, a analise de graficos € muito utilizada. Entao, a
maior parte do meu conhecimento veio do que corri atras, porque, quando cursei a
disciplina, nao foi suficiente. Além disso, minha experiéncia como monitor ajudou
muito.

Mas, na disciplina que fiz, ndo foi suficiente. E isso.

Pesquisadora: E como foi a experiéncia com o GAMA e com os alunos? Eles
tém muita dificuldade nessa parte?

Lucas: Nossa... Tu sente.

Claro, a gente se coloca disponivel para atender. Eu sou monitor de Calculo
II. O aluno chega com duvida de Calculo Il, mas tem problema em propriedade de
poténcia. Isso ndo é Calculo Il! Nao esta na ementa de Calculo Il. Isso a gente
considera como lacuna de matematica basica.

Mesmo assim, acabamos respondendo. Mas uma coisa que percebemos
muito € que os alunos trazem uma duavida, mas a dificuldade real é fazer
manipulagao algébrica na conta.

Isso pesa desde o estudo de limite, porque o aluno precisa manipular produto
notavel. Quando ele chega no inicio de Calculo Il, onde comegamos a trabalhar
integrais, que exigem mais manipulagdo algébrica para encaixar no formulario, ele
sente muita dificuldade.

A aplicagdo da formula em si, entender qual férmula usar, até vai. Mas, até

conseguir encaixar a fungéo no formato adequado, os alunos tém muita dificuldade.



157

Isso foi 0 que mais notei quando trabalhava com limites. Eles ndo conseguiam
fazer produto notavel. Produto notavel era uma grande dificuldade.

Pesquisadora: E produto notavel foi tua dificuldade também? Quando tu
aprendeu limite, teve dificuldade com isso?

Lucas: N&o. Eu ja vinha com produto notavel bem tranquilo. Minha
dificuldade foi mais uma questao de ndao me dar bem com o professor.

Pesquisadora: Muito obrigada pelo relato!

TRANSCRICAO DO DEPOIMENTO DE PAULO

Paulo: Eu fiz Célculo | em 2018 e fiz Algebra Linear e Geometria Analitica
também em 2017. Nao, foi em 2018... 2017 e 2018. A memoria ja nao ta... Enfim, em
2017 e 2018 eu fiz Algebra Linear e Geometria Analitica.

S6 que, dai, na metade de 2019, eu larguei. 2020 foi fim do mundo. 2021 foi
fim do mundo. Em 2022, eu continuei fora e fui voltar em 2023... Ta.

Entdo, eu voltei para o curso agora. E, como eu ja tinha feito os calculos,
trocou o curriculo e tudo mais. Depois que voltei, fiquei com Matematica Elementar e
Funcbes Transcendentais... Desculpa, agora no meu curriculo € chamado de
Funcdes Transcendentais, que € a parte sobre trigonometria.

Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) e Numérico. Entdo, eram trés
cadeiras que... Ah, tecnicamente tem limite, mas... Aham. O foco ndo era esse. Ah, e
Analise Real também.

Tinha Analise Real, que ainda faltava. Aham. Fiz Andlise Real em 2023/2,
junto com EDO.

Dai, o que aconteceu? Analise Real teve trés avaliagdes. As primeiras partes
foram super bem, mas a ultima parte era sobre demonstragdo em relagao ao limite.
E eu sou péssimo com limite, como deu para notar na prova. Entao, fui péssimo,
mas foi o suficiente para passar.

EDO é derivada e integral. Aham, sim. E, em Numérico, sao técnicas, e de
novo tu ndo vé limite. Entdo, a ultima vez que eu vi limite deve ter sido, sei la, em
2018.

Pesquisadora: Mas qual foi a maior dificuldade que tu teve para aprender

limite?
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Paulo: Para aprender limite, eu acho que a maior dificuldade, com certeza, é
a parte tedrica. Porque, quando tu comeca a fazer, sei |4, L'Hbspital, técnicas para
resolver limite, essas coisas, se tu da uma revisada, tu faz tranquilo, e passa
voando.

S6 que a parte tedrica, a demonstragao do limite, limite a direita e a esquerda,
provar a existéncia do limite... Sabe quando tu assiste as aulas e pensa: "Ok, eu nao
entendi"? Dai, tu estuda em casa e fala: "Ok, eu ainda ndo entendi."

Pesquisadora: Vocé acha que Isso porque limite envolve um pouco de
funcdo? Ou tu acha que a base de funcdo estava boa, mas o limite ndo fazia
sentido?

Paulo: Eu sou de Porto Alegre, nao sou daqui. E o colégio onde estudei era
muito voltado para preparar para o ENEM.

Entao, tinha um foco bem forte na parte de geometria, tanto que eu nunca tive
dificuldade com isso. Também enfatizavam equacdes e graficos mais simples, tipo
equacao de segundo grau, equagao de primeiro grau, que eu resolvia sem pensar.
Além disso, davam bastante atencao a porcentagem, regra de sinal, regra de trés...
Essas coisas que a gente sabe que vai acabar usando de alguma forma.

Meu colégio tinha essa pegada de preparar para passar em alguma coisa, e
nao exatamente porque a BNCC exigia. Entdo, com certeza, a parte de pré-calculo
foi um caos para mim.

Fui reprovado em pré-calculo. A primeira vez que fiz foi com o professor
Carlos, e ele me mostrou aquele conceito de que, se tu tem uma funcéao e faz
modificagdes nela, tu pode prever o comportamento sem refazer tudo. Por exemplo,
se tem logaritmo de x, e depois logaritmo de 3x, tu ndo precisa montar todo o
logaritmo de x de novo, porque ja sabe a distor¢ao da fungao.

E eu olhava para isso e pensava: "Nao entendi." E o professor dizia: "Mas é
s6 olhar." E eu falava: "Cara, eu nao sei o que é 's6 olhar'."

Tu t4 me dizendo que € "s6 olhar", mas eu nao sei o que eu tenho que olhar.
Hoje em dia, eu sei o que ele queria dizer. (risos) Mas, no comego, ainda nao estava
claro.

Entao, fiz pré-calculo, reprovei. Fiz de novo. Em 2017, fiz Calculo I.

No Calculo I, a revisao foi super rapida. Ele dava, sei |4, duas aulas revisando

o0 que é uma funcdo, bem superficialmente. Dai, entrava direto na parte de limite e
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ficava metade do semestre nisso, para sé depois entrar em derivada e passar o
restante do semestre nessa parte.

Foi bem... bem intensivo, né? Intensivo de limite.

Pesquisadora: T3, e nessas questdes, o que tu achou mais dificil de fazer?

Paulo: Sinceramente, o fato de nao lembrar as coisas. Tipo... Eu acho que
essa daqui ta certa, a do Enade, questao 4.

S6 que, na do Enade, eu senti que, por ter opgdes de resposta, eu pensei:
"T4, é isso daqui." Mas ai vinha a duvida: "Por que ¢é isso daqui?" Eu nao lembrava,
nao tinha certeza. Sentia que era aquilo, mas nao sabia justificar.

Nas outras questdes, era a mesma coisa, mas, como nao tinham alternativas,
eu me sentia ainda mais perdido. Quando tu tem opgdes, tu tem uma espécie de
muleta, sabe? Tu sabe que a resposta vai ser uma daquelas e tenta se aproximar de
um dos resultados.

Ja nas questdes abertas, eu sentia que sabia um pedacgo, mas, sei la, 70% do
conteudo eu nao lembrava. E dai eu ficava tipo: "Ta... Ok."

Pesquisadora: Mas as demais questdes, vocé conseguiria pensar como seria
a funcao delas?

Paulo: Ah, sim. Por exemplo, essa daqui (referindo-se a questéo 1), eu sei
que ta errada, a resposta que eu dei.

Porque essa daqui existe. Apesar de ter o salto, o fato de existir limite a direita
e a esquerda faz com que ele exista. S6 que, na hora, eu respondi o contrario.
Depois, pensando melhor, vi que tava errado.

Essa daqui (questao 2) também... Sim, essa existe.

E a questdo 3... Eu sei que tava no livro de Analise, eu vi ela la, mas nao
lembrava como resolver. O limite, na real, dava qualquer numero... Como é que era
mesmo?

O limite de qualquer n, sendo n um numero real, sobre x, quando x tende ao
infinito, dava zero. Porque nado importa o quéo grande seja o infinito.

Sim, eu lembro que tinha essa demonstragao no livro. Inclusive, era o livro do
Mauricio Zahn. Mas nao consegui fazer!

Espero que minhas respostas tenham ajudado de alguma forma.

Pesquisadora: Muito obrigada. Me ajudou demais.



