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RESUMO

SILVA, Douglas Machado da. Dinamica efetiva de barras e vigas de Euler-Bernoulli
microperiodicas. Orientador: Leslie Darien Pérez Fernandez. 2024. 93 f. Dis-
sertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica) — Instituto de Fisica e Matematica,
Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2024.

O método de homogeneizacdo assintética (MHA) permite encontrar o comporta-
mento efetivo de um meio micro-heterogéneo, peridédico e caracterizado por rapidas
variagdes nas suas propriedades constitutivas, mediante um meio homogéneo que
€ assintéticamente equivalente ao meio micro-heterogéneo. Matematicamente, isto
se traduz em uma poderosa ferramenta para o encontro de solu¢des de equacgdes
diferencias que modelam o comportamento fisico sobre um meio micro-heterogéneo.
As etapas fundamentais do MHA incluem a construcdo de uma solucédo assintética
formal do problema original, o encontro do problema sobre o meio homogéneo
equivalente e sua propriedade efetiva e o encontro dos problemas e solugdes de
funcdes locais, definidas em um porcao que se repete periodicamente no meio,
chamada célula de periodicidade. Para demonstrar a equivaléncia entre esses meios,
provamos a proximidade entre as solugdes sobre o meio micro-heterogéneo (pro-
blema original) e o meio homogéneo (problema homogeneizado) utilizando alguma
norma correspondente. O presente trabalho propde a aplicacdo deste método a
meios micro-heterogéneos periédicos para o encontro de solucdes assintéticas de
ordens superiores para problemas dindmicos e estaticos unidimensionais de segunda
e quarta ordem, os quais modelam o comportamento mecénico de barras e vigas
do tipo Euler-Bernoulli. Além disso, apresentar exemplos numéricos dos problemas
tratados.

Palavras-chave: Barras e vigas de Euler-Bernoulli. Meios microperiédicos. Comporta-
mento efetivo. Problemas dinamicos. Coeficientes rapidamente oscilantes. Método de
homogeneizagéo assintdtica.



ABSTRACT

SILVA, Douglas Machado da. Effective dynamics of microperiodic bars and
Euler-Bernoulli beams. Advisor: Leslie Darien Pérez Fernandez. 2024. 93 f.
Dissertation (Master in Science in Mathematical Modeling) — Institute of Physics and
Mathematics, Federal University of Pelotas, Pelotas, 2024.

The asymptotic homogenization method (AHM) allows finding the effective be-
havior of a periodic micro-heterogeneous medium, characterized by rapid variations in
its constitutive properties, by means of a homogeneous medium, which is asymptoti-
cally equivalent to the micro-heterogeneous medium. Mathematically, this translates
into a powerful tool for finding solutions to differential equations that model physical
behavior in a micro-heterogeneous medium. The fundamental steps of AHM include
the construction of a formal asymptotic solution of the original problem, finding the
problem on the equivalent homogeneous medium and its effective property and
finding the problems and solutions of local functions, defined in a portion that is
repeats periodically in the middle, called the periodicity cell. To demonstrate the
equivalence between these means, we prove the proximity between the solutions
on the micro-heterogeneous environment (original problem) and the homogeneous
environment (homogenized problem) using some corresponding standard. The
present work proposes the application of this method to periodic micro-heterogeneous
media for finding higher-order asymptotic solutions to one-dimensional dynamic and
static problems of second and fourth order, which model the mechanical behavior of
Euler-Bernoulli type bars and beams. In addition, to present numerical examples of
the problems addressed.

Keywords: Bars and Euler-Bernoulli Beams. Microperiodic media. Effective behav-
ior. Dynamic problems. Rapidly oscillating coefficients. Asymptotic homogenization
method.



Figura 1
Figura 2
Figura 3

Figura 4
Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

Figura 10

Figura 11

Figura 12

LISTA DE FIGURAS

Principais tipos de materiais heterogéneos. Fonte: O autor. . . . . . 14
Separacao de escalas estruturais. Fonte: O autor. . . . . ... ... 15
Compasitos bifasicos microperiddicos: (a) um laminado e (b)um ar-

ranjo quadrado de fibras ortoédricas em uma matriz. Fonte: O autor. 15
Hipbétese de homogeneidade equivalente. Fonte: O autor. . . . . . . 16
Proximidade entre u¢ e uq quando ¢ — 0*. Fonte: O autor. . . . .. 17

Representacdo grafica da funcdo a(z/c) = 1 + 0.25cos (27%).
Fonte: Qautor. . . . . . . . . . 24

Comportamento das solu¢des dos problemas original e homgenei-
zado, da SAF, o erro de aproximacao para cada truncamento da
SAF, e as solugdes dos problemas locais para ¢ = 1/2. Fonte: O
autor. . .. e e 61
Comportamento das solu¢des dos problemas original e homgenei-
zado, da SAF, o erro de aproximacao para cada truncamento da
SAF, e as solugdes dos problemas locais para ¢ = 1/4. Fonte: O
autor. . . . L e e e 62
Comportamento das solu¢des dos problemas original e homgenei-
zado, da SAF, o erro de aproximacao para cada truncamento da
SAF, e as solugbes dos problemas locais para ¢ = 1/8. Fonte: O
autor. . . . L e e 63
Comportamento das solugdes dos problemas original e homgenei-
zado, da SAF, o erro de aproximacéo para cada truncamento da
SAF, e as solugdes dos problemas locais para ¢ = 1/16. Fonte: O

autor. . .. 64
Convergéncia da solugdo exata w® e a SAF w® para a solu¢cdo hom-
geneizada wy. Fonte: Qautor. . . . . ... .. ... .. ....... 84

Comportamento da solugédo local Ny(z/¢). Fonte: O autor. . . . . . 85



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

MHA Método de Homogeneizagédo Assintética
SAF  Solugao Assintotica Formal

ERV Elemento Representativo de Volume

EA Expansao Assintética



LISTA DE SIMBOLOS

£ parametro geométrico pequeno

x escala macroscopica, global ou lenta

Y escala microscépica, local ou rapida

A comprimento caracteristico da microescala

A comprimento caracterisitico da macroescala

us solucao do problema original

a*(z) coeficiente rapidamente oscilante e continuamente diferenciavel
U solucao do problema homogeneizado

D dominio em R, um conjunto aberto e conexo

oD contorno do dominio D

B espago normado sobre D

B* espaco dual de B

B. espago normado sobre D, indexado por ¢

||-|lz  norma de um espaco B

Lf operador diferencial linear, indexado por ¢

(+) operador de valor médio ((-) = fol(-)dy>

N conjunto dos numeros naturais

us solucao exata

u(>)  solugéo assintotica formal

L*(D) espaco das fungdes u : D — R de quadrado integravel

H*(D) espaco das fungbes u € L*(D) cujas derivadas até a ordem k também estao
em L?(D)

HE(D) espaco das fungdes em H*(D) que se anulam em 9D



SUMARIO

1 INTRODUGAOD . . . .ttt ittt ettt e e e e et e ettt e eaans 13
1.1 Motivacao . . . . . . . . . . .. 13
1.2 Revisao bibliografica . . . .. ... ... ... ............... 18
1.3 Objetivos . . . . . . . . 19
14  Estrutura . . .. .. .. ... .. 20
1.5 Produgao . .. ... .. .. .. ... 20
2 PRELIMINARES. . . . . . . . it e e e e e e e e e 23
2.1 Tratamento matematico de meios micro-heterogéneos com estrutura
periodica e propriedades rapidamente oscilantes . . . . . . . ... .. 23
2.2 Modelo de vigas do tipo Euler-Bernoulli . . . . . ... ... ... ..., 25
23 Conceitosbasicos. . . . ... ... ... L. 27
2.4 Estimativas via principiosdomaximo . . . . . ... ... ... ... .. 29
2.5 Lemas e resultados acerca de funcoes periddicas . . . . . . ... ... 30
2.6 Definicoes e resultados da analise funcional . . . . . . ... ...... 37
3 METODOLOGIA . . . . . . ittt e e s e e s s an s a e 41
31 Introducao . ... ... ... ... .. 41
3.2 Modelos abordados e técnicasderesolugao . . . . . ... ....... 41
3.3 Método de Homogeneizacao Assintética . . . . ... ... ....... 42
4 DESENVOLVIMENTO . . . . . . . . @ i i it it it e s e e a e 44
4.1 MHA para um problema hiperbodlico unidimensional de segunda ordem 44
411 Formulagdodoproblema. . . . ... ... ... .. ... .. .. 44
412 Oproblemaébem-posto. . ... ... ... ... ... .......... 44
4.1.3 Formalismo matematicodoMHA . . . . . ... ... ... .. L. 45
4.1.4 Justificativa matematica . . . . .. ... ... ... . oL 56
415 Exemplonumérico . . . . . . . . . ... 59
4.2 MHA para problemas unidimensionais de quartaordem . . ... . .. 65
421 Problemadindmico . . . . . . . ... ... 65
4211 Formulagcdodoproblema ... .. ... ......... 65
4.21.2 Formalismo matematicodoMHA . . . . ... ... ... 65
422 Problemaestatico . ... ... ... .. ... ... . 79
4.2.2.1 Formulagéo do problema e aplicagcdo do MHA . . . . . 79
4222 Oproblemaébemposto . ................ 80
4.2.2.3 Justificativamatematica. . . . ... ... ... ... .. 82
4224 Exemplonumérico. .. .. ... ... ... ....... 83
5 CONCLUSOES . . .. ...ttt ittt et e e 86

REFERENCIAS . . . . .ttt et e e e e e e e e e e e e s e e e s s, 88



1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O estudo de modelos matematicos é fundamental porque, por exemplo, eles repre-
sentam a ocorréncia de fenémenos fisicos em um determinado meio ou material. No
contexto desses estudos, os materiais sdo geralmente divididos em dois tipos: homo-
géneos e heterogéneos.

Um meio homogéneo pode ser definido como aquele formado por apenas um ma-
terial em toda sua composigao, de forma que suas propriedades fisicas sdo constantes
com relacdo a posicao, sendo elas efetivas. Por outro lado, um meio heterogéneo tem
propriedades fisicas que variam em relagédo a posi¢ao, neste caso constitutivas (TOR-
QUATO, 2002; SADD, 2021), e é formado por uma distribuicdo de dominios ocupa-
dos por diferentes materiais homogéneos (chamados de fases), como os compdsitos
(Figura 1(a)), cujas propriedades sé&o constantes por partes, ou pelo mesmo meio,
mas com caracteristicas cristalograficas diferentes, como um policristal (TORQUATO,
2002), em que suas propriedades sdo localmente similares e globalmente diferentes
(Figura 1(b)), ou ainda ser funcionalmente graduado (SADD, 2021), cuja composi¢ao
induz uma variagao continua de suas propriedades (Figura 1(c)).

Meios heterogéneos sao abundantes na natureza, como na atmosfera, no solo, em
rochas, ossos, madeira, entre outros, ou podem ser produzidos de forma manufatu-
rada, como géis, plasticos, compadsitos, ceramicas, etc. Esses materiais tém ampla
aplicabilidade em diversos setores, como automobilistico, aerondutico e da constru-
cao civil. Por estas razdes, este trabalho tem seu foco direcionado para os meios
heterogéneos.

Geralmente, os fendbmenos fisicos associados a essas propriedades ocorrem na
microescala, que pode variar da ordem de nandmetros (no caso de géis) até a ordem
de metros (em fendmenos geoldgicos). Para simplificar o estudo e analisar essas pro-
priedades, € conveniente selecionar uma porgdo do meio que represente adequada-
mente todas as suas caracteristicas fisicas e geométricas. Esta porcéao € denominada
elemento representativo de volume (ERV)(AURIAULT, 1991; ZEMAN, 1999).
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(a) Composito (b) Policristal

(c) Material funcionalmente graduado

Figura 1 — Principais tipos de materiais heterogéneos.
Fonte: O autor.

Considerando que algumas estruturas heterogéneas podem ser periddicas, é pos-
sivel conceber o meio como sendo composto pela repeticao regular do Elemento Re-
presentativo de Volume (ERV) ao longo de todo o dominio, a qual nesse contexto é
denominado célula basica ou de periodicidade.

Assim, seja A o comprimento caracteristico da microescala (aquela em que os do-
minios estao distribuidos, ou seja, em que ocorre a heterogeneidade)(LIMA, 2016).
Assume-se que A\ é muito maior que a escala atémica molecular, em que a matéria é
discreta, mas muito menor que o comprimento caracterisitico A da macroescala, ou
seja, A < A. Logo, tais meios podem ser referidos como micro-heterogéneos. Nes-
tas condicoes, diz-se que 0 meio micro-heterogéneo apresenta separacao de escalas
estruturais (Figura 2), o qual € caracterizada pelo parametro geométrico e = A\/A <« 1
(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Esses materiais apresentam uma variagao ra-
pida nas suas propriedades constitutivas em relacdo a macroescala, gragas a hetero-
geneidade da microestrutura.

Neste trabalho, serdo considerados meios micro-heterogéneos com estrutura pe-
riédica, os quais sdo simplesmente referidos como meios microperiddicos. Dada a
separacao de escalas, define-se 0 parametro € como sendo o tamanho caracteristico
relativo da célula basica. Na Figura 3, encontram-se alguns exemplos de materiais
micro-heterogéneos que apresentam essa propriedade.
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Vale ressaltar que nem sempre meios micro-heterogéneos sao caracterizados
como microperiédicos, no sentido apresentado anteriormente, dado que alguns com-
pésitos manufaturados tém sua periodicidade perturbada devido a certas caracteris-
ticas do processo de producéo ou a erros de fabricagdo, constituindo, assim, meios
localmente periddicos (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Nesse caso, diz-se que
suas caracteristicas geométricas mudam lentamente. Esse caso também sera consi-
derado nos estudos que se seguem.

Macroescala Microescala Escala atomica

wl.‘ i ‘-‘l."'
A A

Figura 2 — Separacao de escalas estruturais.
Fonte: O autor.

(a) (b)

Figura 3 — Compositos bifasicos microperiédicos: (a) um laminado e (b)um arranjo quadrado
de fibras ortoédricas em uma matriz.
Fonte: O autor.

Além da separagao de escalas estruturais, supde-se que esses meios satisfagcam
a hipétese do continuo na microescala. Assim, pode-se considerar que esse tipo de
meio pode ser visto como um objeto cuja matéria é continuamente distribuida por toda
a regido do espaco que ocupa (CHANDRASEKHARAIAH; DEBNATH, 1994).

Devido a rapida variagéao das propriedades em rela¢gdo a macroescala, o processo
de modelar o comportamento fisico desses meios sob estimulos externos, que po-
dem ser de natureza mecanica (carregamentos, tragdes), térmica (fontes de calor)
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e eletromagnética (campos elétricos ou magnéticos aplicados), torna-se uma tarefa
dificil. Isso se deve ao elevado custo computacional necessario para acompanhar
essa rapida variacdo. Porém, com a separacao de escalas estruturais e a hipétese do
continuo, cumpre-se, nesses meios, a hipétese de homogeneidade equivalente (AURI-
AULT, 1991), que estabelece que, na macroescala, o0 meio micro-heterogéneo é fisica-
mente equivalente a um certo meio homogéneo ideal (CHRISTENSEN, 2005). Assim,
com a hip6tese de homogeneidade equivalente, obtém-se uma equivaléncia entre as
propriedades efetivas dos meios micro-heterogéneo e homogéneo, de maneira que
as propriedades efetivas do primeiro séo as propriedades do segundo (PANASENKO,
2008). O processo de obtencao do meio homogéneo equivalente é denominado "ho-
mogeneizacao"(Figura 4).

Homogeneizagao

Material micro-heterogéneo Material homogéneo equivalente

Figura 4 — Hip6tese de homogeneidade equivalente.
Fonte: O autor.

Do ponto de vista matematico, a modelagem do comportamento fisico destes
meios micro-heterogéneos é feita por meio de equacodes diferenciais com coeficientes
rapidamente oscilantes que representam suas propriedades constitutivas. A hipbtese
de homogeneidade equivalente garante a existéncia de um meio homogéneo equiva-
lente ao micro-heterogéneo, cujas propriedades sdo modeladas através de equacdes
diferenciais com coeficientes constantes, e suas propriedades efetivas representam
as propriedades efetivas do meio micro-heterogéneo. Além disso, tais equacdes sédo
complementadas por condi¢des iniciais e/ou de contorno, definindo assim os chama-
dos problemas original e homogeneizado, respectivamente.

Dessa forma, a homogeneidade equivalente significa que, dadas u° e u, solugdes
dos problemas original e homogeneizado, respectivamente, para alguma' norma do
espaco de fungdes correspondentes, ||u® — ug|| = O(e) (PANASENKO, 2008), a qual
tende a zero a medida que ¢ — 0" (Figura 5).

Portanto, podem-se identificar duas aplicacdes da teoria de homogeneizacdo ma-
tematica: a obtencédo de uma boa aproximacao da solucao de um problema de valores
iniciais e/ou de contorno e a obtencao das propriedades efetivas de um meio hetero-
géneo. Neste trabalho, sera enfatizada a primeira aplicagdo, que consiste no estudo

"No sentido de utilizar a norma correspondente a determinado espago de fungdes, que, em geral,
ndo precisam ser 0S mesmos.
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=07

A\ 4

Figura 5 — Proximidade entre u¢ e ug quando ¢ — 0.
Fonte: O autor.

da resposta do meio quando submetido a estimulos externos.

Dentre os varios métodos de homogeneizacao, destaca-se 0 método de homo-
geneizacgao assintética (MHA) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989; CIOURANESCU;
DONATO, 1999; BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAU, 1978; OLEINIK, 1975;
SANCHEZ-PALENCIA, 1970), dada sua relevancia para meios com estrutura micro-
periddica. Esse método propde a construgdo de uma solucao assintética formal (SAF)
do problema original em duas escalas espaciais, na forma de uma série de poténcias
do parametro pequeno ¢, cujos coeficientes sdo fungbes incognitas® que dependem
da microescala e da macroescala. Ao substituir a SAF no problema original, obtém-se
uma sequéncia recorrente de problemas, a partir dos quais se constréem os chamados
problemas locais sobre a célula de periodicidade, além do problema homogeneizado,
cujas fungdes incognitas sdo os coeficientes da SAF. Ainda, encontra-se o coeficiente
efetivo do meio. Para completar a construcdo da SAF, consideram-se as condi¢cdes
iniciais e/ou de contorno do problema original, de forma a obter condi¢ées para o pro-
blema homogeneizado.

Tradicionalmente, utiliza-se a solucao assintética de primeira ordem (a série assin-
totica truncada na primeira poténcia de ) para aproximar a solugdo exata do problema
original, por esta também apresentar proximidade e incluir informagao microscépica.
No entanto, em alguns casos, essa assintética ndo é suficiente para representar de
forma satisfatéria os detalhes na escala local da solucdo exata do problema, sendo
necessaria uma assintética com mais termos ou de ordem superior (DECIO JUNIOR,
2019; SU et al., 2011a,b; LEITZKE, 2017; DONG; CAO, 2014).

Neste trabalho, pretende-se responder como se da a interacao entre o fenémeno
de vibragcdo em estruturas microperiddicas, a saber, barras e vigas, utilizando o mé-

2Fungbes desconhecidas a serem determinadas.
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todo de homogeneizacao assintética (MHA). Logo, busca-se aplicar o MHA em meios
microperiddicos e localmente periddicos, unidimensionais e lineares, a fim de encon-
trar solucdes assintéticas de ordens superiores para problemas de valores de contorno
dindmicos e estaticos. Esses problemas envolvem coeficientes que oscilam rapida-
mente e sdo continuamente diferenciaveis em equacdes diferenciais de segunda e
quarta ordens. Além disso, para integrar e generalizar alguns resultados apresenta-
dos em LIMA (2016) e LUZ (2020), considera-se a modelagem do comportamento
mecanico de uma barra vibrante unidimensional com estrutura localmente microperio-
dica. Também sera abordada a modelagem do comportamento mecénico dindmico e
estatico de uma viga do tipo Euler-Bernoulli com estrutura microperiédica funcional-
mente graduada.

1.2 Revisao bibliografica

Estudos acerca de materiais heterogéneos e suas propriedades mecanicas, ele-
tromagnéticas e de transporte datam do inicio do século XIX e contam com contri-
bui¢cdes de grandes cientistas como MAXWELL (1873), LORENZ (1880), RAYLEIGH
(1892) e EINSTEIN (1906). No entanto, as primeiras formulagées mateméaticas do que
se entende hoje por homogeneizacao matematica ocorreram com os trabalhos pionei-
ros de SANCHEZ-PALENCIA (1970; 1980), DE GIORGI; SPAGNOLO (1973), MAR-
CHENKO; KHRUSLOQV (1974), BAKHVALQV (1974; 1975a; 1975b), OLEINIK (1975),
BERDICHEVSKY (1975), BABUSKA (1976a; 1976b; 1976c), BENSOUSSAN; LIONS;
PAPANICOLAU (1978), CHRISTENSEN (2005) e BAKHVALOV; PANASENKO (1989).

Desde entao, o estudo e a aplicacao da homogeneiza¢cao matematica para a obten-
céo das propriedades mecanicas de meios micro-heterogéneos resultaram em nume-
rosas publicacdes, como, por exemplo, FRANCFORT; MURAT (1986), LEE; GHOSH
(1999), KAMINSKI (2008) e PENTA; GERISCH (2017), nas quais o MHA & utilizado,
inclusive, para diferentes geometrias e tipos de materiais. Dada a versatilidade e
eficacia deste método, podem-se encontrar exemplos do uso da teoria de homoge-
neizacao em diversas areas, como: otimizagao topolégica (BENDSQE; SIGMUND,
2003; DA, 2019), projeto étimo de materiais (TORQUATO, 2010; CIBLAC; MOREL,
2014), biomecénica do osso (PARNELL; GRIMAL, 2009), predicao de falhas estrutu-
rais (PEREZ-FERNANDEZ; BECK, 2014), propagacdo de ondas sismicas (CAPDE-
VILLE; GUILLOT; MARIGO, 2010a,b), fisica de reatores nucleares (ALLAIRE; BAL,
1999; WESTON, 2007), transporte de uma espécie quimica (NG, 2006), mecanica
dos fluidos (DIMITRIENKO, 1997), analise de estruturas com fraturas (DORMIEUX;
KONDO, 2016), andlise de fendmenos acoplados (AURIAULT; BOUTIN; GEINDREAU,
2009), medicina matematica (DESBRUN; DONALDSON; OWHADI, 2013) e disperséo
de poluentes (COSTA; PEREZ-FERNANDEZ; BRAVO-CASTILLERO, 2018).
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Em relacédo a aplicagdo do MHA em problemas modelados com equagdes diferen-
ciais de ordens superiores (ordem maior ou igual a 3), ha poucos trabalhos na area
(salvo melhor conhecimento), sendo esse um dos motivos norteadores deste estudo.
No caso de modelar o comportamento mecéanico de uma viga do tipo Euler-Bernoulli
com estrutura homogénea, podem ser encontrados trabalhos como RAO (2016), MEI-
ROVITCH (2001) e GONCALVES; BRENNAN; ELLIOT (2007), em que as técnicas
utilizadas contam com separacao de variaveis e integracao direta. Em ABU-HILAL
(2003), por exemplo, sdo consideradas vibragdes forcadas, utilizando-se de funcgdes
de Green.

No contexto de meios heterogéneos, os trabalhos de LI (2008) e SANKAR (2001)
tratam da modelagem do comportamento mecéanico de uma viga do tipo Euler-
Bernoulli com estrutura funcionalmente graduada, mas também com abordagens via
teoria de vibracdes. Quanto a aplicacdo do MHA em estruturas compadsitas, destacam-
se HUANG; XING; GAO (2020), que consideram uma SAF de ordem superior, € BU-
ANNIC (2001), que aborda um meio heterogéneo 3D.

1.3 Objetivos

Objetivo geral: Desenvolver uma metodologia para encontrar uma solugao apro-
ximada analitica de problemas de valores de contorno e/ou iniciais para equacoes
diferenciais parciais (EDPs) de segunda e quarta ordens, que apresentem coeficien-
tes rapidamente oscilantes e que modelam o comportamento fisico de barras e vigas
do tipo Euler-Bernoulli com estruturas microperiddicas, por meio do método de homo-
geneizacao assintotica (MHA).

Objetivos especificos:

» Aplicar o método de homogeneizacao assintotica aos seguintes problemas: o
comportamento dindmico de uma barra vibrante unidimensional e de uma viga
do tipo Euler-Bernoulli, além do comportamento estatico de uma viga do tipo
Euler-Bernoulli unidimensional. Para cada caso, determinar a sequéncia recor-
rente de problemas, as expressdes dos termos da solu¢do assintotica formal, os
problemas locais, o problema homogeneizado e os coeficientes efetivos;

« Demonstrar a proximidade entre as solucbes exata e homogeneizada para 0s
modelos da barra vibrante e da viga estatica;

» Apresentar exemplos numéricos para modelos da barra vibrante e a viga estatica;

« Apresentar um material autossuficiente, salvo resultados classicos da area.
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1.4 Estrutura

O presente trabalho esta organizado em cinco capitulos, incluindo a introducao e
a conclusédo. No Capitulo 2, é feita uma coleta de resultados e defini¢cdes relevantes
para o estudo que se segue, abrangendo resultados sobre o tratamento matematico
de meios micro-heterogéneos e periddicos, funcdes 1-periddicas, definicbes da ana-
lise assintética e analise funcional, e a caracterizacdo do modelo de vigas do tipo
Euler-Bernoulli. Além disso, sdo apresentados os lemas fundamentais que garantem
a existéncia das solugbes dos problemas.

No Capitulo 4, apresenta-se a aplicacdo do MHA a trés tipos de problemas: um
problema hiperbdlico unidimensional dindmico de segunda ordem, um problema unidi-
mensional dindmico de quarta ordem e um problema unidimensional estatico de quarta
ordem. Nesse capitulo, descrevem-se todas as etapas fundamentais do MHA, como
a formulagédo dos problemas locais, o calculo do coeficiente efetivo e a equacéao do
problema homogeneizado. Também é apresentada a demonstracdo da proximidade
entre a solucdo exata do problema original e a solucdo do problema homogeneizado
para os problemas hiperbdlico unidimensional dindmico de segunda ordem e o unidi-
mensional estatico de quarta ordem. Além disso, s&o incluidos exemplos numéricos
para os modelos de barra dindmica e viga estatica.

1.5 Producao
» Analise de um problema de um problema de perturbacdo singular via método
das expansées emparelhadas

Apresentado e publicado no XXIV encontro de pés-graduacao- 17 a 21 de outu-
bro de 2022, UFPEL - Pelotas/RS.

Diponivel em: https://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2022/CE_03871.
pdf

» Analise de um problema para o oscilador harménico linear reqularmente pertur-
bado via método de escalas multiplas

Apresentado e publicado no XXV ENMC / XIIl ECTM / 92 MCSul / IX SEMENGO
- 19 & 21 de outubro de 2022, modalidade online.

Disponivel em: https://even3.blob.core.windows.net/anais/524208. pdf

* Analise de um problema de perturbacéo singular via método das expansées em-
parelhadas

Publicado na Revista Sergipana de Matematica e Educacdo Matemética.


https://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2022/CE_03871.pdf
https://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2022/CE_03871.pdf
https://even3.blob.core.windows.net/anais/524208.pdf

21

Disponivel em:  https://periodicos.ufs.br/ReviSe/article/view/19473/
15514

Estudo das condigbes de contorno para o MHA aplicado a um problema eliptico
unidimensional

Apresentado e publicado no XXV encontro de p6s-graduacao- 17 a 21 de outubro
de 2023, UFPEL - Pelotas/RS.

Diponivel em: https://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2023/CE_04986.
pdf

Homogeneizacao assintética de um problema para uma equacao de onda sobre
um meio microperiodico

Apresentado e publicado no XI ERMAC-RS - 28 a 30 de junho, UFPEL - Pelo-
tas/RS.

Disponivel em https://even3.blob.core.windows.net/anais/628280.pdf
Meétodo de Homogeneizagao Assintdtico aplicado ao modelo de vigas de Euler-
Bernoulli estatico

Apresentado e publicado no IV JMMA - 15 & 17 de novembro de 2023, UFSM-
Santa Maria/RS.

O método de escalas multiplas aplicado a um modelo do oscilador harmdnico
linear regularmente perturbado

Publicado na Revista Scientia plena.

Disponivel em: https://www.scientiaplena.org.br/sp/article/view/7018/
2640

Asymptotic homogenization of a problem for a wave equation on a microperiodic
medium

Aceito para publicagao na revista Ciéncia e Natura.

The Asymptotic Homogenization Method Applied to the Elastostatic Model of
Functionally Graded Microperiodic Euler-Bernoulli Beams

Aceito para publicacao na revista Ciéncia e Natura.

Asymptotic homogenization of a mechanical equilibrium problem of a functionally-
graded Euler-Bernoulli beam with non-periodic microstructure

Aceito para apresentacao no XLV CILAMCE


https://periodicos.ufs.br/ReviSe/article/view/19473/15514
https://periodicos.ufs.br/ReviSe/article/view/19473/15514
https://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2023/CE_04986.pdf
https://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2023/CE_04986.pdf
https://even3.blob.core.windows.net/anais/628280.pdf
https://www.scientiaplena.org.br/sp/article/view/7018/2640
https://www.scientiaplena.org.br/sp/article/view/7018/2640
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» Homogeneizac4o assintotica de um problema para uma equacao eliptica com
coeficiente continuamente diferenciavel localmente microperiodico

Publicado no periédico da Sigmae.

Disponivel em:  https://publicacoes.unifal-mg.edu.br/revistas/index.
php/sigmae/article/view/2298


https://publicacoes.unifal-mg.edu.br/revistas/index.php/sigmae/article/view/2298
https://publicacoes.unifal-mg.edu.br/revistas/index.php/sigmae/article/view/2298

2 PRELIMINARES

2.1 Tratamento matematico de meios micro-heterogéneos com
estrutura periddica e propriedades rapidamente oscilantes

O presente trabalho aborda fenémenos em meios micro-heterogéneos periddicos
unidimensionais, caracterizados pela variacao rapida de suas propriedades em rela-
cao a posicao. Seja ¢, onde 0 < ¢ < 1, 0 parametro pequeno geométrico que repre-
senta 0 comprimento caracteristico da célula basica (ou de periodicidade), a qual se
repete regularmente sobre a estrutura do meio. Assim, a célula basica destes meios
é definida pelo intervalo [0, <].

Dado um meio unidimensional, este é idealizado como uma barra de comprimento
unitario, representada pelo intervalo [0,1] ¢ R. Portanto, a andlise sobre o inter-
valo [0,1] é equivalente a analise sobre a célula bésica. Seja =z € [0,1] a variavel
macroscopica, também chamada de variavel global ou lenta. Com base na separa-
cao de escalas e no comportamento periddico do meio, define-se uma nova variavel,
y = z/e € [0,e7!], onde y é a variavel microscépica, chamada de variavel local ou
rapida.

Os fendmenos nesses meios sdo modelados por equagdes diferenciais com coe-
ficientes que variam rapidamente em relacao a posicao, as quais sao representados
por a®(x) = a(z/e) = a(y). Esses coeficientes sdo obtidos a partir de rela¢des consti-
tutivas, condi¢cdes de fechamento ou leis de conservagéo. Devido a e-periodicidade da
microestrutura, o coeficiente a°(x) é e-periddico, ou seja, a°(x + ¢) = a°(z) para todo

€ [0,1]. A titulo de exemplo, a Figura 6 representa o comportamento rapidamente
oscilante da funcao
a (f) =14 0.25cos <27T£> ,
9 g

em que fica evidente sua rapida variagdo a medida que ¢ decresce.
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Comportamento da funcao o (z)
1.25

1.2 4

1.15

1.1

1.05

0.95

0.9 H

0.85

0.8 H

076 44— L N/

Figura 6 — Representacdo gréafica da fungéo a (x/¢) = 1 4 0.25 cos (27%).
Fonte: O autor.

Devido a periodicidade da microestrutura, conclui-se que o intervalo [0, 1] pode
ser entendido como a repetigdo regular do intervalo [0,¢], assumindo-se que ha n
repeticdes, com n € N. Assim, de forma natural, segue que [0, 1] = [0, ne], para algum
n € N, ou seja, 1 = ne, 0 que implica que ¢ = 1/n. Portanto, a variavel local pode ser
reescrita como y = nx € [0, n|, para algum n € N. Além disso, pela s-periodicidade da
variavel global «°(z), conclui-se que, na variavel local, a(y) é 1-periédico. Com efeito

r+e€
€

X

) =clar e =@ =a (%) =at).

3

a(y+1):a<§+1>:a(

Assim, a modelagem do problema na escala local pode ser considerada em y €
[0,1]. Logo, em resumo, o problema tratado na variavel global = € [0, 1], pode ser
considerado sobre = € [0,¢]|, dada a e-periodicidade da estrutura e do coeficiente
que representa as propriedades do meio. Em decorréncia da natureza do problema
e visando uma abordagem sobre a escala local, dada a heterogeneidade na escala
global e a e-periodicidade das propriedades do meio, é possivel que a anélise sobre a
escala y € [0, n] seja feita de maneira equivalente sobre y € [0, 1]. Assim, no contexto
do MHA, isto facilita o processo de determinacao do meio homogéneo equivalente e
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de suas propriedades efetivas.

No que diz respeito as propriedades do meio, o interesse em obter um valor médio
para determinada propriedade ocorre de forma recorrente. De forma geral, para avaliar
o valor médio de certa propriedade a°(x) sobre a escala global = € [0,[], onde [ = ne,
utiliza-se o operador de valor médio

1 l n € 1 €
—/ a*(z)de = — | a(x)de = —/ a‘(x)dx, (2.1.1)
L Jo ne J, e Jo
ou seja, a média sobre todo 0 meio equivale a média sobre a célula basica.

Assim, ao realizar a mudancga de variavel em (2.1.1), com y = x/¢, a média sobre
a célula basica se resume a

/o a(y) dy. (2.1.2)

2.2 Modelo de vigas do tipo Euler-Bernoulli

Também conhecida como Teoria Classica de Vigas, a teoria de vigas de Euler-
Bernoulli é uma ferramenta fundamental na engenharia estrutural para descrever o
fendmeno da deflexdo, que se refere ao estudo da resposta de vigas submetidas a
diferentes tipos de carregamentos. A teoria recebe esse nome em homenagem a
Leonhard Euler e Daniel Bernoulli, que fizeram contribuicdes significativas para o de-
senvolvimento da teoria de vigas, conforme pode ser verificado em Euler (1744).

Neste modelo, as vigas sdo tratadas como estruturas unidimensionais, nas quais
as deformacdes transversais sdo negligenciadas em comparagdao com as deforma-
cOes axiais. Isso implica que as seg¢des transversais das vigas permanecem planas e
perpendiculares ao eixo da viga antes e apds a deformacao.

Com base na literatura, como por exemplo Ochsner (2021), as principais caracte-
risticas do modelo Euler-Bernoulli incluem:

Equacao de Equilibrio: O modelo é baseado na equacéo de equilibrio da viga,
que relaciona as forgas externas aplicadas a viga com as reagdes nos apoios e as
forgas internas na viga.

Hipotese de Pequenas Deformacoes: Ele assume que as deformagdes sao pe-
quenas o suficiente para que o angulo entre as fibras na secao transversal e o0 eixo da
viga permaneca pequeno.

Relacao Esforco-Deformacao: O modelo descreve a relacdo entre os esforcos
internos (momento fletor e forga cortante) e as deformagdes ao longo do comprimento
da viga.

Equacao da Linha Elastica: Uma das solugcbes fundamentais é a equacéo da
linha elastica, que descreve a forma da viga sob carga, relacionando a deflexdo da
viga com as forgas aplicadas.
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Solucoes Analiticas Simples: Devido a sua simplificacdo, o modelo Euler-
Bernoulli permite solugdes analiticas relativamente simples para uma variedade de
problemas de engenharia civil e mecanica.

Apesar de suas simplificacdes, o modelo de vigas de Euler-Bernoulli € amplamente
utilizado e fornece resultados precisos para muitas aplicagbes praticas, como o projeto
estrutural de edificios, pontes e maquinas. No entanto, é importante estar ciente de
suas limitagbes, especialmente em situagdes em que as deformacdes transversais
nao podem ser negligenciadas, como em vigas muito curtas ou sob cargas extremas.
Para esses casos, existem outras teorias, como, por exemplo, a teoria de vigas de
Timoshenko.

A equacao que rege o comportamento dindmico da deflexao lateral de vigas sujeita
a um carregamento é expressa por

2 2
oA T+ LI = fat),
sendo que p é a densidade da viga, A(x) é a area da se¢ao transversal da viga, f(x,t)
o carregamento, M (xz,t) o momento fletor e w(z,t) o deslocamento lateral (RAO,
2016).
Dada a relacao entre momento fletor e deflexao

0*w

M(z,t) = El(x)w,

em que I(z) € o momento de inércia e £ o mddulo de Young, tem-se a equagédo do
modelo de vigas do tipo Euler-Bernoulli

82 2 82
pA(:L’)a—;: + % [Ef(x)a—;;}} = f(a,1). (2.2.1)

A equacao é complementada com condi¢des de contorno, que dependem da confi-
guragao da viga, e também com condi¢des iniciais, definindo assim o modelo de vigas
do tipo Euler-Bernoulli. Considerando as configuracdes de vigas mais comuns (RAO,
2016), que se diferenciam de acordo com as condi¢cdes de contorno, temos:

1) Extremidade livre:
2

Momento fletor = Ela—w =0;
Ox?

2
Forca de cisalhamento = 9 E[a—w =0.
ox ox?

2) Extremidade simplesmente apoiada (pinada):

Deflexdao = w =0;
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0*w

Momento fletor = E/— = 0.
0x?

3) Extremidade fixada (engastada):
Deflexao = w =0;

L. ow
Inclinagdo = — = 0.
Ox

2.3 Conceitos basicos

Definicao 2.3.1 (Simbolo de ordem © grande): Sejam o dominio D C R, e o conjunto
E c R de valores do parametro ¢, 0 < ¢ < 1. Seja B. o espago normado das
fungées f : D — R com lei de formagdo © — f(x,c) e norma ||f(x,¢)||. definida para
cadac € E. A notagdo f(x,e) = O(eV), N € R, quando ¢ — 0" na norma de B. é
equivalente a afirmar que existem constantes A, s, € R tais que ||f(z,¢)||p. < AV
paral < e < gy < 1 (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Isto significa que, para cada ¢, a fungdo f(z,¢) se torna limitada por As". Como se
considera ¢ < ¢, segue que, para todo ¢ a fungéo f(z,¢) é limitada por AcY.
Definicao 2.3.2 (Expansao assintotica (EA)): Sejam f, g, : D — R,k € N, funcées do
espago normado B. para cada ¢ € E. A série infinita Z e*gr(x, ) é uma expanséo

k=0
assintética de f(z,c) se, e somente se, para qualquer N € N, existe um numero M,

tal que, se m > M,, entao
f(.??,éf) —Z&“kgk(l’,S) = O(gN)’ (231)
k=0
quando ¢ — 0% na norma de B.(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).
Notacgéo: f(x,e) ~ Zskgk(x,e).
k=0

Ou seja, uma EA de f é uma série tal que todos os seus truncamentos, a partir de
um certo numero de termos, sdo boas aproximacoes de f.

Definicao 2.3.3 (Solugao assintdtica formal (SAF)). Sejam os espacos normados B;.
e B,., afuncdo f € B,. e 0 operador L¢ : B, — B,. paracadac € E. Sejau® € By,
u®(z) = u(x,¢), a solugdo exata da equagédo

Lo = f. (232)
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Uma SAF de (2.3.2) € uma série infinita, ndo necessariamente convergente,
ul)(z,e) =Y efu(w,e), uy € By, (2.3.3)
k=0

tal que para qualquer N € R, existe M (N) € N tal que para todo m > M(N) vale a
relacdo
Leu™ — f = O(eN), (2.3.4)

em que

u™(z,¢) = Zakuk(x, £),
k=0

quando ¢ — 0% na norma de B,. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Observa-se que a relagdo em (2.3.4) estabelece que, para m € N suficientemente
grande, todo truncamento «(™ da SAF u(>) aproxima a solugéo exata u° de (2.3.2)
com erro ndo maior que um multiplo de V. Ou seja, as imagens pelo operador L¢ de
todo truncamento da SAF, a partir de um certo numero de termos, sdo boas aproxima-
¢cbes do termo independente f da equagéao diferencial. Embora as definicbes de EA
e SAF sejam de certa forma semelhantes, as EA’s aproximam fung¢des independente-
mente do contexto em que ocorrem. Entretanto, as SAF’s aproximam funcdes que séo
solucdes de equagdes diferenciais, sem serem, em geral, EA’s dessas fung¢des. Ainda
assim, sob certas condicdes, as expressoes para EA e SAF podem coincidir.

Proposicao 2.3.4 (Condicées para uma SAF ser EA da solucdo exata de Lcu® = f).
Seja L o operador em (2.3.2). Se L* é linear e existem constantes A, € R* , A, € R*
independentes de ¢, tais que ||v¢||p,. < A1e2||f]||p,., entdo a SAF (2.3.3) é uma EA
da solugéo exata u°.

Demonstracao:

Seja u(> uma SAF de (2.3.2). Da definicdo 2.3.3 tem-se que para todo N € N
existe M = M(N) tal que (2.3.4) € verdadeira para todo m > M quando ¢ — 0% na
norma de B;. Assim, de (2.3.4) segue que

L™ — f = O(eN) = Loul™ — Luf + Lowf — f = O(M).
Portanto, de (2.3.2) e da linearidade do operador L¢ tem-se
LE(u™ —uf) = O(eN). (2.3.5)
Tomando U¢ = u(™ — v e F* = O(eV), segue de (2.3.5) a seguinte expressio

LfU® = F*.
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Aplicando a estimativa
|UF]| 3. < Are™||F¥|,. .
segue da definicdo 2.3.1 que existem constantes positivas A; e ¢, tais que
1U°||5,. < Are™ Age™, (2.3.6)

para todo ¢, tal que 0 < e < &q.
Considerando A uma constante independente de ¢ tal que A > A155‘2A3 , Segue de
(2.3.6)
1U°]|,. < A",

ou seja,
“u(m) —uf||p,. < AV, (2.3.7)

para todo ¢, 0 < & < &.
Portanto, com base na definicdo 2.3.1 e (2.3.7), segue que u* ~ u(>). CQD

2.4 Estimativas via principios do maximo

Teorema 2.4.1 (Estimativa via principio do maximo generalizado para problemas hi-
perbdlicos:) Sejau € HL((0,1)? x (0,T)), (0,1)¢ c R?, d € {1,2,3}, a solugdo generali-
zada do problema

( 0%u ou 0 ou
+ Bi(:c,t)% + Az, t)u = f(x,t) + % , z € (0, 1)d/8(0, 1)d, t e (0,7)

u‘a(ovl)d: 0,te (0,7) ’
U(J}, 0) = ¢1(x) ) ¢1(x) < H&((Oﬂ 1>d)

ou 2
E(w,()) = to(x), 1y € L((0,1)%)

(2.4.1)
em que R(xz,t) > Ry > 0, S(z,t) > Sy > 0, Ry e Sy constantes. Os coeficientes A;;
satisfazem as condigbes de simetria A;;(z) = Aj;(xz) e positividade A;jnmn; > knn;,
vn € R4, com k > 0 constante. Para a solugdo u, vale a seguinte estimativa:
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HUHH(%((O,I)dX(O,T)) < C(’Wl(x)HHg((o,nd) + [0 () | 20,092y + 1 f 1l 22((0,1)2x 0,1

: of;
([

em que c depende de T' (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

2(00,1)éx(0,1)) €0

N 2.4.2
+ mgg)lllelL ((0.1) >>) ( )

2.5 Lemas e resultados acerca de funcoes peridédicas

Proposicao 2.5.1 Se f(x) é uma fungéo integravel c-periddica, entdo o valor I da
integral definida

I = /IJ“3 f(s)ds (2.5.1)

nao depende do valor de .

Demonstracao:
Sejaxr=me+n,meNenecl0,e). Assim, de (2.5.1)

x+e (m+1)e+n (m+1)e (m+1)e+n
I:/ f(s)dSZ/ f(s)ds:/ f(s)ds+/( f(s)ds

me+n me+n m+1)e

Fazendo a mudanca de variaveis s = me + o e s = (m + 1)e + 3, tem-se

[:/naf(a+m5)da+/0nf(ﬁ+(m+1)5)dﬁ (2.5.2)

Utilizando a e-periodicidade de f(z), segue de (2.5.2)
I:/n flayda+ [ r3as= [ f(ﬁ)dﬁ+/n flayda= [ fyar

Portanto, segue o resultado. CQD

Proposicéo 2.5.2 Dada uma fungdo f(x) 1-periddica, entdo para todon € N, f((x)
é também 1-periodica.

Demonstracao:

Como a demonstracéo € feita sob as ordens das derivadas da fung¢éo f(y), a qual
sdo numeros naturais, pode-se utilizar a técnica de indugéo finita. Para isso, supde-se
que f(y) € C", entdo se f(y) € 1-periddica, segue da definicdo de derivada

h—0 h h—0 h
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Logo, f'(x) € uma func¢do 1-periddica.
Supondo entdo que f™(x) é 1-periddica, temos que
fO(z+14+h) — f(z+1)

fo @+ 1) = (F (2 + 1)) = lim

o fO@ R - [
h—0 h

= [0 ().

Portanto, segue o resultado. CQD

Proposicao 2.5.3 Dada f(x) integravel e 1-periddica, entao uma condigao necessaria
e suficiente para que suas antiderivadas sejam 1-periddicas é que (f(z)) = 0. Além
disso, existe uma antiderivada de f(z) cuja média também é nula.

Demonstracao:
Condicao necessaria: Seja F'(x) uma antiderivada de f(z). Entdo pela primeira
parte do Teorema fundamental do Calculo, tem-se

F(z) = /0m f(s)ds+C . (2.5.3)

Note que de (2.5.3) tem-se

Rt -Fw = [ s [as= [ = [ i =y =0,

Logo, é garantida a 1-periodicidade de F'(z).
Condicao suficiente: Seja f(z) 1-periddica e F(z) uma antiderivada de f(z) tam-
bém 1-periddica. Assim de (2.5.3) e da proposicao 2.5.1

0=F(y+1)—F(y) = " f(S)dSI/O fs)ds = (f(y))

Y

Entéo, (f(y)) = 0.
Para completar a demonstragao, note que (2.5.3) define uma familia de antideriva-
das, em que a unicidade destas depende da fixar a constante C. Assim, considerando

c=—</oyf<t>dt>,

tem-se uma antiderivada de média nula. CQD
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Lema 2.5.4 (Condicdo necessaria e suficiente para a existéncia e unicidade de solu-
¢do 1-periodica de LN = F de segunda ordem)

Sejam F(y) e a(y) fungbes 1-periddicas, com a(y) diferencidvel, estritamente po-
sitiva e limitada e y € (0,n). Uma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia

d ‘
de solugdo N(y) 1-periodica da equagdo LN = F, com L = % (a(y)@), € que

1
(F(y)) = 0, em que (-) = / F(y)dy é o operador de valor médio. Tal solugédo 1-
0 ~

periddica é unica salvo uma constante aditiva, ou seja, N(y,C) = N(y) + C em que
N(0) =0 ou (N(y)) = 0 (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Demonstracao:
Condicao necessaria: Seja a fungdo N(y) 1-periédica que é solugédo da equagao
LN = F, ou seja,

d dN
(0 ) = ) v e 0.m), 25.4

Integrando (2.5.4) em [0, n], levando em conta que |, g(y)dy = nfolg(y) dy para
qualquer fungéo g(y) 1-periédica em [0, n], n € N, tem-se

<F(?/)>=/01F(y)dy:/01%(a(y)%) dy — (a(y)%)

o qual segue da 1-periodicidade de dN/dy herdada de N(y) pela Proposi¢do 2.5.2, a
1-periodicidade de a(y) por hipbtese, e o fato de que o produto de fungdes 1-periddicas
é também 1-periddica.

Portanto, uma condicdo necessaria para que a equacao LN = F tenha solucao
N(y) 1-perioddica € que

y=1
= 07
y=0

) = | " Fly)dy—0. 255)

Condicao suficiente: Seja a funcdo F(y) 1-periddica tal que (F(y)) = 0. Assim,
integrando (2.5.4) em [0, y|, tem-se

AN [V

aly)— = F(s)ds+ (.
5 = [ Fedsc,

) iy . . dN . ~
Como a(y) é positiva e limitada, pode-se isolar = e integrar para obter a solugéo
Y
geral de LN = F da forma
1

N(y, Cr, Cs) = /Oy ol (/OtF(s) ds + cl) dt + Cy . (2.5.6)
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Portanto, € necessario encontrar os valores de C1,C; € R tais que (2.5.6) é 1-
periddica tendo-se (2.5.5) como hipétese. De fato, basta encontrar €1, pois a condi¢ao
de 1-periodicidade N(y + 1,C4,C) — N(y, C1,Cy) = 0 ndo depende da escolha de Cs.

Impondo a 1-periodicidade a N(y, Cy, Cs) tem-se que

y+1 1 t
O:N(y+1701702)_N(%CMOQ):/ —(/ F(s)ds+01) dt,
Yy a(t) 0

em que o integrando € uma fungao 1-periédica, pois a(y), F(y) e C; séo 1-periddicas
e, com (2.5.5) como hipétese, [ F(s) ds é 1-periédica. Com efeito,

/OyHF(s)ds—/OyF(s)ds:/yyHF(s)ds:/OlF(s)dsz<F(y)>:0’

em que a segunda igualdade segue da Proposicao 2.5.1.
Logo, utilizando a Proposicao 2.5.1, tem-se que a condicao de 1-periodicidade é

0= N(y+1,C1,Ch) — Ny, Cu, C) — /Olﬁ (/Otp(s)qu) dt.

De isolar C; tem-se

Cr = —(a ()" <$ /Oy F(s) ds> = (.

para o qual (2.5.6) fornece a solugdo 1-periddica de LN = F' com (F(y)) = 0, Unica
salvo uma constante aditiva C' = (', da forma

N(y,C) = /Oy % (/Otns) ds + él) dt+C ye01), (2.5.7)
cab.

Observacao 2.5.5 (Sobre a unicidade da solugdo e implicagées)

i) Sendo (2.5.7) unica salvo uma constante aditiva, € necessario impor uma con-
dicdo adicional para garantir sua unicidade. Seguindo principios mecanicos, é
usual impor, por exemplo, que N(0) = 0 ou (N(y)) = 0;

ii) E possivel expressar (2.5.7) como N(y,C) = N(y) + C, em que a fungdo N (y) =
N(y,0) é uma solugdo 1-periédica de LN = F tal que N(0) = 0;

iii) E possivel expressar (2.5.7) como N(y,C) = N(y) + C, em que N(y) é uma so-
lucdo 1-periddica de LN = F tal que <N (y)> — 0 e C é uma constante arbitraria.
De fato, utilizando o item anterior pode-se tomar N (y) = N(y,0)— (N(y,0)) como
solucdo 1-periédica de LN = F e C' = (N(y,0)) + C;
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iv) Com base na proposicédo 2.5.2, tem-se que garantida a 1-periodicidade de N(y),
"N
entao <C;yn > =0, para todon € N.

Lema 2.5.6 (Condicdo necessaria e suficiente para a existéncia e unicidade de solu-
cdo 1-periddica de LN = F de quarta ordem )

Sejam F(y) e a(y) fungdes 1-periddicas, com a(y) duas vezes continuamente di-
ferenciavel, estritamente positiva e limitada e y € (0,n). Uma condi¢do necessaria e
Suficiente para a existéncia de solugcdo N(y) 1-periddica da equagdo LN = F, com

d> d? . ~ e
L = a7 <a(y)d—y2), é que (F') = 0. Tal solugdo 1-periddica € unica salvo uma cons-

tante aditiva, ou seja, N(y,C) = N(y) + C em que (N(y)) = 0.

Demonstracao:
Condicao necessaria: Seja a fungdo N(y) 1-periédica que € solugéo da equagao
LN = F, ou seja,

d? d’N
- (a<y>d_y2) — Fly).y e (0.n). (2.5.8)

Integrando (2.5.8) em [0, 1] temos

/UIF(y) dy = /01 j—; (MM%) dy = d% (a(y)%;[)

o qual segue da 1-periodicidade de N(y) e a(y) por hipotese. Com efeito, da propo-
2

- d*N . ~ - ]
sicao 2.5.2 tem-se que e € 1-periddica, e como o produto de fungdes periddicas é

y=1
=0,

y=0

] ~ . d’N - - :
também uma funcao periddica, segue que a(y)d—y2 € uma funcao 1-periédica. Assim,
- d d*NY | ~ o
pela proposicao 2.5.2 segue que & (a(y)d_y?) € uma funcao 1-periddica. Portanto,
uma condigdo necessaria para que a equacdo LN = F'tenha solugdo N(y) 1-periddica

€ que
1
(P = | Fwdy=0. 25.9)
0

Condicao suficiente: Seja a fungdo F(y) 1-periédica tal que (F(y)) = 0. Assim,
integrando (2.5.8) em [0, y], segue que

d d>N
dy (CL(y)d_yQ) = Fi(y), (2.5.10)

em que se define
Yy
Fi(y) = / F(s)ds+C; . (2.5.11)
0
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Integrando (2.5.10) em [0, y], tem-se

d*N
a(y)d—y2 = F(y), (2.5.12)
em que se define
Y
0

Como a(y) é uma fungao positiva e limitada, decorre de (2.5.12)

d*N . F2(?J)

e , 2.5.14
dy*  a(y) ( )
Integrando (2.5.14) em [0,y], y € (0, 1), segue que
dN
G = B, (2.5.15)
em que se define
Yy
Fy(y) = / EICN (2.5.16)
o a(s)
Integrando (2.5.15) em [0,y], y € (0,1), tem-se
Yy
N(y) :/ F3(s)ds+Cy . (2.5.17)
0

Por conseguinte, devem-se encontrar os valores de C,,C; e C5 € R tais que
(2.5.17) é 1-periddica tendo-se (2.5.9) como hipétese, pois a 1-periodicidade nao de-
pende da escolha de C}.

De (2.5.17) segue que N(y) € uma antiderivada de F3(y). Entao, garantindo que
F3(y) seja 1-periddica e de média nula, pela proposicao 2.5.3 segue a 1-periodicidade
de N(y). Logo, para que (F3(y)) = 0, tem-se de (2.5.16) que

Cy = — </0y iz((:')) ds> . (2.5.18)

Para garantir a 1-periodicidade de F3(y), note que de (2.5.16) segue que F3(y) €
F(y) F(y)
a(y)
nula, utilizando a proposi¢éao 2.5.3, segue a 1-periodicidade de F;(y).

Assim, note que para <F;(<yy>)> = 0, segue de (2.5.12) e (2.5.13) que

uma antiderivada de

. Entao, garantindo que seja 1-perioddica e de média

Cy = — (a'(y)) <a—1(y) /Oy Fi(s) ds> | (2.5.19)
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Fy(y)

a(y)
uma vez que a(y) é 1-periddica por hipotese e a divisao de fungdes 1-periddicas é uma

funcé@o 1-periddica. Assim, note que de (2.5.13) segue que F,(y) € uma antiderivada
de Fi(y). Entédo, garantindo que Fi(y) seja 1-periddica e de média nula, utilizando a
proposicao 2.5.3, segue a 1-periodicidade de Fy(y).

Entdo, para que (Fi(y)) = 0 tem-se de (2.5.11)

Cy = — </OyF(s) ds> . (2.5.20)

Segue de (2.5.11) que Fi(y) € uma antiderivada de F(y), que por hipdtese é 1-
periddica. Assim, com a condigdo (2.5.9), é garantida a 1-periodicidade de Fi(y) pela
proposigao 2.5.3. Portanto, segue da 1-periodicidade de Fi(y), Fx(y) e F5(y) € as ex-
pressoes em (2.5.18), (2.5.19) e (2.5.20) que N(y) é 1-periddica. E tem-se de (2.5.17)
tomando C; = C a seguinte expressao

N(y,C) :/Oy (/Oz@ [/Ow (/OtF(s)derCl) dt+02] dw+03> dz+C, (2.5.21)

em que C1, Cy e C3 sdo dados em (2.5.18), (2.5.19) e (2.5.20), respectivamente. CQD.

Para garantir a 1-periodicidade de

basta provar a 1-periodicidade de F;(y),

Observacao 2.5.7 (Sobre a unicidade da solucdo e implicagées)

i) Sendo (2.5.21) unica salvo uma constante aditiva, é necessario impor uma con-
dicdo adicional para garantir sua unicidade. Neste contexto, a condi¢cao de unici-
dade sera (N(y)) = 0.

ii) E possivel demonstrar o Lema com o auxilio do Lema 2.5.4 para o operador L e
isto ¢ feito garantindo que a fungdo % é 1-periddica na equacéo (2.5.10). E feito
isso, verifica-se que os valores das constantes que garantem a 1-periodicidade
de N(y) sdo as mesmas.

iii) Como a proposi¢do 2.5.3 apresenta uma condicdo necessaria e suficiente para
garantir a 1-periodicidade das antiderivadas de uma fungdo 1-periodica, isso se
traduz em dizer que essa condig&o é a unica maneira de se obter tal resultado. E
isso implica na fixacdo de trés, das quatro constantes de integracdo da equagcao
diferencial, no processo de encontrar condigbes que garantam a 1-periodicidade
da solucdo da equacdo, sendo estas, as de média nula para as derivadas da
solugéo.

iv) Vale ressaltar que este resultado é original (salvo melhor conhecimento).
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2.6 Definicoes e resultados da analise funcional

Definicao 2.6.1 Sejal < p < oo eum f : D — R uma fungdo mensuravel no sentido
de Lebesgue. Entdo a norma L* é definida como

1/p
(/|f|pdx> 1<p<oo
| fl|zo(p) = D (2.6.1)

Y

esssupl|f|, p= o0
D

em que LP(D) é o espago das fungdes p-integraveis com norma

£ llze(y = /D \flPds,

ess sup|f| = inf{M € Rlu({x € R|f(x) > M}) = 0},
D

sendo 1. a medida de Lebesgue.

Definicao 2.6.2 (Espaco de Hilbert): Seja H um espaco vetorial sobre um corpo K,
com produto interno (-,-) : H x H — K. Entdo H chama-se espaco de Hilbert se e
somente se for completo com norma induzida pelo produto interno || - ||z = +/(-, ).

Definicao 2.6.3 (Espago de Sobolev) Sejam p € [1,00] € R e um dominio limitado
D € R"™. Um espaco de Sobolev é o espaco vetorial completo normado

: o f . .
WHP(D) =< f: 8_ €eL’(D),i=1,.,n,j=0,..,k?,
x

em que as derivadas devem ser tomadas no sentido generalizado' e norma

(2.6.2)

=(i,) Lr(D)

(nk)
£l lwer(0) J 111200y Z
(p,q

Para o estudo é conveniente definir o espago H?(D), o qual é obtido tomando
k =p = 2em (2.6.2). Também defini-se o espago HZ(D), a qual é o conjunto das
fungdes f € H?(D) que tem suporte compacto em D, ou seja,

Hg(D) ={f: f € H*(D), f|,,= 0} .

em que HZ(D) herda a norma e o produto interno de H*(D).

'Ou seja, a expressdo que decorre de (v/,¢) = — (u, V¢) em que ¢ é uma fungdo de teste com
suporte compacto em D e (-,-) é o produto interno do espaco trabalhado.
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Proposicao 2.6.4 Seja D € R um dominio. Entdo existe uma constante Cp, tal que

d?w
[lwllx) < Col|== | 2(p) - Voo € H3(D). (2.6.3)

Demonstracao:
Sejal C Rtalque D C I e sejaw € HZ(D) e w a extensdo por zero de w para I.
Tem-se de forma imediata que w € HZ(D) e

Sem perda de generalidade, pode-se supor que D = (a,a + b). Entdo, pelo TFC1,

d™w
dzx™

d™w

dz™

,Ywe H(D), n=0,1,2.
L2(1)

L2(D) ‘

segue
w(z) :/a %dt.
Assim,
9 *dw  |?
lw(z)|* = Edt , (2.6.4)
em que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
1/27 2
T dw  |? v 1/2 | duw |? | dw |?
2 — — < i <z — bt
e[ gl = ()" ([ ) ] <-a ] i
z | d 2 z | d 2
gb/ d—f dt:>\w(x)\2gb/ d—l: dt . (2.6.5)
Integrando (2.6.5) em D, tem-se
2
w(x Tz < —| dx.
[ w@par < [ |2
D p|dx
De forma analoga, segue que
2 2 2
/d—“’ dmgbZ/ ol
p | dz p | dz?
de onde decorre
2 4 P |*
/D|w(x)\ dx <b /D ) dx. (2.6.6)
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E de extrair a raiz de (2.6.6), segue o resultado

2w
1/ |w ]dx<|b|2“ T2 dx:>||w||Lz <Cp
QD.

para todo w € H}(D). C

Y

L*(D)

Definicao 2.6.5 (Funcional linear) Seja H um espacgo de Hilbert. Considere o funcio-
nal ¢ : H — R com lei u — ¢(u), entdo este chama-se linear sobre H se e somente
se p(u+v)=p(u)+ p) ep(cu) =cp(u), parau,v € H ec € R.

Definicao 2.6.6 (Funcional linear continuo) Seja H um espacgo de Hilbert. O funcional
linear ¢ : H — R com lei v — ¢(u) chama-se continuo sobre H se e somente se
lo(u)| < cllp(u)||,, paratodou € H ec € R.

Definicao 2.6.7 (Forma bilinear) Seja H um espaco de Hilbert. Considere a aplicacao
a:HxH — R com lei (u,v) — a(u,v), entdo esta chama-se forma bilinear sobre H
se e somente se ¢ linear em cada um de seus argumentos.

Definicao 2.6.8 (Espaco dual) Dado um espaco vetorial V sobre um corpo K, o es-
paco dual V* é o conjunto dos funcionais lineares continuos ¢ : V. — R.

Definicao 2.6.9 O espaco L (D,R) € o conjunto de todas as fungées f : D — R que
s&o essencialmente limitadas, ou seja, f € L>* (D,R) se

[ flloo = esssgplﬂ < .

Definicao 2.6.10 (Pareamento entre espagos vetoriais) Seja um espago vetorial V' e
V* seu espaco dual, entao um pareamento entre w € V e ¢ € V* é definido como a
acao de ¢ em v, denotado por

(9,v) = d(v).

Teorema 2.6.11 (Lax-Milgram) Sejaa : H x H — R uma forma bilinear e f : H* — R
um funcional linear continuo.
Se a forma bilinear satisfizer as propriedades:

1) (Coercitividade) Existe uma constante o > 0 tal que

a(w, w) > allwl|ff, Yw € H.

2) (Continuidade) Existe uma constante 5 > 0 tal que

a(w,v) < Bl|lwl|lg - ||v||g, Yw,v € H.
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Entao existe uma unica solugcdo v € H tal que

a(w,v) = {f,0) g g -

Demonstracao:
A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em BACHMAN; NARICI
(2012). CQD.

Tendo estabelecido os fundamentos sobre meios microperiédicos, além de todos
o0s pré-requisitos requeridos para o estudo, é possivel agora avancgar para a metodolo-
gia especifica que permitira a analise de estruturas microperiddicas com propriedades
rapidamente oscilantes. A partir deste ponto, os conceitos do Método de Homoge-
neizacao Assintética (MHA) serdo aplicados para derivar solu¢des aproximadas de
problemas diferenciais dinamicos e estaticos de segunda e quarta ordem. O MHA se
destaca pela capacidade de transformar sistemas complexos com coeficientes osci-
lantes em problemas efetivos sobre um meio homogéneo equivalente, simplificando
consideravelmente o estudo de vibracdes e deformacdes.

No capitulo 3, a metodologia detalhara o MHA, apresentando os modelos e téc-
nicas de resolucao a serem aplicados. Em seguida, o capitulo 4 aplicara esta me-
todologia a problemas especificos de ordem superior, estabelecendo a relagéo entre
a solucédo exata e a homogeneizada e analisando as propriedades e aproximagoes
resultantes das solucdes assintéticas para os casos de barra vibrante e viga estatica.
Esse desenvolvimento permitira ndo apenas obter coeficientes efetivos e modelagens
simplificadas, mas também ilustrara, através de exemplos numéricos, a aplicabilidade
do MHA em contextos praticos.



3 METODOLOGIA

3.1 Introducao

Neste capitulo, descrevemos os métodos matematicos empregados na pesquisa,
com énfase na homogeneizacdo matematica. O objetivo € apresentar as abordagens
tedricas e computacionais adotadas para resolver problemas relacionados a materiais
heterogéneos e a passagem ao limite quando o parametro de heterogeneidade tende
a zero. Esse método é especialmente util para problemas de mecénica de estrutu-
ras com periodicidade ou heterogeneidades em escalas menores que a de interesse,
como em materiais compostos ou estruturas com microestruturas periédicas, que sao
abordados neste trabalho.

Em relagcdo ao tipo de pesquisa, este estudo combina dois enfoques: teorico e
aplicado. O aspecto teorico envolve a apresentacdo e prova de resultados, como
teoremas e lemas, incluindo contribui¢cées originais. O aspecto aplicado utiliza esses
resultados para resolver problemas reais nas areas de engenharia, fisica e mecanica.

3.2 Modelos abordados e técnicas de resolucao

Conforme mencionado, o objetivo é aplicar a teoria da homogeneizagcdo matema-
tica, especificamente o método de homogeneizagéo assintética, aos modelos de uma
barra vibrante e de uma viga de Euler-Bernoulli, tanto no contexto estatico quanto no
dinamico.

O estudo de barras vibrantes é essencial para descrever o comportamento dina-
mico de estruturas submetidas a excitagdes periddicas. A equacdo que governa as
vibragdes transversais de uma barra ndo-homogénea é:

2
p<x,t)A(x,t)% _ @% (E(x,t)A(x,wa“éZ’ t)) — (e, 0), (3.2.1)
onde p é a densidade do material, A é a area da secao transversal, £ € o médulo
de elasticidade (modelo de Young), f(x,t) a forca de corpo e u(x,t) € o deslocamento
transversal da barra. Mas como pretende-se adotar uma estrutura microperidica, a
todas as propriedades da barra, considera-se a forma ¢°(x,t) = g(x,z/e,t). Ainda, a
equacao em (3.2.1) é complementada com condic¢des iniciais e de contorno, obtendo-
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se assim, o modelo de barras vibrantes.

Para resolver os modelos, utiliza-se uma combinagdo de métodos analiticos e nu-
méricos. Para o modelo original, emprega-se a abordagem numérica de diferencas
finitas centradas (BURDEN; FAIRES, 2016), uma vez que a equacao apresenta co-
eficientes variaveis. Apo6s a aplicacdao do Método de Homogeneizacdo Assintética
(MHA), obtém-se um modelo assintoticamente equivalente ao original, mas com coe-
ficientes constantes, 0 modelo homogeneizado. A solucao deste modelo é encontrada
utilizando-se a técnica de separacao de variaveis e o principio de Duhamel.

Conforme apresentado na subsec¢édo sobre o0 modelo de vigas de Euler-Bernoulli,
a equagao que rege o comportamento de deflexdo dessas estruturas é a equacao
em (2.2.1). Para obter o modelo completo, complementa-se essa equagao com con-
di¢des iniciais e de contorno, considerando-se, para estas ultimas, uma configuracao
determinada. Além disso, como se consideram estruturas microperiddicas, as pro-
priedades da viga também sdo expressas na forma ¢°(z,t), conforme apresentado
anteriormente.

Este tépico é dividido em duas partes: o modelo dinamico e o estatico. Os exem-
plos numéricos foram restritos ao caso estatico, cujas metodologias para a obtencao
das solugdes do modelo original e homogeneizado foram, respectivamente, diferencas
finitas centradas e integragao direta.

Em relagdo aos exemplos numéricos, destaca-se que estes foram desenvolvidos
pelo proprio autor e, quanto aos softwares utilizados, empregaram-se o Octave e o
Matlab.

3.3 Método de Homogeneizacao Assintotica

Para aplicar o método aos modelos, considera-se que as propriedades do material
variam periodicamente em relacao a &, ou seja, sao e¢-periddicas. Ainda, denotam-se
por a(z,t) as fungbes E¢(z,t)A(x,t) e E°(x,t)I*(z,t), que representam a rigidez axial
e rigidez flexural, para o caso da barra vibrante e da viga, respectivamente. Mantém-se
a mesma notagao, pois tratam-se de modelos diferentes. Essa funcdo é considerada
estritamente positiva e limitada, sendo sua motivagdo baseada no uso dos lemas da
secao preliminares.

A abordagem geral consiste em encontrar uma SAF em duas escalas do problema
original, da forma:

u(z,t) = Zekuk(x,y,t) , y=21a/e,
k=0

em que de substituir esta expressao no problema original e garantindo-se a existén-
cia desta SAF, constroi-se uma sequéncia recorrente de equacgdes diferenciais, cujas
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funcdes incognitas sao os coeficientes da SAF.

Para garantir a existéncia desses coeficientes, utilizam-se os lemas e, além disso,
se imp6e que uy(z,t), ou seja, o primeiro termo da SAF, seja solugdo do problema
homogeneizado. Este problema, nada mais €, do que a equacao do modelo original,
na qual aplicou-se o operador de valor médio em relagédo a variavel local y, para cada
coeficiente da equacdo. Assim, o método busca encontrar uma equagéo governante
para ug(z,t), que descreve o comportamento da estrutura com propriedades médias
efetivas.



4 DESENVOLVIMENTO

4.1 MHA para um problema hiperbélico unidimensional de se-
gunda ordem

4.1.1 Formulacao do problema

Seja o parametro ¢, 0 < ¢ < 1. Para cada ¢, considere a° € C'(Q), V¢, f¢ € C(9),
com Q = [0,1] x Ry, a®(z,t) = a(z,x/e,t), b°(x,t) = b(x,x/e,t) € f(x,t) = f(x,x/e,t)
fungbes e-periddicas na segunda componente. Ainda, a e b sdo fungdes estritamente
positivas e limitadas. Assim, considera-se o problema de valores iniciais e de contorno
para a equagdo da onda: para cada ¢ > 0, procura-se u° € C?*(2;) N C*(€), onde
u® =u(z,t) e 4 = (0,1) x R%, tal que

( 2,,€ £
Lo = bf(x,t)%—; - @% (f@,t)%) = f(z,t), 2€(0,1),t>0
uf(0,t) = uf(1,t) =0, t >0 , o (41)
ou®
k u(w,0) = p(x), —-(w,0) =q(z) , @ € (0,1)

gue modela o comportamento mecéanico dindmico de uma barra unidimensional com
estrutura micro-heterogénea localmente periddica, onde assume-se que os extremos
da barra estdo fixos, sendo »° a densidade de massa, a° a rigidez axial, f a forca
de corpo e p e ¢ os deslocamentos e velocidades iniciais. Ainda, impde-se que as
condi¢des de compatibilidade p(0) = p(1) = 0 devem ser satisfeitas.

4.1.2 O problema é bem-posto

Sejam ¢°(x,t) e ¢°(x,t) duas solu¢des de (4.1.1). Pela linearidade do operador L,
é valido que 6°(z,t) = ¢°(x,t) — ¢°(x,t) é solugao de (4.1.1). De aplicar a estimativa
(2.4.2), adequando-a para o caso unidimensional, segue que ||0°(z, t)|| x(0,1)x(0,7)) = 0,
ou seja, ¢°(z,t) = ¢°(x,t), provando assim a unicidade da solucdo de (4.1.1).

Para provar a estabilidade, sejam ¢°(z,t) e ¢°(x,t) solu¢des de (4.1.1), com o lado
de direito de (4.1.1) sendo respectivamente f¢(x,t) e ¢°(z,t). Assim, pela estimativa
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(2.4.2), segue que

% (z,t) — o (@, )| z0,1)x(0,1)) < Olf (2, 1) — g°(2, )| m(0,1)% (0,7)), (4.1.2)

0 que mostra que pequenas variagdes dos dados iniciais geram pequenas alteracdes
na solugao do problema. Logo, o problema em (4.1.1) é também estavel e, portanto,
bem-posto.

4.1.3 Formalismo matematico do MHA

Consideram-se as varidveis globais e locais = e y, onde y = z/e com ¢ = n™!,
n € N. Assim, seja uma SAF de (4.1.1) em duas escalas da forma

ua(xvt) ~ U(Q)(l'7t75) = U()(fE, y7t) + €u1($, yat) + 62’&2({[', Ys t) ) (41 3)

em que ux(z,y,t), k € {0, 1,2}, sdo fungbes duas vezes continuamente diferenciaveis
em z, y € t, € também 1-peridédicas em y. Note que com a introducao da variavel y,
segue que a°(x,t) = a(x,x/e,t) = a(x,y,t), onde da e-periodicidade do coeficiente
a®(x,t), decorre a 1-periodicidade em y de a(zx, y,t). Com efeito

T r+e z
a(x,y +1,t) :a(a:,—+1,t> :a(x,—,t> :a<x,—,t> = a(x,y,t),
€ 5 €

sendo que para as fungdes b e f o resultado € analogo.
Considerando que x e y sdo variaveis independentes, segue da regra da cadeia

o) _a() | _.00)
B = T e (4.1.4)

De aplicar (4.1.4) em (4.1.1), decorre que

__ e, E € __ 1€ a2us (9 —18 € a —1a € €
0? 0 0 4 (0 0 0 0
- (b(l‘,yﬂf)@ - % {a(x,y,t)%} — € (% |:a<x7y7t)a_y:| + a_y |:G(Jf,y,t>%:|)

0 0
- 8_28_y |:a(xay7t)a_y:| >u€ - f(x,y,t),

em que, definindo os operadores lineares

0

0
Lop = P [a(x,y,t)%} , o, B € {x,y}, (4.1.5)
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tem-se
€,,E € 62 —1 —2 15
0=Lu — f° = b@—ﬁm—e (Loy+ Lys) —e 2Ly Ju"— . (4.1.6)
Substituindo (4.1.3) em (4.1.6) e agrupando os termos pelas poténcias de ¢, segue
2 02 1 2 2
0~ Lou? — f= (b@—ﬁm—e_ [Loy + Lya] — €~ ﬁyy) u® — f
82
= (b@ — Ly —ce ! [Loy + Lys] — 5‘2£yy) (uo + cuy + e%ug) — f
= —c 2Lyyup — e H(Lyyur + Loyt + Lyzo)
32
—¢° (—baTléo + Lyyus + Loyur + Lyguy + Logug + f) +0(e)

em que O(e) representa a reuniao dos termos que tendem a zero quando ¢ — 0™, ou
seja, 0os termos que acompanham as poténcias positivas de ¢.

Assim, para que a igualdade assintética £5u(® — f¢ = O(c) seja verdadeira, ou
seja, para se anularem os termos das poténcias nao positivas de ¢, deve-se garantir a
existéncia de solugdes wy, k € {0,1,2}, 1-periédicas em y da seguinte recorréncia de
equacoes diferenciais:

e Lyug=0
el Lyyur = —Layug — Lyzuo , (4.1.7)
82160

ot?

el Lyyus =b — Loy — Lyzur — Logug — f

Note que, para cada = € (0,1) e ¢t > 0 fixos, as equacdes em (4.1.7) sdo da forma
LN = F com F(y) e a(x,y,t) 1-periédicas em y, onde notando que para = e ¢ fixos,
L,, = L, pode-se aplicar o Lema 2.5.4 a fim de garantir a existéncia de solu¢des
1-periédicas em y de (4.1.7).

Aplicando o Lema 2.5.4 para (4.1.7); tem-se que N = u, e FF = 0. Por-
tanto, a condicdo de Lema se cumpre identicamente. Logo, para cada = e t fixos,
existe ug(x,y,t) 1-periddica em y solugdo de (4.1.7);, a qual pode ser escrita como
uo(z,y,t) = to(x,y,t) + C(z,t), em que C(z,t) é uma constante e (uy(z,y,t)) = 0 ou
to(x,0,t) = 0.

De (4.1.7); segue que

Oug

0
Lyuy=0= 0_y [a(m,y,t)a—y} =0, (4.1.8)

do qual decorre
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a(ﬂf,yi)aa_? = Pla 1) = Lo DD

oy a(z,y,t)’ (41.9)

dado que a(z,y,t) é estritamente positiva.
Aplicando o operador de valor médio em (4.1.9) tem-se

Da 1-periodicidade de uy, em y

<3u0> / %dy = UO X y»t)’ 1_ Uo(.T, 1,t) — UQ(.CE 0 t) 0.

Assim, de (4.1.10)

0= P(x,t) <m> — Pe,t) = 0,

dado que a(z,y,t) & estritamente positiva e limitada.
Logo, de (4.1.9) segue que
8U0

o= 4111

do qual decorre
uo(z,y,t) = up(z, t) . (4.1.12)

Note que (4.1.12) satisfaz ambas as condi¢cées de unicidade impostas pelo Lema
2.5.4, pois neste caso ug(z,y,t) =0 e ug(z,t) = C(x,1).

De aplicar o Lema 2.5.4 em (4.1.7), tem-se que N = u; € F' = — L, ug — Lyzup. NO
entanto, de (4.1.12)

0 8u0 0 (9u0 oa 8UO
=— - = — — | - = — === . (411
F = —Lyyuo = Lysuo = 5 {&(%y,t) By } 3y {a(m, y, 1) ] 9y 01 (4.1.13)
De aplicar o operador de valor médio em (4.1.13), segue da 1-periodicidade em y
de a(z,y,t) e da Proposicdo 2.5.2 tem-se

da 8u0
Fy=—(—)=—"=0.
" =~(5) %
Portanto, para cada z e t fixos, o Lema 2.5.4 garante a existéncia de u(z,y,1)
solucdo 1-periddica em y de (4.1.7),, a qual pode ser escrita como wu;(z,y,t) =

ty(z,y,t)+C(x,t), em que C(z,t) € uma constante, e (@, (z,y,t)) = 00U @y (x,0,t) = 0.
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De (4.1.13) pode-se atualizar a equacgéao (4.1.7), para u;, e esta sera dada por

Oa Ou
Lyyuy = _a_ya_;' (4.1.14)
Em virtude da estrutura de (4.1.14) e da linearidade do operador L,,, pode-se
procurar u, (z,y, t) da seguinte forma
(9u0

ul(xvyut) :Nl(:ayut)%? (4115)

0 : . .
em que neste caso, u;(z,y,t) = Nl(x,y,t)ﬂ e C(z,t) = 0, cuja condi¢cdo de unici-

ox
dade sera imposta para Ny(z,y,1).
Substituindo (4.1.15) em (4.1.14) segue que

_ 0adug 0 0 Oup\|  9dadug
Eyyul - _a_/ya_x — a_y |:a(‘1:7y7t)a_y (Nl('ray7t)a_x):| - ay ox
0 8N1 8U0 o 8a8uo
:@MWW@EJ-@w
8 8N1 811,0 _
= oy (a(flf,%t) +a($,y,t>8—y> Ty 0.

Como em geral % # 0, Ni(z,y,t) deve ser solugcdo da equagao do chamado
X
primeiro problema local definida por

gy (a(m,y,t) - a(x,y,t)aa—];[l) =0, y€(0,1). (4.1.16)
Note que (4.1.16) pode ser escrita como £,,N; = F, com F(y) = —@, em que

dy
gracas a 1-periodicidade em y de a(x,y,t), (F) = 0. Assim, para z e t fixos, o Lema

2.5.4 garante a existéncia de N;(z,y,t) 1-periddica em y solucdo de (4.1.16), em que

<N1(.Z',y,t)> =0ou N1(1’70,t) = 0.
Segue de (4.1.16)

Ny

0
a(m,y,t) + a(xayat)a_y = p(l’,t) =

8N1 - p(l’,t)

— 1 4117
oy alzx,y,t) ( )

dado que a(x,y,t) € uma funcdo estritamente positiva.
Aplicando o operador de valor médio em (4.1.17) e utilizando a 1-periodicidade de
Ni(z,y,t) tem-se

0:<%§>=m%w@*@m¢»—1=¢m%w=@*@ww>1EM%W<4LW>
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em que a(z,t) em (4.1.18) recebe o nome de coeficiente efetivo.
Integrando (4.1.17) em [0, y] e utilizando (4.1.18), tem-se

Ni(z,y,t) = /Oy ( alz,t) 1) dr + Cio(m, 1), (4.1.19)

a(x, 7,t)

em que

0 ,8€ Ni(z,0,t) =0

Cho(z,t) = v [ a(wt . 4.1.20

10(2,7) _</ ( a(z,t) _1) d7'> ,se (Ny(z,y,t) =0 ( )
0 CL(.I‘, T, t)

Portanto, (4.1.19) fornece uma expressao analitica para N;(z,y,t), em y € (0,1).
Agora para obter uma expressao valida para y € (0,n), basta extender N;(z,y,t)
periodicamente.

Voltando para a construcao da SAF, tem-se de aplicar o Lema 2.5.4 em (4.1.7)3,em
que N = wy e F = —L,yuy — Ly,ug — Lyzug — f. No entanto, de (4.1.12) e (4.1.15),
pode-se reescrever o termo ' ndo homogéneo da equacéo, da seguinte forma

82u0

ot?

o 02U0 0 0 auo 0 0 8u0
- b([L’,y,t) 12 - a_x |:a’(x7y7t)a_y (Nl(x’y’t)(‘)_x)} - a_y {a(x,y,t)% (Nl(‘r7y7t)a_x):|

F=b — /qul - Eyzul - £;va:u0 - f

0
_%[ xya :| f(l’,y,t)
UO 0 8]\71 8u0 0 0 auO
b(l‘ y, 1 atQ - 6_ |: a(z,y,1t ay al’:| - a_y [a(m,y,t)% (Nl(xvyvt)%)]
0
- g |otenn5e] - st (41.21)
. 82u0 0 ON 8U0 0 0 Guo
—b(x,y, ) o2 _a_ _(a(z,y,t)+a(m y7t> 8 ) al':| _a_y [a(w,y, )a (Nl(it Y, )830)1
— f(x,y,1)
- 62U0 0 ~ 8u0 0 0 8u0
—b([L’,y,t) 12 _a_x _a(xvt)%] _a_y {a(x’y’t)f)_x <N1<I?y7t)%>:| _f(x7y7t)7

em que a ultima igualdade decorre de (4.1.17) e (4.1.18).
De aplicar o operador de valor médio em (4.1.21) e utilizar a 1-periodicidade em y
de a(z,y,t) € Ni(z,y,t) tem-se

<F>=8($>t)w—a—$ fz,t),

2
Tuy 0 [d(x,t)%} _
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em que b(z,t) = (b(z,y,1)) € f(x,t) = (f(x,y.1)).

Assim, para que a existéncia de uy(x, y,t) 1-periodica em y solucdo de (4.1.7); seja
garantida pelo Lema 2.5.4, a fungéo uq(z,t) deve satisfazer a equacéo do problema
homogeneizado

S

62100 0 |:

Portanto, se u(z, t) satisfizer (4.1.23), pode-se reescrever o termo ' como

= f(x,t) = f(z,y,t) + (b(x,y,t) — b(, >>aa;§0
_ 8% [a(g;’%t)% (Nl(xhy,t)%)} , (4.1.24)
e a equagao (4.1.7); para uy(z,y, t) toma a forma
Lopia = F(0.8) = Fla.9.6) + (o 1) — b, ) 2
_a% [a(w’ )88 (Nl(x " )35;0)}, (4.1.25)

De (4.1.25), segue que a existéncia de us(x,y,t) 1-periddica em y é garantida pelo
Lema 2.5.4, gracas a 1-periodicidade em y das funcdes presentes na definicao de
F(y) em (4.1.24). Portanto, para cada x e t fixos, o Lema 2.5.4 garante a existén-
cia de uy(z,y,t) solugdo 1-periddica em y de (4.1.7)3, a qual pode ser escrita como
us(x,y,t) = us(x,y,t) + C(z,t), em que C(z,t) € uma constante, e (uq(z,y,t)) = 0 ou
iy (2,0,t) = 0.

Expandindo o lado direito de (4.1.25) tem-se

(
0 0?
I (a(.l’,y,t)Nl(fI},y,t)) aTUQO

; ~ 82u0 8 E)Nl 8U0
Caa = Fot) = o) + (0e0) - ot G = 2 (a0t ) G
2

(4.1.26)
Da estrutura do lado direito de (4.1.26) e a linearidade do operador £L,,, pode-se
supor

D*ug ou D?ug

ug(z,y,t) = Naoo(2,y, ) + Naoa (7, Y, t)— o2 +N21($ Ys )axo—i‘Nm(%y, )8 > (4.1.27)
em que
- 82 8u0 82u0
tg(z,y,t) = Naoo(z,y,t) + Nooa (2, y, ) — o +N21(l‘ Ys )8x + Noz(,y, )8 2
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e C(x,t)=0.

A condicao de unicidade imposta pelo Lema 2.5.4 agora € imposta para as funcées
NQk(I,y,t>, ke {].,2} e NQOi(x,y,t), 1€ {0,2}

De substituir (4.1.27) em (4.1.26) tem-se da linearidade do operador L,

Lo (Moo, .8) + N, 220 4 N (.0 22 4 NG, 220
vy 200(Z, Y, 202 xvya 12 21\ y’ ox 22\: Y, ox?
. R aQuO 0 aNl aUO
= fl@t) = @y ) + Oy ) = b ) " = 5 (“‘“WW) s

a 82u0
— 8_y (a(x,y,t)Ny(z,y,t)) 02
82 Oug 82 ;
— Loy Naoo + Ly Vo 5 O 4 L,y Noy = o O+ L, Nayy——2 5 = f(z,t) = f(x,y,t)
. aQuO 0 8]\71 auo
+(0(z,y,8) = b2, 1) 5 — oy (a(“’”y’ t)E) or
8QUQ

_%(a(;c7y,t)N1($7ya )) ox2

De igualar os termos das derivadas de mesma ordem e tipo, tem-se as seguintes
equacoes para as fungdes Noy(z,y,t) € Nog;(z,y, t, as quais definem as equagdes dos
segundos problemas locais:

£ny200:f(ZL’,t)—f(Q?,y,t>7 ye (071) (4128)
‘nyN202 - b(l’, yat) - B('T7t) Y € (Oa 1) : (41 29)
0 ON
Enygl = —0—y (a(I,y,t)a—xl) , Y € (O, 1) (41 30)
0
EnyZQ = _a_y (a(x,y,t)Nl(:B,y,t)) Y € (07 1) (41 31)

Segue da 1-periodicidade em y de a(z,y,t) € Ni(z,y,t) que para = e t fixos, o
Lema 2.5.4 garante a existéncia das solugdes Noy(x,y,t) € Nogi(z,y,t) 1-peribdicas
em y de (4.1.28), (4.1.30) e (4.1.31), respectivamente, em que (No(z,y,t)) = 0 ou
Now(2,0,t) = 0 e (Nagi(z,y,t)) = 0 0u Nog;(x,0,t) = 0.

De (4.1.28) segue que

. (a(:v,y,t)aN”O) — fet) — flaayt). (4.1.32)
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De integrar (4.1.32) em [0, y|, obtém-se

a(x,y,t) a]g;()o _ /Oy (f(%t) — f(z, S,t)) ds + Capo(x, 1)
0 Nago 1 v,
—— ay = CL(Z‘, N t) |:/(; (f(l', t) — f(l', S, t)) ds + 0200(.1', t>‘| , (41 33)

dado que a(z,y,t) € estritamente positiva.
Aplicando o operador de valor médio em (4.1.33), utilizando que a(z, y,t) é estrita-
mente positiva e limitada, tem-se

Cono(, ) = —a(, 1) <m {/Oy (F.t)— fa.s.1) ds] >

Assim, de integrar (4.1.33) em [0, ]

N200<x,y,t)—/0y< L [/OZ(f(x,t)—f(:c,s,t))ds+0200(x,t)

a(x, z,t)

>d2’ + 0201(1', t) s
(4.1.34)

em que
Coo1(z,t) =0,

se NQ()()(ZE,O,t) =0,ou

Coo (z,) = — </Oy (W [/OZ (f(:c,t) — fla, 5,t)> ds + CQO()(I',t)] ) dz (4.1.35)

se <N200(:B7y7t)> =0.
De (4.1.29) segue que

0 ONopp o

= = - 4.1,

o (o600 252 ) = bt) = ), (4.1.30

em que integrando em [0, y]
ONopa  [* o
a(x,y,t) oy —/0 (b(:v,s,t)—b(x,t)) ds + Cypa(z, 1)
= b t) —b(x,t) ) d t 4.1.37

— Oy alw,p.0) Vo ( (@,%) = bz, )> s+ Canly )]’ (4137

dado que a(z,y,t) é estritamente positiva.
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Aplicando o operador de valor médio em (4.1.37), utilizando que a(z, y,t) é estrita-
mente positiva e limitada, decorre

Cona (2, £) = —a(z, ) <a (%1%0 { /0 ’ (b 5.1) = b 1)) dSD

Logo, de integrar (4.1.37) em [0, y], tem-se

Nooa(,y, 1) = /Oy< L [/O (b($,s,t) . B(x,t)) ds+0202($,t)])dz+6’203(x,t),

a(x, z,t)

(4.1.38)

em que
0203(377 t) = 07

se Nyga(x,0,t) = 0, ou

Cops(z,t) = — </0y (a(:r;,lzj) [/OZ (f(x,t) — f(z, s,t)) ds + Cgl(x,t)]>dz (4.1.39)

se (Nog2(z,y,1)) = 0.

Procedendo de forma analoga a feita para as solugbes locais Nogy(z,y,t) €
Nogo(x,y,t), para os quais, utiliza-se da 1-periodicidade em y das funcgées a(x,y,t)
e Ni(x,y,t), obtém-se

Y a(x,t) JON ON,
Nor(a, y, 1) = / (a@,s,t) < al >— 8$)ds+cﬂ<x,t>, (4.1.40)
em que
{ 0 ,8€ Ny (x,0,t) =0
CQQ(Q:,t) = 4 &(Qf,t) 0N1 8N1 . )
‘</ <a<x,s,t><8x >‘ ax)ds> 58 (Nale.9,0) =0
(4.1.41)
e também

Nan(o,5) /Oy ( d(x,ti (Ny(x,y,t)) — Ny (z, s,t)) ds + Cas(x,t) , (4.1.42)

a(z, s, t)
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em que

0 ,Se NQQ(ZL‘,O,t) =0

Cal@mt) =4 _ </Oy (a?f;)t) (Ny(z,y.1)) — Nl(m,s,t)) ds> .s€ (Ny(z,y,t) =0

(4.1.43)

Assim, (4.1.34), (4.1.38), (4.1.40) e (4.1.42) fornecem expressdes analiticas para

Nogo(z,y, 1), Noga(x,y,t), Noy(z,y,t) € Nao(z,y,t) em y € (0,1). Para para ter expres-

s@es vélidas em y € (0,n), basta extendé-las periodicamente. Portanto, de substituir
(4.1.12), (4.1.15) e (4.1.27) em (4.1.3), obtém-se a SAF dada por

x N\ Ou x x \ O0%u
U(Q)(l',t,E) = U()([E,t) + ENl <[L’, g,t) 8_.1(') +€2 (NQOU([E, g,t) + NQ()Q <$, g,t) atQO
z \ Oug z )\ ug
N. <,—,t>— N (,—,t) .
+21$5 8x+22x5 0x?
(4.1.44)

Para completar a construcao da SAF deve-se considerar as condi¢cdes iniciais e de
contorno em (4.1.1) na expressao em (4.1.44). Para as condi¢des iniciais, seque de
(4.1.44) que

0 0?
U,(Q)(CL',O,E) :U0($,O)—|—€N1 <l’,£,0> ﬂ —|—62 N200($,£,0)+N202 (I,E,()) al
€ 0r li=o € € 0t? li=0o
0 0?
+N21 (xyga())ﬂ +N22 <$7£70>ﬂ :
€ 0x li=o0 € 072 li=o0

Observe que em geral, a SAF em (4.1.44) nao satisfaz a condicéo de deslocamento
inicial, cumprindo apenas no limite quando ¢ — 0%, dado que nenhuma condi¢ao
adicional a respeito de ¢ = 0 foi atribuida as solugdes dos problemas locais. O mesmo
vale para a condi¢ao de velocidade inicial.

No entanto, como se busca uma SAF vdlida inclusive sobre o meio homogéneo
equivalente, ou seja quando ¢ — 01, é possivel obter as seguintes condigcdes iniciais
para a fungéo wug(z,1):

up(z,0) = p(x) , —(x,0) = q(z). (4.1.45)

Para as condi¢ées de contorno, utilizando como condigdo de unicidade para as
solugdes locais, a condi¢cao imposta pelo Lema 2.5.4 de que N;(0,0,¢)—0, Nox(0,0,t) =
0 e Ny (0,0,t) = 0, tem-se de (4.1.44)
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0= u®(0,t,) = uo(0,) + N (0,0, ¢) 88“0}3:: (N200(0 0,) + Nag2(0,0 t)a&g“\m .
o 5?2
+ Ny (0,0,¢) e 0] o V22 (0,0,1) 3u20\x 0) = 1 (0, 1).
(4.1.46)

Da 1-periodicidade das solucdes locais, obtém-se a segunda condicao de contorno
para uy(z,t)
up(1,t) = 0. (4.1.47)
Vale ressaltar que ao considerar como condi¢cdo de unicidade para as solugées
locais, a condi¢éo de que (N (x,y,t)) = 0, (Nagi(x,y,t)) = 0 e (No(z,y,t)) =0, entdo
o deslocamento médio na escala global, coincide com o deslocamento médio sobre a
escala local. Com efeito

(WE (2, 1)) ~ (u® (2,t,)) = ug(x,1) + <N1 ( g t>> % 4 (<N200(1:, g,t)>

<N202 < r t>> 8;;“;0 + <N21 <x, g,t>> % + <N22 <$’ §7t>> 882;20)

= up(x,t).

Ao contrario da condigdo de N;(0,0,t) = 0, Ny(0,0,t) = 0 € Ny, (0,0,t) = 0, a
condicao de valor médio nulo para as solugées locais implicam também no descum-
primento das condicées de contorno do problema original para a SAF em (4.1.44),
as quais nestas circunstancias, sao validas apenas no interior do dominio, uma vez
que em geral as fungdes Cio(x,t), Co1(x,t), Cops(x,t), Coa(x,t)e Coz(x,t) dadas em
(4.1.20), (4.1.35), (4.1.39), (4.1.41) e (4.1.43), ndo sao nulas.

Assim, da equacao do problema homogeneizado em (4.1.23) e as condicoes em
(4.1.46), (4.1.47), (4.1.45) e (4.1.45), segue que a existéncia da SAF em (4.1.44) é
garantida se ug(x,t) satisfizer o problema homogeneizado definido por

( - 0%u 0 Oug A

L = ) G - 3 (a2 ] = a0, we 01,050
UO(O,t> = UQ(l,t) =0 R t>0 ) (4148)
uo(2,0) = p(x), 20(2,0) = gfa) , x € (0,1)
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4.1.4 Justificativa matematica

Para demonstrar a proximidade entre as solugdes u°(z,t) do problema original e
up(z, t) do problema homogeneizado, que constitui a justificativa matematica do MHA,
utiliza-se a estimativa baseada no principio do maximo em (2.4.2). No entanto, nao
se pode considerar tal estimativa de imediato, pois os problemas foram definidos em
termos de operadores distintos, a saber £° e £°, conforme apresentados em (4.1.1) e
(4.1.48). Para contornar isso, considera-se um problema auxiliar partindo da SAF

Oug

uM (z,t,€) = ug(x,t) + Ny (x, /e, t) e (4.1.49)

obtida da SAF em (4.1.3) tomando uy(z,y,t) = 0.
De considerar (4.1.49) como solucdo de (4.1.1), a condicdo de unicidade
N1(0,0,t) = 0 e as condigdes para ug(z,t) em (4.1.48) tem-se o0 seguinte problema:

L£eut — fo(x,t) = F(z,t), 2 €(0,1),t>0
uM(0,t,e) =uV(1,t,e) =0, ¢t >0 (4.1.50)

ou

u(l)(x7 07 6) = p(l’) ) W

(x,0,e) =q(x) , x € (0,1)

em que F* é o erro obtido ao assumir (4.1.49) como solucao de (4.1.1).
Subtraindo (4.1.1) em (4.1.50), obtém-se o seguinte problema para a SAF «") em
termos do operador do problema original:

L5 —uV) = —F5(z,t), ze€(0,1),t>0

u?(0,8) —uM(0,t,¢) = w*(1,8) —uV(1,t,6) = 0 . (4.1.51)
ous ou®

e e)) _ ou” _ our _

u(@,0) —u(z,0,6) =0, —-(w,0) = —5—(2,0,6) = 0

Aplicando a estimativa (2.4.2) no em (4.1.51), é valida a seguinte desigualdade:
[[u® = U(1)||H3((o,1)x(o,T)) < c(D)IF= | z2 (0,1 07)) » (4.1.52)

para algum T suficientemente grande.
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Assim, uma expressdo para F¢(z,t) € necessaria. Entdo de (4.1.50), tem-se, con-
siderando, (4.1.18), (4.1.23) e (4.1.49) com z e y = =/, que

2,,(1) (1)
£ou® — fe = bf@,t)a . J (cf(x,t)au ) — (1)

o2 Oz O
82 8u0 0 0 aUO
b(x,y,t)@ Uo(l',t) —|—€N1<£L‘,y,t)%) - 8_13 <a($7y7t)a_x (u()(xat) +€N1($7y:t)a_$)>
- f(l',y,t)
0? 0
= b(x, y,t)? (uo(x,t) +eNy(z,y, t)%)
0 0 81\71 _1 8N1 8u0 62UO
% (a(m,y,t) oL +5a(m,y,t)<[a— a_:| % Nl(x7yat) o2
- f(JT,y,t)
82 8u0
= b(x, y,t)@ (uo(x,t) + le(x,y,t)%)
0 8N1 Gug 8N1 8u0 82U0
- % {a(x,y,t) + a(xay7t)8_y:| % + ga(x,y,t) (W% + Nl(xvyat)w>)
- f(xv yat) :

Utilizando da equacgao do primeiro problema local em (4.1.17)

b(z,y, t)a—; (uo(:v,t) + Ny (z, y,t)%) - % [d(x,t)%]
- 5% <a(:v, y,t) {%% + Ny(z, y,t)%] — f(z,y,1)
= b(x,y,t)g—; (ug(x, t) +eNy(z, 3/775)%) + f(x,t) — 6(1’7 t)%
- e% <a(x,y,t) [%% + Nl(x,y,t)% ) = f(zy,1)
Dy dug

— (b(x,y,t) — E(x,t)) +5<b(x,y7t)§—; {Nl(x,y,t)a_x]

0 ON; 0 0? .
~ 5 <a(x,y,t) [a—;£ + Nl(x,y,t)aTUQO})) + f(z,t) — f(x,y,t). (4.1.53)

Como us(z,y,t) = 0, segue de (4.1.26)

2 A 8211,0

Fa,0) = flo0) + (o) = o) G = L a0 (Wit G
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Portanto, substituindo (4.1.54) em (4.1.53), tem-se

0? ou 0 ON, Ou
e, (1) _ re _ e g O OiV1 Oug
= = (g [Mtn o Ge| - o (atwpn G50

—c <@ [Nf(x,t)%] - (% ( “(x t)a(;il %Z“)) = F(z,t), (4.1.55)

em que N{(x,t) = Ny(z,z/e, t) = Ni(x,y,t).
Assim, de (4.1.55), como utiliza-se a norma do espago L?((0,1) x (0,7)), entdo

NE( Aug o [ . ON; dug\ \ >
||F ||L2 ((0,1)x(0,T7)) =£ / / (8152{ 1\, )%] _835 (CL (Z’,t) or 61‘)) dx dt .

(4.1.56)
Ainda
82 e au(] 0 c (9N1 8U0
(8752 {N( )%}_%< (@0 5 m))
- 82 c 8u0 0 c 8N18u0
—’w{Nl@v”%]—%( S vy a;;;)
o2 o ) DN, dug
< c & . g,
(atg[N(xt)a}vtax((t)ﬁxax)> (4.157)

Supondo que ug(z,t), a®(x,t) e Ni(z,t) sejam suficientemente continuamente dife-
renciaveis em z e ¢, entdo pelo Teorema de Weierstrass (LIMA, 2018) é garantida a
existéncia de constantes A, A, > 0, tais que

’88; [NE( )%7;"} <A, (% (as( t)aajil a@f)' <Ay
Assim,
(2 [vitwn2e] - 2 (wenZ020)) < e ap =, e
De (4.1.57) e (4.1.58), decorre
T 1
IF* 112201y x0my) < € /0 /0 A2z dt = 2 AT . (4.1.59)

Assim, de (4.1.59) segue que

| F¥1 L2 ((0,1)x (0,7)) < VTeA . (4.1.60)
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Definindo ¢(T) = V/T para algum T > 0, segue de (4.1.52) e (4.1.60) que
[|u® — U(1)||H3((o,1)x(o,T)) <eA’ = |juf — U(1)||H5((o,1)x(o,T)) =0(e) . (4.1.61)
De forma analoga, mostra-se que
1™ — ol 30110, = Oe) - (4.1.62)

Assim, de (4.1.61) e (4.1.62) tem-se

|u® — UOHH&((O,Ux(o,T)) = ||u® — ult +ul — UOHH(%((Ovl)X(OvT))

< Juf - U(1)||H3((o,1)x(o,T)) + flut) — Uol| 11 ((0,1)x (0,1))

=0()+0(e) =0(e) . (4.1.63)

Observacao 4.1.1 No enunciado da estimativa via principio do maximo para proble-
mas hiperbdlicos em (2.4.1) considera-se a fungdo S(z,t) > 0, a qual ndo aparece para
o problema em (4.1.51). Porém, desprezando o atrito da barra com o0 meio em que ela

ou .,
se encontra, pode-se desprezar o termo Sz, t)a—qz, ja que neste caso, assume-se que
0
S(a:,t)a—? < 1, paratodo x et.

4.1.5 Exemplo humérico

Para ilustrar os resultados obtidos anteriormente de forma teoérica, propde-se o
seguinte exemplo numérico: considere o modelo em (4.1.1), onde b°(z,t) = 1,
a®(z,t) =1+ 0.25cos(2wx/e), fé(x,t) = e ' € p(x) = q(x) = 0.

Assim, tem-se o seguinte problema de valores iniciais e de contorno

0*us  _O*us L

5 "0 gr =€ xe€(0,1),t>0

u®(0,t) =u (1,t) =0,¢t>0 ;
a 13

W (2,0) =0, a—li(a:,O):O,:ce(O,l)

Segue que esta escolha de coeficientes atende todas as hipéteses da formulagcéo
do problema, onde o caracter rapidamente oscilante do coeficiente a(z,y,t) = a(y)
esta representado na figura 6.

Vale ressaltar que com esta escolha de coeficiente, a estrutura da assintética em
(4.1.44) se torna mais simples, dado que a ndo dependéncia em x do coeficiente (apos
o desacoplamento das variaveis local e global) implica no cancelamento de varios
termos no desenvolvimento geral para o encontro da SAF. Assim, para este caso, a
SAF toma a forma
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2
@) _ TY o op () 0o 4.1.64
u'(z,t,e) = ug(z,t) + Ny <5> or € N <5> ox?’ ( )

Os resultados como as solucdes das fungdes locais, o coeficiente efetivo e a so-
lucdo exata do problema foram obtidas computacionalmente via integracdo numérica
e diferengas finitas centradas. E para o coeficiente efetivo, encontrou-se o seguinte
resultado: a = v/15/4.

Para o encontro da solugao do problema homogeneizado, dada a natureza do coefi-
ciente efetivo (a ndo dependéncia em x e t), foi possivel obter uma expressao analitica
via separacgao de variaveis, a qual é dada por

up(x,y) = f: <\/5((2n4— D)2 sin ((2n — 1)7x) [\/5(271 -7 (e_t oS (\/5(271 — 1)7rt))]

sin(va(2n — 1)t)
(1+a(2n—1)m)? |

n=1

(4.1.65)

Assim, segue abaixo a representacdo grafica do comportamento das solucdes lo-
cais NV, (y) e N2(y), as solu¢des dos problemas original e homogeneizado e a represen-
tacao do erro obtido de se tentar aproximar a solugao do problema original por cada
truncamento da SAF em (4.1.64) para valores decrescentes do parametro pequeno ¢.

Observe que é possivel visualizar a proximidade entre as solu¢des dos problemas,
significando que, a medida que ¢ — 0, a solucao do problema original converge para
a solucao do problema homogeneizado. Além disso, também € possivel observar que
guanto maior o nimero de termos da SAF, melhor é a proximidade com a solugao do
problema original.

Com uma analise mais detalhada, € nitido que as solugdes dos problemas original
e homogeneizado podem ser aproximadas com qualquer precisdo, uma vez que, na
pratica, é possivel considerar o parametro ¢ cada vez menor. No entanto, conforme
apresentado na figura 10, os erros de aproximacao ja atingem a escala de 1074, o que,
em termos praticos, ja se mostra eficiente em diversos contextos.

Alem disso, a utilizagdo da SAF de um termo, uy(z, t), demonstra-se eficiente, dado
gue a magnitude dos erros obtidos em comparacao com a solucdo exata diminui a
medida que o parametro pequeno decresce. Essa abordagem é util devido a sua
simplicidade em relacdo a outras SAFs.
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4.2 MHA para problemas unidimensionais de quarta ordem

4.2.1 Problema dinamico
4.2.1.1 Formulac&o do problema

Seja o parametro ¢, 0 < ¢ < 1. Para cada ¢, considere a° € C?(9), b°, f¢ €
C(2), com Q e Q definidos na se¢éo 4.1, a°(x,t) = a(x,z/e,t), b°(x,t) = b(x,x/e,t) €
fé(z,t) = f(x,z/e,t) fungdes e-periddicas na segunda componente. Ainda, a € b s&o
fungdes estritamente positivas e limitadas. Assim, considera-se o problema de valores
iniciais e de contorno para o modelo de Euler Bernoulli: para cada ¢ > 0, procura-se
w® € C4HQy) N CYHND), em que w® = we(x,t) tal que

( 2,4 2 2,/
Lfw® = b°(x, t)aa:;) aa <a5(x,t)%) = f*(z,1), z€(0,1),t>0
\ w(z,t) =0, aa —0,2€{0,1},t>0 , (421)
ow®
w(z,0) =p(z), 5-(2,0)=q(@),2€(01)

\

gque modela o comportamento mecanico dindmico unidimensional de uma viga do
tipo Euler-Bernoulli esgastada em ambas as extremidades com estrutura micro-
heterogénea localmente periédica, em que f¢ representa um carregamento, b° a den-
sidade de massa e a° a rigidez flexural.

4.2.1.2 Formalismo matematico do MHA

Consideram-se as variaveis globais e locais = e y, onde y = z/e com ¢ = n !,
n € N. Assim, seja uma SAF de (4.2.1) em duas escalas da forma

w(x,t) ~ (x,t,¢) Z&t wi(z,y,t), (4.2.2)

em que wi(x,y,t), k € {0,1,2,3,4}, sdo fungbes quatro vezes continuamente diferen-
ciaveis em x e y, 1-periédicas em y e duas vezes continuamente diferenciaveis em
t. Note que neste caso a°(x,t) = a(z,x/e,t) = a(x,y,t), onde segue que a(z,y,t) €
1-periddica em seu segundo argumento, dada a e-periodicidade do coeficiente a°(z, t).
Com efeito

a(x,y+1,t) :a<x,£+1,t) =a (x,x——i_g,t) :a<x,§,t> = a(z,y,t).
5 5 5

Para as fung¢des b e f o resultado é analogo.
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Considerando que x e y sao variaveis independentes, tem-se utilizando a regra da
cadeia

() _%() , 5 19%() | _20()
- 9 ) 4.2.
0x? 0x? e 0xy T 0y? (4.2.3)
De aplicar (4.2.3) em (4.2.1), tem-se
.. c e 82w5 82 A aQws . B aQwe
0= Lt = £ =0+ g (e G ) - ) =)

I - R R
R R R _l’_ - € — t
* [axQ 2 dx0y e 392} <a(ac,y,t) [8x2 > dxdy 892} ! fle9,)

0*w*® 0? 0? [ 0? 0? 0?

0? 0? 0? 0? 0? 0?

—2( 9 o o o
+e (axg [CL(JZ,i%t) ay2:| +48[L‘8y |:a(x7yut) 85L‘8y:| yg [G(I,y,t) 8£E2:|

+ 273 i a(x,y t)a—2 —1—8—2 a(x,y t)a—2
Oxdy T Oy oy? "7 0xdy

—f(fL’,y,t),

em que definindo os operadores

2

0
L% =
af aaaﬂ |:a(x7y7t)

2

Ov0p

], a,B,7,¢ € {z,y},

segue

82
0=Lw = f = ["ﬁ LT (2L 4 2LE0) e 4 (LW 4 ALY + Lo0)e?
(4.2.4)

+ (208 4 203 4 ngg—ﬂt} w — .

De Substituir (4.2.2) em (4.2.4) e agrupar os termos pelas poténcias de ¢, decorre
que

0 ~Lfw™ — f = L¥Wwoe™ + (L¥Wwy + 2L% wo + 2L w ) £
+ (LVwy + 2L%%wy + 2L3%wy + L¥wo + 4LEwo + Litw,) €2
+ (LZng + 2ngw2 + 2L$gw2 + L%wl + 4Ligw1 + L‘;Zwl + QL;%U}() + 2L§;U)0) 871

o2
+ (b 8;12]0 + nguu + QLZng + QLZé’wg + L% wy + 4L£zw2 + L;ZwZ + 2L wy + 2L§§w1

+ Ly — f) e+ O(e),
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em que O(¢) representa a reunidao dos termos que tendem a zero quando ¢ — 07,
ou seja, 0s termos que acompanham as poténcias positivas de .

Assim, para que a igualdade assintética L*w™® — f¢ = O(e) seja verdadeira, ou
seja, para se anularem os termos das poténcias nao positivas de ¢, deve-se garantir a
existéncia de solugdes wy, k € {0,1,2, 3,4}, 1-peridédicas em y da seguinte recorréncia
de equacdes diferenciais:

4. 7yy —
£ : Lyywo =0

=3 . TYYy — _OTYY,y T TY
€ : Lyywl = 2L$y’LUO 2Lyyw0

2. 79y — _O9TWYY _ zy _ Ty _ zy _ JaT
€ : Lyy’LUQ = 2L$yw1 2Lyyw1 LJWU}O 4L$yw0 Lyng
et LZZQUg = —2LZZU)2 — 2L$3y/w2 — L% w, — 4L§§jw1 — L;;”wl — 2L wy — 2L§§w0

O LW, = —bazwo — 2L%ws — 2L ws — LY wy — 4L% w9 — L we — 2L%Yw — 2L%*
& byyWe = Ot2 oy W3 yy W3 vz W2 oy W2 yy W2 zx W1 oy W1
T

(4.2.5)

Note que, para cada z € (0,1) e ¢ > 0 fixos, as equacdes em (4.2.5) sdo da forma
LN = F com F(y) e a(z,y,t) 1-periédicas em y, onde notando que para x e t fixos,
Ly = L, pode-se aplicar o Lema 2.5.6 a fim de garantir a existéncia de solugbes
1-periddicas em y de (4.2.5).

Aplicando o Lema 2.5.6 para (4.2.5); tem-se que N = uy e F = 0. Por-
tanto, a condicdo do Lema se cumpre identicamente. Logo, para cada = e t fixos,
existe wy(z,y,t) 1-periédica em y solugdo de (4.2.5);, a qual pode ser escrita como
wo(z,y,t) = wo(x,y,t) + C(x,t), em que C(z,t) € uma constante e (wy(z,y,t)) = 0.

De (4.2.5), segue que

82100

0
L¥wy =0 = — [a(x,y,t)a—y2

5 ] = P(z,1) (4.2.6)

De aplicar o operador média em (4.2.6) tem-se

82w0

0= <a% {CL(x,y,t)a—yZ} > — (P(x,t)) = P(,t) = P(x,t) =0,

pela 1-periodicidade em y de a(z,y,t) € wy(z,y,t). Logo,

0 _ Pwy wy  R(z,t)
ay {a(w,y,t)a—?ﬂ} =0= a(m,y,t)a—y2 = R(x,t) = a2 awyt) (4.2.7)

ja que a(z,y,t) € estritamente positiva.
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Aplicando o operador de valor médio em (4.2.7) e utilizando da 1-periodicidade em
y de wo(z,y,t), obtém-se que

R(z,t) <a’1(3:, y,t)> =0,

do que segue que R(x,t) = 0, uma vez que a(x,y,t) € estritamente positiva e limitada.
Logo, de (4.2.7) segue que
82’LU0 8w0
onde de aplicar o operador valor médio e utilizar da 1-periodicidade em y de wy(z, y, t),
conclui-se que Q(z,t) = 0 e, portanto,

wo(x,y,t) = wo(z,t). (4.2.8)

Note que neste caso, (4.2.8) satisfaz a condicdo de unicidade imposta pelo Lema
2.5.6, pois desta forma wy(z,y,t) = 0 € wy(z,t) = C(x,t).
Levando em consideracao (4.2.8), atualiza-se a equacao para w; (z, y,t) em (4.2.5),
e obtém-se
Li%w, =0 . (4.2.9)

Assim, de (4.2.9) segue que N = w; e F = 0. Portanto, a condigao do Lema 2.5.6
se cumpre identicamente. Logo, para cada z e t fixos, existe w; (x, y,t) 1-periddica em
y solugdo de (4.2.5),, a qual pode ser escrita como ws(x,y,t) = wi(x,y,t) + C(x,t),
em que C(x,t) € uma constante e (w;(z,y,t)) = 0.

De forma andloga a feita para wy(z,t), segue de (4.2.9) que w; também nao de-
pende de y, ou seja,

wl(xvyat) = wl(w7t) .

Considerando que (4.2.2) vale sobre o meio homogéneo equivalente, segue que a
nao dependéncia em y em wy, implica que

wy(x,t) =0, (4.2.10)

ja que o responsavel por representar o comportamento global na assintética é wy(z, t).
Caso contrario, o deslocamento médio macroscopico seria wy + cwy, OU seja, depen-
dente da microescala.

Note que neste caso, (4.2.10) satisfaz identicamente a condicdo de unicidade im-
posta pelo Lema 2.5.6.
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Assim, atualizando o problema para wy(z,y,t) em (4.2.5);, com base em (4.2.8) e

(4.2.10) tem-se

0%a 0%y

dy? 0x?’

2 2

em que, neste caso N = w, e F = —g—;;%;go.
Temos que o Lema garante a existéncia da solugao w(z,y,t) 1-periddica em vy, ja

que (F') = 0, pela 1-periodicidade em y da func¢ao a(x, y,t). Logo, para cada z e ¢ fixos,

existe wy(z,y,t) 1-periédica em y solucdo de (4.2.5)3;, a qual pode ser escrita como

wy(x,y,t) = wo(z,y,t) + C(x,t), em que C(x,t) € uma constante e (wq(z,y,t)) = 0.
Em virtude da estrutura do lado direito de (4.2.11) e da linearidade do operador

Ly, considera-se

(4.2.11)

vy — _
Lyng =

(2, 9,t) = Naf t>82w0 (4.2.12)
WolT = Xz —_— L.
20T, Y, 2\, Y, (91:2 9
~ 82100 .~
em que neste caso wsy(x,y,t) = Nz(x,y,t)7 e C(z,t) = 0, onde a condi¢do de

unicidade do Lema 2.5.6 seré imposta para Ny (z,y,t).
Substituindo (4.2.12) em (4.2.11) segue que

Padtwy O o2 0w 0%a 9wy
=g e — e 1 (M0 52 )| =5
— & a(z t)aQNz Pwy _ 0%a Pwy
ayz ' Yy 83/2 or2 - 83/2 Ox2
82 aQNQ (9211)0
— a_y2 (a(x,y, t) + a(-rv y7t)a—y2) Or2 =0.
62w0

Como em geral - # 0, segue que Ny(z,y,t) € solugdo da equagao do chamado
primeiro problema local definida por

0? 0% N,
0_?./2 (a(xvg%t)"f_a(xay)t)a—yg) =0,y € (071) (4213)
. 0%a
Note que (4.2.13) pode ser escrita como LN, = F, com F(y) = _8_y2’ em que

gracas a 1-periodicidade de a(z,y,t), (F) = 0. Assim, para z e t fixos, o Lema
2.5.6 garante a existéncia de N,(z,y,t) 1-periddica em y solucdo de (4.2.13), em que
(N2(z,y,1)) = 0.

Integrando (4.2.13) em [0, y] obtém-se

0 D*N.
a_y (CL(Q?, y7t) + &(.Z‘,y,t)ﬁ) = Cl(x7t>7 (4214)

da onde aplicar o operador de valor médio em (4.2.14) e utilizar a 1-periodicidade de
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a(x,y,t) e Nay(x,y,t) e suas derivadas, segue que

0= <a% <a(x,y,t) —I—a(x,y,t)a;—?j\[22>> = Oy (x,1).

Logo,
9, 0*N,
a_y (a(ff,y, t) + a(x, y,t)a—yZ) =0. (4215)
Integrando (4.2.15) em [0, y|, segue que
2 2
N-
a(z,y,t) +a(z,y,t )a ak = Cy(z,t) = ONy _ Call) —1, (4.2.16)

oy? oy a(z,y,t)

jaque a(z,y,t) é estritamente positiva.
Apllcando o] operador de valor médio médio em (4.2.16) e utilizando a 1-

8y (x,y,t) (proposicao 2.5.1) tem-se que

0= <62N2> = CQ(I,t) <a*1(q;7y,t)> —1= CQ(CL‘,t) — <ail($,y,t)>_1 _ d(x,t) 7

ou seja, C; € o coeficiente efetivo a.
Logo, utilizando que C, = a e integrando (4.2.16) em [0, y|, obtém-se

aNQ o v d(l’, t)
8_y = /O (a(;[‘,S?t) ].) d5+03. (4217)
Aplicando o operador de valor médio em (4.2.17) e utilizando a 1-periodicidade em

y de Ny(x,y,t), tem-se

() ([ ()
:>03:—</0 (aé,s’% 1) ds>. (4.2.18)

Portanto, integrando (4.2.17) em [0, 4]

(z,y,t / / ( 1) dsdr + Csy + Cj . (4.2.19)
:13 s, t

Para determinar C, utiliza-se a condi¢ao de unicidade (N»(x,y,t)) = 0 imposta pelo
Lema 2.5.6. Assim, aplicando o operador de valor médio em (4.2.19) e utilizando da
1-periodicidade de Ny(z,y,t), segue que
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— L ( (00 )i
</ /< mst 1) de7”>—%- (4.2.20)

Portanto, (4.2.19) com (4.2.18) e (4.2.20) fornecem uma expressao analitica para
Ny(z,y,t) em y € (0,1). Para obter uma expressao para N,(z,y,t) valida para todo
€ (0,n), basta extendé-la periodicamente.
Voltando a construgcédo da SAF, segue de (4.2.8), (4.2.10) e (4.2.12) que a equagao
para ws(zx,y,t) em (4.2.5), pode ser atualizada como

vy — vy _ Ty _ TT
Lyng = Q,nywg Q,nywg 2£$yw0

em que neste caso N = wz € F' = —2LYwy — 2L w,y — 2L wg.
Mas note que de (4.2.12) e (4.2.15) segue que

F=-2 (ai);y [a(x,y,t)a;—;f;] + aa—; {a(:c,y,t)gigﬂ + af;y {a( )8;@20])
o e ] 2 [ (e
* 8§;y la( )882120])
— 9 (a;f;y Ka(x,y,t)% —i—a(a:,y,t)) a;wo} + 86—22 [ (z,y.t )a% (83—];[28;;020”)
~ 2 (3 [ (st it o) 2] 5 [t (G55
-y ooy (325)]
0y? Or \ Oy Ox?
Logo, o problema para ws(z,y,t) € da forma

2 2 2 2 3
— 2 (a— e gt G|+ o Jale 25 )

0y? Oydx Ox? 0y? dy Ox?
82 (92]\72 827110 82 8N2 83w0
— _9 —= . 4.2.21
(ayQ {a(:v,y,t)ayam} o2 oy {a(m,y,t) o } 53 ) ( )

Assim, da 1-periodicidade em y de a(z,y,t) € Ny(z,y,t), segue que (F) = 0. Por-
tanto, o Lema 2.5.6 garante a existéncia da solugao ws(x,y,t) 1-periddica em y de
(4.2.5)4, a qual pode ser escrita como ws(z,y,t) = ws(z,y,t) + C(z,t), em que C(z, 1)
€ uma constante para cada z e t fixos e (ws(x,y,t)) = 0.
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Levando em conta a estrutura do lado direito de (4.2.21) e a linearidade do opera-

dor Ly, considera-se

0*w Pw
wg(l‘,y,t) :N3l(m’y7t>W;+N32(xay7t)8730 ) (4222)
~ ang 8311)0 .~
em que W3($,y,t) = Ngl(ﬂf,y,t)m + N32(.T,y,t)ﬁ e C(.T,t) =0. Ea Condlgao
de unicidade imposta pelo Lema 2.5.6 agora € imposta para as fungdes Ns(x,y,t),

ke {1,2}.
Substituindo (4.2.22) em (4.2.21), tem-se

(92 82N2 8211}0 (92
LYy = 92| — __“
yyw3 (ayg |:CL(£C, Y, t) 8y8x} axQ + ayg |:CL(£E, Y, t) 8y (%3
82 2 8211}0

0 Dwy
:>8_y2 a<x’y’t)8_y2 N31(x7y7t)W+N32(xvyat)W

62 82N2 8211)0 62 8N2 83w0
= —2 (@_yg {a(l‘;y,f)ayax} 92 T 9y {a(l‘;y,ﬂa—y} ﬁ)
De igualar os termos que acompanham as respectivas derivadas em relacéo a «
da fungéo wy(z, t), obtemos os seguintes segundos problemas locais:

8N2:| 33w0>

0? 9N,
vy —— .
LYY N3, 28y2 {a(x, y,t) ayax} ,y € (0,1); (4.2.23)
2 ON,

Segue da 1-periodicidade em y das funcdes a(x,y,t) € No(z,y,t) que o Lema 2.5.6
garante a existéncia das solugbes Nii(x,y,t), k € {1,2}, dos segundos problemas
locais, 1-periddicas em y em que (Nsi(x,y,t)) = 0.

Procedendo de forma analoga a feita para o encontro da solu¢éo local Ny(z,y,1)
desta sec¢do, a qual utiliza-se de todas as propriedades de a(x,y,t), o fato de que
(Ny(x,y,t)) = 0, além da 1-periodicidade em y destas fungbes, tem-se as seguintes
expressdes analiticas para as solugdes N (z,y,t), k € {1,2}:

Y ON-
Nai(z,y,t) = —2/ 8_902d8 + Csy + C (4.2.25)
0
em que

Y
z 0
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E também

y
Nso(z,y,t) = —2/ No(z,s,t)ds + Cr, (4.2.27)
0

onde

Cr=2 </y Ny(z, s,t) ds> ) (4.2.28)
0

Assim, (4.2.27) e (4.2.28) fornecem expressbes analiticas para as solugdes
N3k (z,y,t) validas em y € (0,1). Para obter expressdes vdlidas para y € (0,n), basta
extender as solugbes Nsi(z,y,t) periodicamente.

Aplicando o Lema 2.5.6 no problema para wy(x,y,t) em (4.2.5)s5, utilizando nova-
mente a independéncia de w, € w; em relacdo a y e levando em conta (4.2.12) e
(4.2.22), pode-se reescrever a equagao para wy(z,y,t) em (4.2.5); da forma

8211}0
ot?

vy — vy _ ry _ Yy _ Yy _ [xT _ [xT
Lyyw4 =-b — 2£Iyw3 2£yyW3 ;C:mwg 4£Z,yw2 EyyMQ ;C:m’wo + f,

emque N =w, e

82w0

F=-b
ot?

T x Tx T
— 2£ZZIU3 — 2£yzw3 — [,ZZ;’LUQ — 4£xZ”LU2 — Eywa — ﬁxz’LU() + f

Expandindo os operadores e agrupando os termos semelhantes, tem-se

82100 82 62N31 (9w0 82]\732 83’(1]0
—2 ) It e #)——22
o “oxy {a(x’y’ TR TR G A

0 [ ON; 0? 0? 0 (0ON3 8211)0
— —==— ]| —2— A
+2a(x,y,t)ax ( oy ([MQ)} B {CZ(%?JJ)@Q; ( dy o2

0 8N32 8311)0 1 82 82'11)0
= - = (~
+a’(aj7y7t)ax ( ay axg + 2a(x’y7t)8w2 2 aZL'Q
o >Ny 0*w O*w
~ 92 (a(x,y,t)—ay; 83:20 + a(x,y,t)—axf) + f(z,y,1),

F= _b(‘ra Y, t)

a qual utilizando das expressdes analiticas de Nsi(x,y,t) € Nsa(x,y,t) em (4.2.25) e
(4.2.27), além da equacéo para o coeficiente efetivo em (4.2.16), obtém-se

0*w 0? 0 ([ ONs5; 0*w 0 [ ONsy 03w
F = _b(q"?yat)yzo _28_y2 {a(m,y,t)% ( 8;1#) —|—a(x,y,t)8—( 8;2 81.30)

X
1 82 82100 (92 n 82w0
+ 561(90,%?5)@ (N2 o2 )} T 92 (a(%t)w) + f(z,y,1),
em que de aplicar o operador valor médio em F' e utilizar da 1-periodicidade em y

de a(z,y,t), Na(x,y,t), Nai(z,y,t) € Nso(z,y,t), segue que a condi¢do para a existén-
cia de solugdo wy(x,y,t) 1-periédica em y de (4.2.5); é que wy(z,y,t) seja a solugéo
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da chamada equacao homogeneizada

. 2 2 2 R
b(x,t)a 0y % <a(m,t)a—;U0> = f(z,t), 2 €(0,1),t>0. (4.2.29)

Portanto, sendo w, a solucéo de (4.2.29), de maneira que se transforma em uma
identidade, segue que o problema para wy(z, y,t) pode ser reescrito como

~ ~ 8211}0 82 82N2 a2w0
Yoy, — _ B *
Ligws = J @y, 1) = f(,6) + (b, 1) = bl 9,1) 55~ + 35 5 [G(Ly,t) 012 } Oz
82 8N2 831110 62 8421)0
- 28_y2 [a(%yat) (05 — pe )} pp + 38y2 [a(z,y,t)Ns] pl (4.2.30)

E evidente que (F) = 0, gragas a 1-periodicidade em y das fun¢des na definicao
de F. Logo, para cada = € (0,1) e t > 0 fixos, existe wy(x,y,t) 1-periédica em y
solugéo de (4.2.5)s5, a qual pode ser escrita como wy(x, y,t) = wy(x,y,t) + C(x,t), em
que C(z,t) é uma constante e (w4(z,y,t)) = 0.

Levando em conta a estrutura do lado direito de (4.2.30) e da linearidade do ope-
rador LY¥ , considera-se

0w 0w Pw
’w4(l',y,t) = N40($a y7t) + N41($a y7t)W20 + N42($7 y7t) 8.1'20 + N43(‘T7ya t)ﬁgo
84
+ Nual,y, 1) 5 (4.2.31)

- 0%w
em que wy(x,y,t) = Nyo(x,y,t) + Nu(z,y, t)a—t;] + Zi:z Ny (0w /02%) € C(z,t) = 0.

A condicao de unicidade imposta pelo Lema 2.5.6 agora é imposta para as funcdes
Nug(z,9,1), k € {0,1,2,3,4}.

Procedendo de forma analoga a feita anteriormente, de substituir (4.2.31) em
(4.2.30) e igualar os termos que acompanham as derivadas de mesma ordem e natu-
reza, tem-se as equacgdes dos terceiros problemas locais:

LY Ny = f(z,y.t) = f(z.t), y € (0,1);
ngN41 = 6(1‘,2&) - b(l’7y7t) Y € (07 1)7
0? 0% Ny
LZZN42 = 38_y2 {a(r?y’t)W} RS (07 1)7

02 ON,
L = =20 Jateant) (G- 1552 )| e 0.0

82
LyyNay = Sa—yQ la(x,y,t)Ns] , y € (0,1),
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a qual, também é evidente que para =z € (0,1) e t > 0 fixos, o Lema 2.5.6 ga-
rante a existéncia das solugées Ny (z,y,t), k € {0,1,2,3,4} 1-periddicas em y em que
(Na(z,y,1)) = 0.

E das equacdes dos terceiros problemas locais, segue para a solucédo local
Nyo(z,y,t):

Yy
Nuferyot) = [ (o &) + Cuo)d + s, (4.2.32)
0
em que
011=—<ny (I3(x, &, 75)+010)d§> ) Cro = — (I3)
fo (x,w,t) (Iz(x,w,t) + Cy) dw, Cg —a(z,t) (Io) (4.2.33)
Lhmzﬂ+@wa — {0
= JJ (f(z,s,t) — f(x,t))ds
Para a solucéo local Ny (z,y,t), tem-se
Yy
Nu(a,,t) = [ (e, 6.0) + Cua) dé + s, (4.2.34)
0
em que
Cis = — (Jy (Is(x,&,t) + Cha) dE) Ciy = — (1)
16 y 71(27,1&1,25) (15(:)3,w,t)—|—013) d’LU, 013 = —&(l‘,t) <I5> (4235)
fO 145(] z t)+012)d27 012:—<]4> o
[4_f0 ( x,t) —b(:c,s,t)) ds
Para a solugéo local N (z,y,t), segue que
y [ [ 2
Nyo(z,y,t) = / / 38 N + Cio ds+ Ci7 | dz + Cig, (4.2.36)
o \Jo 0z?  a(z,s,t)

onde

# 82]\72 016
d d 4.2.37
/o (3 o7 +a<x,s,t>> ”C”) > (4.2.37)

E para a solugao local Nys(x,y,t), tem-se

B e ON, Cho Cao
N43($,y,t) = —2/0 <A |:O5 —4 Oz — 2@({[‘7 s’t):| ds T) dz 4+ Cyy (4238)
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<

_ : L ONy  Ch Oy

Por fim, para a solucdo local Ny (z, y, t), segue da condi¢éo de que (Ny(x,y,t)) =0

N44(.1' y, = / (/ NQ .CL' S, t ds + %) dz + 023, (4240)

([ s,
023:—3</ (/ No(z, stds—l—%) dz>. (4.2.41)

Assim, (4.2.32), (4.2.34), (4.2.36), (4.2.38) e (4.2.40) fornecem expressoes analiti-
cas para as solugdes Ny (z,y,t) validas em y € (0,1). Para obter expressdes validas
paray € (0,n), basta extender as solugdes Ny (z,y,t) periodicamente.

Portanto, substituindo (4.2.8), (4.2.10), (4.2.12), (4.2.22) e (4.2.31) em (4.2.2), tem-
se a seguinte expressao para a SAF, voltando a variavel original

onde

w(z,e,t) = wo(z,t) + 2Ny ( - t) %2;020
oo (oo (e 1) i (= 2) )
N (. 0) T80 N (1 20) ) (4242

Para completarmos a construgdo da SAF, consideram-se as condigdes iniciais e de
contorno em (4.2.1) para a SAF em (4.2.42).

Para as condig¢es iniciais, de forma analoga ao caso da barra vibrante, em geral
a SAF em (4.2.42) também nao satisfaz as condi¢cdes de deslocamento e velocidade
inicial, cumprindo apenas no limite quando ¢ — 0", dado que novamente nenhuma
condicao adicional a respeito de ¢t = 0 foi atribuida as solugées dos problemas locais.
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Como se busca uma SAF valida inclusive sobre o meio homogéneo equivalente,
tem-se as seguintes condic¢des iniciais para a fungéo wo(x, t):

wo(x,0) = pla) | aa“;%x 0) = q(x). (4.2.43)

Para as condi¢des de Dirichlet, tem-se das expressdes das solu¢des dos proble-
mas locais que

0*w 9*w Dw
4 _ 2 0 3 0 0
U)( )(0, g, t) = IU()(O, t) +¢€ 04 02 z:0+€ <Oﬁ 02 $:0+C7 93 I_O)
0*w 9*w 3w *w
4 0 0 0 0
+e (011 +Cl5—at2 x:0+018 8332 m:0+021 8333 023 8 1 ),

em que Cy, C5, Cr, Cyy, C5, Cis, Ca1 € Cyg sao dados, respectivamente, em (4.2.20),
(4.2.26), (4.2.28), (4.2.33), (4.2.35), (4.2.37), (4.2.39) e (4.2.41).

Como em geral as constantes de integracdo (na verdade, neste caso sao fungdes
de x e t) ndo sao nulas, segue que a SAF em (4.2.42) também nao satisfaz as condi-
cbes de Dirichlet em (4.2.1), a qual o ndo cumprimento no contorno = = 1 segue da
1-periodicidade destas fungoes.

Pelos mesmos argumentos utilizados para construir as condi¢cdes iniciais em
(4.2.43), tem-se as seguintes condigdes de Dirichlet para a fungéo wq(x, t):

wo(x,t) =0,z € {0,1}. (4.2.44)

Considerando agora as condi¢cdes de Neumann, primeiramente observe que deri-
vando w™®(z,y,t) em relagdo a x, onde utilza-sea regra da cadeia, tem-se

8w(4) 8w0 8]\72 8211)0 0 (92w0 8311)0
or  Ox e dy 8;62 [<C5 8:1:) O0x? — g Ox3 }
ON. ONg\ 0*w ONs\ Ow
3 31 42 0 43 0
2N.

e [( oz * Jy ) O0x? +( n = sy = Co+ =5 = dy ) ox3

8N44 8411}0 (9N40 8]\741 82100

N.
( 2 8y>8x4+ ot oy o

ONy  ONy 0*w Pwy  ONg O*w ONs3\ 0w

4| ONao 11 0%wo 0 12 07wy 13 0

e { Jr " or o2 apar T or o (N42+ o ) 977
8N44 84w0 8511}0

* (N43+ oz ) ozt N oz |’

onde de aplicar a condi¢ao no contorno x = 0 na expressao acima, segue que



78

ow® A, d*wo O wo 9wy
ox 0 N W B 03 ox2 |:(C5 a 0461:) Ox? -0 204 axs =0 :|
82“) O*tw ON.
, B 0 Wo 40
€ |:(06 2N5(0,0,1)) 92 | _ +Cr ot Oxt :0+ ot xo]
ON & Pw Fw Iw
- 54{ 6;0 0 s " 40 at2ao s, 20 +(Chs + Cn) 8:c30
L -0 =0
otw 85“’
+ (Ca1 + Cs3) Ot : . 23 axso x:J '
(4.2.45)

Conforme dito anteriormente, as constantes de integracédo obtidas durante o pro-
cesso de encontro das expressdes analiticas das solugdes locais sdo, em geral, ndo
nulas. Portanto, com base em (4.2.45), pode-se afirmar que

Sw®
ox

# 0,
=0
ou seja, a SAF nao satisfaz a condicdo de Neumann no contorno = = 0. E dada a
1-periodicidade das fun¢des locais, 0 mesmo vale para o contorno = = 1.

Mas da necessidade de uma SAF valida inclusive sobre o meio homogéneo equi-
valente, decorre as seguintes condicées de Neumann para a fun¢do wy(z, t):

awo

S =0, we {01}, (4.2.46)

Assim, da equacao do problema homogeneizado em (4.2.29) e as condi¢coes em
(4.2.43), (4.2.44) e (4.2.46), segue que a existéncia da SAF em (4.2.42) é garantida
se wy(z, t) satisfizer o problema homogeneizado definido por

(- 82100 82

] = f(x,t), z€(0,1),t>0

awo .

Or

8w0

wo(:c,(]) :p(iﬁ), W(CC,O) = Q(m) y T € (07 1)

=0,2¢€{0,1},t>0 : (4.2.47)

Observacao 4.2.1 Note de diferentemente da secdo 4.1, a SAF construida em
(4.2.42) ndo satisfaz as condigbes de contorno, dado que nem sempre as constan-
tes de integrac&o oriundas das expressoes analiticas das solugbes locais serdo nulas.
E como mesmo com as condigbes Ni(0,0,t) = 0, a SAF em (4.2.42) também né&o
satisfaz as condigbes de contorno, esta foi uma das motivagbes para as quais ndo se
considerou esta condicdo no Lema 2.5.6 para as solugées locais obtidas nesta secéo,
dado que a motivacdo para o uso desta condicao é se obter uma SAF que cumpra
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as condigées de contorno. Por outro lado, a condigdo de que (Ny(z,y,t)) = 0, possui
motivagdes de natureza mecénica, dado que esta se traduz em garantir que o deslo-
camento médio na macroescala coincida com o deslocamento médio na microescala.

4.2.2 Problema estatico
4.2.2.1 Formulagdo do problema e aplicagdo do MHA

Considerando que o modelo (4.2.1) atingiu seu estado estacionario ou de equilibrio,
apos a viga nao apresentar o fendmeno de vibracao, tem-se que tanto a solugdo do
modelo quanto os seus coeficientes nao dependem mais da variavel temporal, de onde
decorre o modelo estacionario

2 2, 14E

o (e ) = r. ze o,
dw®
dx
gue modela o comportamento estacionario de uma viga do tipo Euler-Bernoulli engas-
tada em ambas as extremidades, em que agora a°(x) = a (z,z/¢c) e f¢(x) = f (x,z/¢).

Neste caso apresentar uma expressao analitica fechada para o modelo em (4.2.48)
€ uma tarefa simples, dado que a mesma é obtida via integracéo direta. Assim, tem-se

, (4.2.48)

w(x) =0, =0,z € {0,1}.

w(z) = /090 (Ci 5 (w) + C5 I (w) + I3 (w)) dw, (4.2.49)
onde

Ci =3¢ | UHOE ) = BOEw)de. 6 = 52 [ @O @) = B0 w)du,

A= / (I3 (D (w) — T (1) (w)) du,

I (w) = /0 ’ af_{”, I5(w) = Ow azc(l:)’ f5(w) = /Ow a&ir) /0 /0 fe(t)dtdsmﬂ@ 2.50)

Mas mesmo que se tenha uma expressao fechada para w*(z), a implementacao
desta se torna muito complicada e custosa computacionalmente, sendo assim, a abor-
dagem da homogeneizagdo é uma proposta interessante para se encontrar uma boa
aproximagao de w*(z), dado que a estrutura do problema homogeneizado é mais sim-
ples.

Se tratando da homogeneizagéo, segue que como o0 modelo em (4.2.49) é um caso
particular de (4.2.1), entdo todas as consideracbes obtidas na constru¢éo da SAF w®
para o caso dinamico sao validas para o caso estatico, em que apenas desconsidera-
se a dependéncia em ¢ das funcbes trabalhadas. Assim, uma SAF para (4.2.48) é da
forma
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:v) d?wy
x J—
’ dx?

d? d3
+€3 (N31 (I, 2) —wo + N32 (.I', z) w[))
9 Xz g

da
d2
+ ¢t (N40 (% g) + Nyo <$a g) £

wW (x,€) = wy(z) + 2N,

dx?

4 Ny (x g) % + Ny, (x 9 %) , (4.2.51)

em que sua existéncia € garantida se wy(x) satisfizer o problema homogeneizado

d2 ~ d2w0 7

T [0 ] = fa). 2 e o), s
; 2.

wo(z) =0 %z(),xe{o,l}.

Vale ressaltar que para o caso estatico, a SAF também nao satisfaz as condicoes
de contorno, em que isto decorre do caso dinamico.

4.2.2.2 O problema é bem posto

Primeiramente sera demonstrado que existe solugcao para o modelo em (4.2.48) e
gue ela é unica. Mas para isso, se faz necessario algumas consideragoes.

Observe que a fungé@o a°(z) € L>*(D,R), em que neste caso, D = [0,1]. Isto
decorre do fato de que toda funcao limitada é essencialmente limitada. Sendo assim,
seja ¢, ¢ € HZ(D), entdo defini-se a forma bilinear

d*¢ d? d*¢ d?
ool = [ (#@ 55 5 e = (¢S 02) . sy

emaque (-,-) = (-,")rznp) € (-,+) = (-,-) g, H; & 0 pareamento de Hj e seu dual H 2.
Ou seja, al¢, | calcula o produto interno dos pareamentos entre fungdes de HZ e H 2.

Seja agora a,f € Rcom 0 < a < 8 < oo, entdo defini-se o espaco M¢(«, 5, D), a
qual é definido como o espaco, em que para qualquer £ € R e x € D, tem-se

1) (& a*(2)€) = algf
2) |a*(z)¢| < BlE.

Assim, M¢(«, 3, D) é o conjunto dos pareamento entre as funcgdes a°(x) € &, as
quais satisfazem as condigbes acima. Estas se traduzem em garantir que a*(z) seja
estritamente positiva e limitada, mesmo que ja se tenha isso por hipotese’.

'De fato, poderiamos dizer que tais condicdes decorrem das hipoteses feitas para o coeficiente
a®(x).
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Assim, considere o seguinte Teorema
Teorema 4.2.2 O problema em (4.2.48) tem uma unica solugao w € HZ(D), tal que
Alw,v] = (f, ’U>L27H3 ,Yv € H3(D). (4.2.54)

Além disso, vale a estimativa

C
llw]| 220y <—D||f||L2 . (4.2.55)

Demonstracao:

Primeiramente, observe que pode-se escrever o problema em (4.2.48), em termos
da forma bilinear a[¢, ¢]. Com efeito, pelo processo de integragao por partes e supondo
w € HZ(D), tem-se para cada ¢

d2 d2 d2
@(CZ()d )dm—f :>/dx2< x)dx) dx—/fwd;v
d d2 € 5 d2 5 dee . 5
:>—{—(a(x)dx2)w} —|—/D@(a(as)d:€2)wdx:/ljfwdx
oD
d2 “\ dw
= €d

dx( dI2) dx /wa ‘
d? € dws d2w5

€ Ed
( Ve ) e (o] )| e

2
@ ur dx = Jwide = Alw,w] = (f,w) 2 12 - (4.2.56)
dx? oD oo

de

Assim, o problema em (4.2.48) é obtido considerando-se v = w® em (4.2.54). An-
tes de prosseguir,observe que o Teorema garante a existéncia de uma solucdao em
HZ(D), mas formalmente, a equacéo diferencial é de quarta ordem. No entanto, isto é
suficiente pois na pratica o que foi feito em (4.2.56) foi a obtengéo da formulagéo fraca
do problema em (4.2.48), em que a solugéo we atua neste contexto como uma funcéo
de teste.

A estratégia a seguir é utilizar o Teorema de Lax-Milgram em 2.6.11. Assim, ob-
servando que A[w,v] = a|w,v] e utilizando do fato de que a°(z) € M*(«, 3, D), segue,
escolhendo v = w® e w = w®

2, 1,E

vt d*w d*w
A g € —
[, w?] /D<a @)z dz? ' dx? dx> - /D dzx?

2

dr = a||w5||§{§(m ;

em que se utilizou da propriedade (1) das fun¢des em M<(«, 5, D) e a desigualdade
de Poincaré?.

2||ull| 2Dy < Clldu/dz|| L2(p)-
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Segue que A[w,v] é coercitiva.
Por outro lado, note que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz® e pela segunda
propriedade das fun¢des em M*(a, 3, D)

. o dPwt dP o APt dP .
Alw®, v :/D<a (:U)W,@>dx: /D (a (x) 7 @) dx < /8D a®(z)

1/2 1/2
dQ,wa d2’U e < B / deg 2 / / d2_U 2 /
N oD oD

dx? dz? dx? dx?
= Bllw| gz llv[| 2Dy
que mostra a continuidade da forma bilinear Ajw, v].
Pelo Teorema de Lax-Milgram o problema em (4.2.48) possui uma Unica solucao
em HZ(D).
Para a estimativa em (4.2.55), segue da coercitividade de A[w®,v], a desigualdade
de Cauchy-Schwarz e da desigualdade da proposicao 2.6.4

&
dz?

d?we
dx?

<p

oD

allw|[F2py < Alw®,w] =< f,w >< [ fllz2p) - [wllz2p) < Collfllr2m) - 10|30y

Cp
= |[wl|uz(py < FHJCHLQ(D)-

CQD.

Observe que com a estimativa em (4.2.55), de supor duas solu¢des w®(x) e h*(z)
para o0 modelo em (4.2.48) com dados f<(z) e ¢°(z), entdo construindo a fungéo
¢°(x) = w(x) — h(x), segue da linearidade do operador diferencial que ¢° é solu-
cdo de (4.2.48). E de aplicar a estimativa (4.2.55) para ¢°(x) tem-se

€ &€ C £ £
[[w*(z) = h*(@)[|z) < FDHf (@) = 97 (@)[|2(p),

0 que mostra que o problema em (4.2.48) é também estavel e , portanto, bem-posto.

4.2.2.3 Justificativa matematica

Para demonstrar teoricamente a proximidade entre as solu¢des dos problemas ori-
ginal e homogeneizado, w*(z) e wy(z), procede-se de forma semelhante a feita no pro-
blema da barra vibrante. Aplica-se o operador do problema original a SAF em (4.2.51),
restringindo-se a dois termos, obtendo-se assim um erro ao utilizar essa SAF como
solucdo. Em seguida, constréi-se um problema em termos da SAF de dois termos, no
qual se considera um problema com solu¢ao w®(z) — wy(x), com condigbes de con-
torno homogéneas e termo ndo homogéneo, sendo este o erro ao considerar a SAF

) <uv> | < lull -]l
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de dois termos como solugdo. Posteriormente, busca-se uma expressao para esse
erro, que deve apresentar uma dependéncia explicita de uma poténcia de . Por fim,
com o auxilio do Teorema de Weierstrass e a desigualdade em (4.2.55), demonstra-se
o resultado.

4.2.2.4 Exemplo numérico

Para ilustrar os resultados, propbe-se 0 seguinte exemplo numérico: considere o
modelo em (4.2.48), onde, a°(z) = 1+ 0.25cos(2mzx/e) e f¢(xz) = 1. Com esta escolha
de coeficiente, a estrutura da assintética em (4.2.51) se torna mais simples, dado que
a nao dependéncia em z do coeficiente (ap6s o desacoplamento das variaveis local
e global) implica no cancelamento de varios termos no desenvolvimento geral para o
encontro da SAF. Assim, tem-se que para este caso, a SAF toma a forma

2 3 4

w®(z,€) = wo(x) + 2N, (g) dd;lgo + &% Ny (g) dd;;o 4+ &*Ny <§> dd;io_ (4.2.57)

Para o encontro da solucédo do problema homogeneizado, obtém-se via integragao
direta a seguinte expressao

wo(x) = g (z* — 2% +2%) . (4.2.58)

Assim, com a solugdo exata em (4.2.49), a solugdo do problema homogeneizada
em (4.2.58) e considerando o truncamento w® de dois termos da SAF em (4.2.57),
tem-se a seguinte representacao grafica para valores decrescentes de .

Note que com base na figura 11 fica evidente a convergéncia da solucao exata
w®(z) e a SAF w®(z,¢) para a solugdo homogeneizada wy(x), 0 que ilustra a eficacia
do método para o caso da viga estatica, mesmo que ndo demonstrado teoricamente.

Tem-se que o calculo da solucdo exata, o coeficiente efetivo e a solugdo local
Ny(x/e) foram obtidos de forma numérica em que, em particular, @ = v/15/4, a qual
€ 0 mesmo obtido na secdo 3.1.5 e o comportamento da solugédo local Ny(z/c) €
representada pela figura 12.

E importante frisar que a decisdo de ndo apresentar a SAF completa em (4.2.52)
se deu por conta de que a medida que o parametro pequeno ¢ se torna cada vez
menor, a diferenga entre a SAF e seus truncamentos se torna infima. Isto decorre do
fato de que os outros termos s&o da ordem de €2 e %, 0 que implica numa contribuicdo
insignificamente a SAF, na medida que o parametro pequeno ¢ se torna menor.

Assim, a escolha de utilizar a SAF w® ¢é justificada por ser uma boa aproximagéo
da solucao exata do problema em que além disso, se consta informacgdes tanto locais
quanto globais da estrutura do problema.
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5 CONCLUSOES

Em resumo foram apresentados os seguintes resultados:

* Na Secao 3.1, foi aplicado o MHA a um problema hiperbdlico unidimensional,
linear, dindmico e com coeficiente continuamente diferenciavel. Demonstrou-
se, utilizando o principio do maximo generalizado para problemas hiperbdlicos,
gue o problema é bem posto, assim como a proximidade entre as solucdes dos
problemas original e homogeneizado. Além disso, foi apresentado um exemplo
numeérico via diferencgas finitas, no qual se mostrou o comportamento da solugéo
exata, da solucdo homogeneizada, das SAF’s de dois e trés termos, bem como
0s erros obtidos em cada aproximacgao da solucao exata.

* Na Secao 3.2, foi aplicado o MHA a dois problemas unidimensionais, lineares e
com coeficientes continuamente diferenciaveis, sendo um dindmico e outro es-
tatico. Para o caso estatico, demonstrou-se que o problema € bem posto via
Teorema de Lax-Milgram, e foi apresentado um exemplo numérico utilizando
diferencas finitas, no qual se mostrou o comportamento das solu¢des exata e
homogeneizada, assim como a SAF.

Com base na analise e nos resultados apresentados ao longo desta dissertacao, foi
possivel demonstrar a eficacia do Método de Homogeneizagéo Assintotica (MHA) na
solucao de problemas com coeficientes rapidamente oscilantes. Aplicado a diferentes
contextos, como o comportamento dinamico de uma barra vibrante unidimensional e a
analise estatica de uma viga tipo Euler-Bernoulli, 0o MHA se mostrou uma ferramenta
robusta para a obtencao de solugdes aproximadas para equacdes diferenciais.

Ao aplicar o MHA, foi possivel obter solugdes homogeneizadas e compara-las com
as solugbes exatas, demonstrando a proximidade entre ambas, para a maioria dos
casos. A eficacia do método ficou evidente, tanto na formulacdo dos problemas lo-
cais quanto na determinacéo dos coeficientes efetivos que modelam adequadamente
as propriedades fisicas das estruturas analisadas. Além disso, os exemplos numéri-
cos forneceram uma visualizacao clara da convergéncia entre as solugoes exatas e
homogeneizadas.

Em conclusao, o MHA, juntamente com as ferramentas matematicas empregadas
nesta dissertacao, representa uma abordagem promissora para o tratamento de pro-
blemas com estrutura microperiodica, permitindo uma modelagem precisa e eficiente
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de fendbmenos que envolvem escalas multiplas. O método ndo apenas aproxima so-
lucbes de dificil obtencao, tanto numericamente quanto analiticamente, mas também
fornece uma alternativa analitica eficaz para esse proposito.

No entanto, a pesquisa também identificou aspectos que necessitam de investiga-
cOes adicionais, as quais serdao abordadas em estudos futuros. Estes sao:

» De fato nao foi demonstrado que a solugéo para o problema hiperbélico existe,
conforme feito para o problema eliptico estatico. Entao pretende-se fazer isso
com o auxilio da forma fraca do problema;

» Pretende-se apresentar um exemplo numérico via diferencas finitas para o pro-
blema dindmico de quarta ordem;

» Para o problema estatico de quarta ordem, pretende-se demonstrar a proximi-
dade entre as solugdes exata e homogeneizada. Na literatura encontram-se al-
gumas alternativas para esta finalidade como em (HUANG; XING; GAO, 2020),
em que demonstra-se a proximidade via convergéncia em dois espacos. Outra
abordagem pode ser encontrada em (PASTUKHOVA, 2017), a qual demonstra-
se a proximidade utilizando da teoria de homogeneizagéo de operadores diferen-
ciais de quarta ordem, o que foge do escopo desse trabalho, mas uma adaptagao
dos resultados pode ser feita.
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