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Resumo

PAULO, Rafael dos Reis. Ambiente de geometria dinamica e seu potencial
semiotico: uma abordagem no ensino dos numeros complexos. 2019. 153f.
Dissertacao (Mestrado em Educacao Matematica) - Programa de Pds-Graduacao
em Educacdo Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2019.

Este trabalho apresenta uma pesquisa que tem por objetivo investigar como o
ambiente de geometria dindmica do GeoGebra interfere na abordagem dos numeros
complexos quando se mobilizam distintas representacdes semidticas em situagdes
de ensino. Para compor o quadro tedrico da pesquisa os estudos de Duval (2003 e
2009) que versam sobre os Registros de Representagdo Semidtica fundamentarao
as analises e discussbes em torno da seguinte questdo - utilizar o ambiente de
geometria dindmica do GeoGebra para abordar as representagbes graficas dos
numeros complexos torna o aprendizado significativo? Os encaminhamentos
metodoldgicos apoiam-se nos pressupostos da Engenharia de Didatica cunhada por
Artigue (1995), que nesta proposta se caracteriza por implementar procedimentos
experimentais com intervencgdes didaticas em duas turmas de ensino médio de uma
instituicdo publica e federal na cidade de Pelotas — RS. O ambiente de geometria
dindmica elegido para tratar os registros dindmicos de representagao € o software
GeoGebra, assim o mesmo compde grande parte das situagdes de ensino previstas
e organizadas ao longo do trabalho. A parte operacional da pesquisa divide-se nas
fases propostas pela metodologia, assim sendo, nas analises preliminares foram
abordados aspectos epistemologicos, didaticos e historicos sobre o ensino dos
numeros complexos. Na segunda fase, concepgdo e analise a priori, foram
organizados um conjunto de atividades que englobam o objeto matematico, isto é,
0s numeros complexos, cada atividade é descrita e precedida das hipoteses que
foram formuladas por meio da articulagao entre o soffware de Matematica Dinamica
e fundamentacgéao tedrica. A base de dados e informagbes para posterior analise e
validagao da pesquisa € composta por observagbes do professor-pesquisador no
caderno de campo, registros dos cadernos dos participantes da pesquisa e as
producbes salvas no GeoGebra. Os resultados apontaram que a utilizacdo do
ambiente de geometria dinamica interffere no entendimento das unidades
significativas e visuais das representacbes semiodticas inerentes aos numeros
complexos. Também se verificou quando da utilizagdo de registros dindmicos o nivel
de congruéncia entre as representagées aumenta.

Palavras-chave: numeros complexos; semibtica; matematica dindmica; engenharia
didatica; GeoGebra.



Abstract

PAULO, Rafael dos Reis. Dynamic geometry environment and its semiotic
potential: an approach in the teaching of complex numbers. 2019. 153f.
Dissertation (Master in Mathematics Education) - Post-Graduation Program in
Mathematical Education, Federal University of Pelotas, Pelotas, 2019.

This work presents a research that aims to investigate how GeoGebra 's dynamic
geometry environment interferes in the approach of complex numbers when different
semiotic representations are mobilized in teaching situations. In order to compose
the theoretical framework of the research, Duval's studies (2003 and 2009) on the
Semiotic Representation Registers will base the analyzes and discussions around
the following question - to use GeoGebra's dynamic geometry environment to
address graphical representations of numbers complexity makes learning
meaningful? The methodological guidelines are based on the assumptions of
Didactic Engineering coined by Artigue (1995) that in this proposal is characterized to
implement experimental procedures with didactic interventions in two high school
classes of a public and federal institution in the city of Pelotas - RS. The dynamic
geometry environment chosen to handle the dynamic representation registers is the
GeoGebra software, so it makes up a large part of the planned and organized
teaching situations throughout the work. The operational part of the research is
divided in the phases proposed by the methodology, so, in the preliminary analyzes
were approached epistemological, didactic and historical aspects on the teaching of
complex numbers. In the second phase, a priori conception and analysis, a set of
activities were organized that encompassed the mathematical object, that is, the
complex numbers, each activity is described and preceded by the hypotheses that
were formulated through the articulation between the software of Dynamic
Mathematics and theoretical basis. The database and information for further analysis
and validation of the research is composed of observations of the researcher-teacher
in the field book, records of the participants of the research and the productions
saved in GeoGebra. The results pointed out that the use of the dynamic geometry
environment interferes in the understanding of the significant and visual units of the
semiotic representations inherent to the complex numbers. It was also verified when
the use of dynamic registers the level of congruence between the representations
increases.

Key-words: complex numbers; semiotics; dynamic mathematics; didactic
engineering; GeoGebra.
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Apresentacao

A presente dissertacdo se debrugca em diferentes vertentes da Educagao
Matematica para mostrar de maneira pratica como as tecnologias digitais aliadas a
estudos tedricos corroboram tanto para o ensino quanto a aprendizagem da
matematica na Educacdo Basica. E, para abordar questbes tdo0 complexas que
estdo imbricadas a aprendizagem da matematica esta pesquisa se estrutura em sete
capitulos, nos quais perpassam pela escolha, a tematica, o referencial tedrico
utilizado, os procedimentos metodolégicos da pesquisa, bem como o experimento e
os resultados.

A introducao situa o leitor sobre o caminho percorrido para delimitar o objetivo
principal, bem como a questdo de pesquisa que norteia o trabalho. Ainda nesse
capitulo é feito um relato em primeira pessoa contando a trajetéria académica e
profissional do autor desta pesquisa, mostrando as escolhas que o levaram ao
Programa de Po6s-Graduagdo em Educagdo Matematica (PPGEMAT) da
Universidade Federal de Pelotas (UFPel).

No segundo capitulo abordar-se-a teoria dos Registros de Representagéo
Semidtica, na qual explica a complexa tarefa que se constitui o pensamento
matematico, uma vez que seus objetos sdo acessados apenas por meio de
representacdes, apontando maneiras de contornar os obstaculos que sao
intrinsecos ao processo de ensino dessa ciéncia. A divisdo do capitulo prima elencar
aspectos fundamentais da teoria de Duval, bem como apontar para os especificos
fendbmenos de congruéncia entre representagdes semiodticas, enfatizando que estas
serao de suma importancia para elucidar as inquietagdes provenientes do objeto de
pesquisa. Além disso, reserva-se uma se¢ao para estudar de um ponto de vista
semidtico e cognitivo os registros, as representagdes e as transformagdes inerentes
ao conteudo selecionado para o desenvolvimento da pesquisa, a saber, os nimeros
complexos.

Apds discorrer sobre a teoria base da pesquisa, apresenta-se no capitulo trés
uma discussdo sobre as Tecnologias Digitais de maneira geral, seguido de um
direcionamento aos ambientes de geometria dindmica que esta contido na maioria

das sequéncias de ensino que foram aplicadas em sala de aula.
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Adentrando no capitulo quatro, realiza-se uma analise sobre diferentes
aspectos que envolvem o ensino dos numeros complexos, ou seja, um levantamento
de fatos histéricos que narram as vertentes dos numeros complexos como objeto
cientifico, seguido de como este objeto é transposto para o meio escolar; para isso,
uma analise de como os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) e os livros
didaticos o abordam se fez necessario. E, finalmente, um estado do conhecimento
revela as possibilidades didaticas para o ensino dos numeros complexos a luz da
teoria dos Registros de Representacdao Semidtica juntamente com a utilizagdo de
softwares de Matematica Dinamica.

No capitulo cinco é apresentado uma Engenharia Didatica que guiara os
procedimentos metodologicos da pesquisa. Para satisfazer os requisitos dessa
metodologia foi realizada uma analise preliminar do invélucro que permeia o objeto
da pesquisa, no qual parte esta contemplado no capitulo anterior acrescido de uma
descricao do ambiente e dos participantes da pesquisa. Na concepcdo e analise a
priori € descrito o escopo das atividades que foram aplicadas, bem como as
hipoteses e as variaveis que serdo condicionadas para posterior aplicagcdo das
sequéncias de ensino. Ao final do capitulo, uma descricdo de como ocorreu o
experimento € apresentado juntamente com os dados e registros que foram
utilizados para validar as hipéteses na fase precedente.

O penultimo capitulo & responsavel por articular as hipoéteses sugeridas
acrescidas dos aspectos tedricos para analisar e discutir os resultados com o objeto
de pesquisa posto. As secdes deste capitulo correspondem a uma analise a
posteriori de cada atividade planejada a luz dos tedricos que sustentam esta
pesquisa. Assim, o conjunto das atividades € discutido no ultimo capitulo, no qual se

apresenta as devidas consideragdes finais.
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1. INTRODUGAO

Este capitulo foi reservado para que o leitor conhega a trajetoria, as escolhas
e motivos que impulsionaram o autor a realizagdo deste trabalho. Ja na segunda
segao, apresenta como o objeto de pesquisa fora lapidado para nortear as
investigacdes. Nesta seg¢ao, também se fazem presentes a questao norteadora, o

objetivo geral e os objetivos especificos.

1.1 Memorial

Trago para inicio de conversa um relato sobre minha vida, partindo da
infancia na cidade de Sombrio — SC, da minha trajetdria estudantil, da escolha pela
docéncia a paixao pela pesquisa e atuagao profissional.

Pois bem, Sombrio fica localizada no extremo sul da Santa e bela Catarina,
meus pais se chamam Carme Lucia e Bento e, sou cacgula de trés irmaos: Fernando,
Fabricio e Franque, isso mesmo, o unico entre os quatro filhos que foge a regra dos
nomes comegarem pela letra F. Minha infancia fora permeada de muitos amigos e
companhias para brincar, conversar e estudar e, modéstia a parte, uma qualidade
(ou sorte) que sempre me acompanhou foi me cercar de pessoas inspiradoras,
verdadeiras e parceiras.

Estudei do primeiro ao oitavo ano (na época chamado de série) na escola
E.E.B. Protasio Joaquim da Cunha, onde os meus trés irmaos também estudaram.
Nesses anos de estudos tive o privilégio de conhecer professores incriveis, mas sem
sombra de duvida a minha inspiragao era (e é) a professora de matematica daquela
época, Margarete Farias Medeiros. Ela morava (ainda mora) na minha rua e meus
irmaos que tiveram aula com ela me falavam que desconheciam professora de
matematica como aquela. Em 2005, também tive a honra de té-la como professora;
nas primeiras semanas de aulas ja sabia o que “queria ser quando crescer”, um
professor de matematica, e mais, queria ser igual a ela. Ndo posso negar que se
hoje investigo a linha de tecnologia é porque admirava as aulas da professora
Margarete utilizando o GeoGebra ou Cabri, aquelas fungdes dangcando na minha
frente faziam meus olhos brilharem. Se atualmente defendo e investigo as

Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TIC) no ensino de matematica é porque
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conhego na pratica como se reverberam novas aprendizagens mediadas pelo uso
desses artefatos tecnoldgicos.

Apds a conclusdo do ensino fundamental iniciei o ensino médio numa escola
em periodo integral, inicialmente se chamava Escola Agricola Federal de Sombrio
(EAFS) e atualmente se chama Instituto Federal Catarinense — Campus Santa Rosa
do Sul. As aulas comecavam as 8 horas e terminavam as 17 horas, e como morava
na cidade vizinha acordava as 6 horas da manha para apanhar o transporte na
frente de casa. No comego foram dias dificeis ja que meus antigos amigos da escola
nao quiseram estudar no instituto, pois havia rumores que o ensino era puxado e
dificil. Além das disciplinas do ensino médio havia as especificas do curso de
Técnico Agricola; eram tantas disciplinas que em periodos de prova era comum mais
de duas por dia.

Nessa instituicdo tive contato com profissionais extremamente qualificados,
mas uma “guinada” decisiva aconteceu quando conheci a professora Elizete.
Lembro-me como se fosse hoje, aquela mulher elegante com um semblante sério se
aproximando da sala de matematica com apenas dois pinceis na mao. Apos essa
primeira aula de matematica com ela, definitivamente ndo restava mais duvidas
sobre qual carreira queria seguir. Ainda no primeiro semestre eu e mais dois
grandes amigos (Gilmar e Votan) estavamos engajados em projetos de matematica
aplicada orientados pela professora Elizete e, foi assim, o primeiro contato com a
pesquisa. Nesse mesmo ano visitamos as feiras de matematica, congressos e varios
outros eventos na éarea apresentando nossos trabalhos; chegamos a ganhar
premiacdes e mengbes honrosas pelas pesquisas em matematica aplicada. E
continuei nos anos restantes do ensino médio pesquisando aplicagcdes da
matematica.

A parceria com a professora Elizete continuou na graduagéo. Apds encerrar o
ensino médio em 2011 o instituto recém abrira o Curso de Licenciatura em
Matematica coordenado pela Elizete. No inicio da graduagao fui selecionado para
uma bolsa de estagio no proprio curso, onde trabalhei dois anos ao lado da
coordenadora. Além de continuar pesquisando trabalhos paralelos pude conhecé-la
melhor e criamos um forte vinculo de amizade, sendo assim, sou e serei
eternamente grato por té-la ao meu lado.

Obviamente, ndo poderia deixar de incluir a esse time de mulheres a

professora Marleide. Cada uma das professoras citadas até o momento contribuiu
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de forma especifica na minha formacéao: a professora Margarete mostrou na pratica
como ensinar a matematica, a Elizete agregou e mostrou o valioso lugar da pesquisa
na formacao e a Marleide me apresentou como a teoria contribui para formagao de
um professor.

A afeigédo pelas teorias de aprendizagem e pela Didatica da Matematica, com
certeza, eu herdei da professora Marleide. Nas aulas de Fundamentos Tedricos e
Metodologicos ela sempre frisou o tripé da formagdo de qualquer professor, que
envolvem os conteudos atitudinais, conceituais e procedimentais. Para além da
formacgao tedrica a Marleide mostrou na pratica esses contelidos, uma vez que
acompanhei a Marleide-professora-ensino-médio, a Marleide-professora-de-calculo
e a Marleide-orientadora-de-projetos. A naturalidade com que ela transitava por
esses niveis de ensino me inquietou profundamente e ficava me perguntando: Como
ela consegue? O que ela tem que outros ndo tém? As respostas vieram em 2014
quando, juntamente com ela, realizei um projeto de extensdo que abordava a teoria
do Registro de Representacdo Semidtica.

O contato com a Marleide foi fundamental para minha permanéncia no curso
e para minha formacao profissional, pois como vinha anteriormente estudando
aplicacdes na matematica acreditava que para ser um bom professor bastava saber
muita matematica. Penso que se ndo conhecesse a Marleide duas opcbes me
restavam: a desisténcia da licenciatura ou me tornaria um matematico arrogante que
nao se preocuparia com questdes sensiveis referentes a sala de aula.

Hoje percebo tamanho esforgo que ela fez para desconstruir a concepgao
errbnea que tinha de educador, lembro-me das tardes que ela se sentava ao meu
lado naquele sofa de couro preto na sala de professores para traduzir de forma
pratica os conceitos da teoria de Duval. Pouquissimos s&o os educadores que
conseguem atrair um estudante por uma teoria e a esses raros professores inclui-se
a Marleide. A partir desse momento, adquiri uma visdo humana da matemaética,
motivo pelo qual me levou a investigar questdes voltadas para area da Educacgao
Matematica.

E “como este mundo é pequeno” em meados da graduagao o instituto realizou
um concurso para contratar novos docentes e a professora Margarete se juntou ao
quadro de funcionarios. Além de ela me inspirar a ser um professor, também
contribuiu na minha prépria formacao e, em 2015, orientado por ela e pela

professora Elizete, finalizei a graduacgao.
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A minha trajetéria académica do ensino fundamental a graduacdo foi
influenciada por essas mulheres fantasticas. A professora Margarete por me ensinar
e inspirar a ser um professor de matematica, a Elizete por sempre estar ao meu
lado, aconselhando nas minhas decisdes e deixando grandes exemplos de vida e a
Marleide, companheira de caminhada na graduagao e agora no mestrado, na qual
posso afirmar que a minha formacao, inclusive pessoal, nao teria sido a mesma sem
a sua presenca.

Ao término da graduacao mobilizei esforgos para a escrita de um anteprojeto
de pesquisa para mestrado e na busca de programas na area de Educagao
Matematica. Apés meu amigo Gilmar comentar sobre a UFPel, onde ele cursa
medicina, comecei a procurar os programas de mestrado e encontrei o PPGEMAT,
realizei as etapas do processo seletivo e |4 estava eu, selecionado entre os 17
mestrandos do ano de 2017. Também neste periodo fui convidado por um grande
amigo de S&o Paulo para compor o quadro docente de uma plataforma online que
visa assessorar estudantes que cursam disciplinas na area de exatas. Ha trés anos
venho desenvolvendo videoaulas de Matematica Basica, Calculo (I, Il e IlI),
Geometria Analitica e Algebra Linear para a plataforma EaD Videos e, veiculado por
essa inciativa, tive o primeiro contato com a docéncia possibilitando conhecer a

modalidade de ensino a distancia.

1.2 O caminho percorrido para o objeto da pesquisa

As pesquisas em Educacao Matematica, em sua maioria, primam por estudar
de certa forma, as inquietagdes no campo da matematica escolar. A presente
pesquisa ruma neste mesmo viés, pois o professor pesquisador pretende investigar
como o0s ambientes de geometria dindmica interferem na mobilizacdo de
representacdes semidticas em situagdes de ensino de matematica. Antes mesmo de
detalhar o delineamento tedrico-metodolégico e operacional desta pesquisa é
necessario narrar o percurso que o objeto desta investigagao sofreu até o momento,
pois é partindo de questionamentos gerais que se lapidam os verdadeiros interesses

de pesquisa.
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Em 2015, o pesquisador estava finalizando seus estudos na graduagéo de
Licenciatura em Matematica, sendo que neste mesmo ano ele realizava o ultimo
estagio supervisionado, juntamente com artigo de conclusédo de curso. Na disciplina
de estagio IV (ultimo) os académicos assumiam a regéncia das aulas no ensino
médio para lecionar algum conteudo, isto é, eles realizavam o planejamento, a
execugao e a avaliagdo sobre algum tépico designado pelo professor regente da
turma.

Anterior a esse estagio, no primeiro semestre de 2015, foram realizadas
observacbdes em turmas do ensino médio para oferecer aos licenciandos o primeiro
contato com este nivel de ensino. Assim, fez-se a escolha de uma turma de terceiro
ano para observar e, na maioria das vezes, nessa mesma turma acontece a
regéncia no segundo semestre. Pois bem, com intuito de escrever um artigo que
relatasse uma pesquisa em sala de aula foi solicitado que a professora regente,
ainda no estagio de observagéo, designasse ao professor pesquisador o conteudo
que ele trabalharia na regéncia, desse modo o conteido dos niumeros complexos foi
apontado.

Ja com o conteudo determinado, fez-se uma busca de trabalhos que versam
sobre abordagens desse conteudo, como por exemplo Monzon (2012) e Oliveira
(2010) que se encontram no estado do conhecimento desta pesquisa. Ambos fazem
a utilizacdo do GeoGebra como parte vital para abordar esse conteudo, mostrando
como representa-los no plano utilizando recursos dinAmicos disponiveis no ambiente
de geometria dindmica do software.

No entanto, antes de planejar e desenvolver as sequéncias de ensino foi
aplicado aos professores que lecionam Matematica e Fisica na instituicio um
questionario para investigar as concepgdes que os mesmos tém sobre o ensino dos
numeros complexos na Educacdo Basica. O questionario continha perguntas
abertas e fechadas e a partir desse instrumento foram coletadas as seguintes
informagdes (Quadro 1). Cabe destacar, que nas perguntas fechadas havia a

possibilidade de marcar mais de uma opc¢ao.
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Questionamento Respostas dos professores %
1. Como voceé classifica a Aplicacdo em outras éareas do conhecimento | 43,75
importancia do estudo dos cientifico.
ndmeros complexos? Resolucdo de equagdes polinomiais. 18,75
Compreensdo dos conjuntos numeéricos. 18,75
Auxilia no ensino de Fisica. 18,75
2. Como vocé inicia as aulas Abordando alguns fatos histéricos. 30,77
sobre Numeros Complexos? Resolvendo equagdes de solugdo complexa. 38,46
Definindo o nimero "i" ou unidade imaginaria. 7,69
Retomando os conjuntos numéricos. 23,08
Resolvendo problemas voltados a Fisica. 0
3. Qual topico do conteido de | Unidade imaginaria. 18,18
Numeros Complexos vocé tem | Conjugado de um Numero Complexo. 0
dificuldades de ensinar? Operagdes com Numeros Complexos. 9,10
Representagdo no plano Argand-Gauss. 0
Forma polar ou trigonométrica. 36,36
As leis de Moivre. 36,36
4. Na operacionalizacao de Livro didatico. 30
suas aulas vocé utiliza algum Parametros Curriculares Nacionais. 10
material de apoio? Tecnologias da Informag&o e Comunicacdo - TIC's. 30
Apostilas e materiais proprios. 30

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2015.

Foram realizadas perguntas abertas aos mesmos professores a fim de
diagnosticar quais os interesses frente a permanéncia ou ndo do conteudo nos
curriculos escolares. Nessas perguntas foi solicitado que argumentassem, de modo
geral, sobre a importancia dos numeros complexos no curriculo escolar, bem como,
em outras areas do conhecimento.

Destacam-se algumas respostas que

apareceram com maior frequéncia:

Os numeros complexos atualmente estdo sendo eliminados do curriculo do ensino
médio, principalmente pela forma que vém sendo abordado em sala de aula, de
forma descontextualizada. (Professor 3)

Analisando as aplicagcbes dos numeros complexos, vemos que esses numeros
servem realmente para o uso em engenharias, fisica, topografia, entre outras areas
que ndo se aplicam ao ensino médio. Evidente que utilizamos na resolugcdo de
polinbmios, mas ndo vejo isso como uma aplicagdo do conteudo. (Professor 1)

Os numeros complexos tornaram um instrumento capaz de dar conta do
desenvolvimento de novas tecnologias voltadas para os efeitos visuais (rotagdes de
coordenadas) e para o pleno desenvolvimento da engenharia elétrica (estudo de
correntes alternadas). (Professor 1 e Professor 4)

Através destas respostas percebe-se que o0s professores reconhecem a

importancia desse conteudo para o proprio avan¢co da matematica como ciéncia,
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porém nao como objeto de ensino, mas que pelo fato das aplicagbes ndo serem
diretas o0 ensino dos niumeros complexos acaba sendo flexibilizado a nivel curricular,
e no que diz respeito a sua abordagem introdutéria em sala de aula, a mesma se
restringe na resolucdo de equacgbes de segundo grau, ampliacdo dos conjuntos
numeéricos e/ou uma abordagem sobre a histéria do conteudo. Os topicos que os
professores apontam com maior dificuldade de ensinar s&o as representacbes dos
numeros complexos na forma polar, bem como as operagdes que advém delas,
como é caso da potenciacdo e divisdo na forma polar (leis de Moivre).

Diante desse paradigma na instituigdo, iniciou-se o planejamento de
sequéncias de ensino para serem aplicadas durante as aulas de regéncia e os
resultados seriam relatados e exportados no artigo final de conclusdo. Assim, o
objeto de investigagcdo que norteou a elaboragdo das sequéncias didaticas primou
por verificar como implementar Tecnologias Digitais no ensino dos numeros
complexos. Além de estudar as possibilidades de inserir o GeoGebra para abordar
esse conteudo fez-se uma discussdo de um ponto de vista didatico, isto €, de que
forma esta tecnologia contribui para aprendizado dos estudantes.

Para abarcar o campo didatico no artigo final foram utilizados os estudos de
Brousseau — para revelar as situagdes didaticas e adidaticas que podem surgir a
partir da utilizagdo desta tecnologia no ensino dos numeros complexos e Chevallard
— para clarificar a necessaria transposi¢cao dos objetos matematicos referentes aos
ndameros complexos em situagdes de ensino.

Embora os estudos de Brousseau e Chevallard contribuissem para
enriqguecimento do aporte tedrico do artigo, a analise e discussdo com as teorias
advindas destes autores n&o revelaram o potencial do uso desse recurso no ensino
dos numeros complexos, acredita-se que por dois motivos: (i) tempo reduzido para
aplicacao da pesquisa, foram reservados 6 encontros de 45 minutos para abarcar os
topicos’ dos numeros complexos incluindo procedimentos avaliativos; (ii) dificuldade
de encontrar textos traduzidos e praticas realizadas com essas teorias no ensino dos
nameros complexos.

Conforme mencionado sobre o pouco tempo designado para aplicar a

pesquisa, a utilizagdo do GeoGebra pelos estudantes se restringiu a simples

' Nogdo de conjunto, unidade imaginaria, conjugado, operagdes na forma algébrica e polar, plano
Argand-Gauss e leis de Moivre.
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visualizagdo das representagbes. Porém, uma teoria que se revelou durante a
escrita dos resultados foram os Registros de Representagdo Semidtica, que de
maneira geral mostrou que o ambiente de geometria dindmica do GeoGebra possui
um potencial semidtico que merece estudo e investigacao.

Assim, para esta pesquisa de mestrado suscitou pesquisar de forma
relacional o ambiente de geometria dindmica do GeoGebra com os registros de
representacdo semiodtica referentes ao conteido dos numeros complexos. Para
nortear os rumos da pesquisa 0 seguinte questionamento se levantou: utilizar o
ambiente de geometria dindmica do GeoGebra para abordar as representagées
graficas dos numeros complexos torna o aprendizado significativo?

Acredita-se que esse questionamento € extensao do objeto de pesquisa, que
deseja investigar como o ambiente de geometria dindmica do GeoGebra
interfere na abordagem dos numeros complexos quando se mobilizam
distintas representagées semibticas em situagées de ensino.

E, para conduzir o percurso das investigacdes com vistas a uma aproximacao
do objeto da mesma, foram elencados os seguintes objetivos especificos que se

encontram diluidos nos capitulos desta pesquisa, sado eles:

e Discutir a teoria dos Registros de Representagdo Semidtica intrinseca nos
objetos matematicos que compdem o conteudo dos numeros complexos;

e Apresentar alguns aspectos dos numeros complexos no que se refere a sua
histéria, presenca dos atuais curriculos nacionais e pesquisas que versam
sobre 0s mesmos;

o Planejar situagdes de ensino em que primem relacionar os numeros

complexos com os ambientes de geometria dindmica.

Diante dos objetivos e do questionamento levantados para essa pesquisa, no
proximo capitulo abordar-se-a os elementos tedricos que serdo utilizados tanto no

planejamento como na validag&o das propostas de atividades desta pesquisa.
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2. SEMIOTICA

A génese da semiodtica ndo é recente e tampouco clarificada como na
atualidade. Ao fazer uma busca de sinbnimos ou definicdes em dicionarios e
pesquisas na web, certamente os resultados vao se direcionar a teoria dos signos e,
filbsofos como Peirce e Saussure sao indicagdes literarias e bibliograficas para o
aprofundamento na area. De modo geral, a referéncia da semidtica se alia a
semiologia (termo mais recente) que em tempos antigos era a doutrina designada
aos estudos dos signos. Em efeito, a palavra “signo” gerou grandes discussdes entre
os mais antigos filésofos, perpassando por Platao, Aristdteles, Euclides, Agostino de
Hipona, Descartes, entre outros. Algumas definicdes e analises de cada um destes
filbsofos sao abordados no primeiro capitulo do livro Primeiros Elementos de
Semidtica de D’amore (2015).

Dentre os fildsofos acima mencionados os estudos do norte-americano
Charles Sanders Peirce (1839-1914) e do sui¢o Ferdinand de Saussure (1857-1913)
marcaram o inicio da semiética moderna; Peirce defendendo a teoria dos signos de
natureza fundamentalmente semidtica e Saussure de natureza puramente
linguistica. Divergéncias a parte, a teoria dos signos (nomeada por Saussure de
semiologia) possibilitou e ainda possibilita nominar e significar “objetos idealizados”
no plano mental, como D’amore (2015) relembra a semiética dos Epicuristas no
século 1V, tais objetos eram chamados de “obscuros por si préprios: ou seja, ndo sao
perceptiveis através dos sentidos e necessitam do uso de signos” (D’AMORE, 2015,
p. 41).

A semiologia defendida por Peirce € estruturada numa triade que mostra os
signos condicionados as seguintes caracteristicas: (1) ao aspecto perceptivel do
signo, denomina como representamen, ou signo propriamente dito; (2) o que de
fato o signo representa, denominado o objeto e; (3) o significado, que faz

referéncia ao interpretante. A partir desses trés aspectos ele define signo sendo:

Alguma coisa que, para alguém esta para algo segundo algum aspecto ou
capacidade. Dirige-se a alguém, isto €&, cria na mente dessa pessoa um
signho equivalente, ou talvez um signo mais desenvolvido. Esse signo que
cria denomina-o interpretante do primeiro signo. O signo esta no lugar de
alguma coisa: o seu objeto. (O’AMORE, 2015, p. 60).
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Diferentemente de Pierce, Saussure reestrutura a semiologia de forma diadica
nao levando em conta contextos do interpretante. No modelo do signo defendido
pelo suigo, o signo é definido pela relagao direta entre o significado (conceito) e o
significante (imagem acustica). Pode-se fazer comparagdes entre as duas
abordagens, o significado cunhado por Saussure corresponde ao objeto de Pierce e,
o significante ao representamen. Ora, a diferenga € que em uma é considerado o
meio no qual se desenvolve o signo, no entanto, ambos destacam a importancia de
diferenciar, ou melhor, ndo confundir a representagao (significante-representamen)
com o objeto representado (mais a frente sera retomada essa discussao na teoria de
Duval).

Até o momento foi abordado a semiética de maneira ampla e incorporada a
teoria dos signos - semiologia, assim sendo, acredita-se que fica evidente que a
semiédtica estuda o campo das representagdes de um objeto, e ndo, o objeto. Para
além das representagbes, a semiodtica e, ja citando a teoria que sera estudada, os
registros de representacdo semidtica estudam de que forma estas representacoes
contribuem para o entendimento e compreenséo dos objetos matematicos?.

O estudo das representacbes semidtica dos objetos matematicos tem seus
fundamentos nas pesquisas do francés Raymond Duval, filésofo e psicologo de
formacao. Ele foi responsavel por transpor os conceitos gerais da semidtica com
vista a estudar o pensamento cognitivo, vislumbrando potencializar o ensino e a
aprendizagem da matematica.

Desde a década de 70 Raymond Duval vem produzindo pesquisas no ramo
da psicologia cognitiva com énfase na aprendizagem da matematica. Em seus
escritos € evidente e notdrio os pressupostos da teoria cognitivista do suico Jean
Piaget, até porque Piaget contribuiu para semiética quando estudou e classificou os
estagios de desenvolvimento cognitivo, onde somente no estagio pré-operatério (dos
2 aos 6 anos) a capacidade de elaborar representagbes e a utilizagcdo de alguns
simbolos se manifestam, segundo D’amore (2015).

Até o momento pode-se perceber a estrita relacdo que os registros de
representacao semiotica tém com a teoria dos signos e os estudos da epistemologia

cognitiva de Piaget, cabendo nesta situacdo a seguinte pergunta — Por que a

2 “...] em Matematica, fala-se mais em “objetos matematicos” do que em “conceitos matematicos”,
uma vez que em Matematica, preferencialmente, sdo estudados objetos a conceitos”. (D’AMORE,
2005, p. 49).
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necessidade de investigar especificamente a aprendizagem da matematica de um
ponto de vista semio-cognitivo?

E a partir desta indagacgdo que se clarifica a importancia dos registros de
representacéo, como o proprio Duval (2003, p. 37) discorre que os registros sao “os
graus de liberdade de que um sujeito pode dispor para objetivar a si proprio uma
ideia ainda confusa, um sentimento latente, para explorar informagdes ou
simplesmente para poder comunica-las a um interlocutor”. Evidencia-se que as
representacdes semidticas cumprem, em primeira instancia, a funcido de comunicar
ideias e objetos que est&o interiorizados em outro sistema de representacdo, o
mental. Mas, devido ao carater especifico da matematica, as representacdes
semidticas cumprem um papel secundario e essencial para a compreensao dos
objetos, pois em matematica:

Ha o fato de que os objetos matematicos, comegando pelos nimeros, nao
sdo objetos diretamente perceptiveis ou observaveis com a ajuda de

instrumentos. O acesso aos numeros esta ligado a utilizacdo de um sistema
de representacao que os permite designar. (DUVAL, 2003, p. 14).

O fato de os objetos matematicos serem acessiveis por meio de
representacdes semiodticas tornar-se de inteira importancia estudar de um ponto de
vista cognitivo e matematico tais representacdes. Porém, antes de argumentar o
valioso papel que cumpre a representacao semiotica dos objetos matematicos na
aprendizagem da matematica, é necessario tomar conhecimento sobre algumas
definicdes que Duval aborda na sua principal obra Sémiosis et pensée humaine:

registres sémiotiques et apprentissages intellectuels.

2.1 As representagoes

No inicio do capitulo 2 foi destacada a teoria do signo que teve grandes
contribuicdes dos filésofos Pierce e Saussure, partindo dos estudos gerais da
semiologia, Duval destaca, no ambito da matematica, trés representagdes inerentes
ao pensamento matematico. Sao elas: as representagdes mentais, as
representacdes semiodticas e as representacdes computacionais. No quadro 2

evidencia-se as especificidades de cada representacao.



28

Quadro 2: Tipos e fungdes de representacdes classificadas segundo Duval

INTERNA EXTERNA
CONSCIENTE Mental Semidtica
fungéo de objetivagao funcao de objetivagao
funcdo de expressao
funcao de tratamento
intencional
NAO-CONSCIENTE Computacional
fungao de tratamento
automatico ou quase
instantaneo

Fonte: Duval, 2009, p. 43.

As representagcbes mentais “sao todas as que permitem uma visdo de objeto
na auséncia de todo significante® perceptivel” (DUVAL, 2009, p.45) e, portanto,
preenchem fungdes internas nas representagdes conscientes. Além de cumprir a
fungdo de objetivagdo* as representagdes mentais recobrem um amplo dominio que
vai além desses objetos denominados ausentes (conceitos, ideias, nogdes etc.) e
adentra em desejos e crengas proprias do individuo.

No que concerne as representagcbes semidticas, elas também cumprem o
papel de objetivagdo nas representagdes ditas conscientes. Contudo, exprimem
visdbes do objeto num plano real e perceptivel, tendo além do significado, um
significante ou propriamente um signo. Duval aponta um erro crasso que pode
ocorrer quando as representacbes mentais e semibdticas sdo postas em
dependéncia, ele atribui a palavra noésis para apreensido conceitual de um objeto
(representagdes internas) e semidsis para a produgado de representagdes externas
(semidticas). Assim, € comum pensar que a noésis independe da semiosis, para
explicar que essa afirmagéo nédo se sustenta, pelo menos em relagédo aos objetos
matematicos, vamos relembrar que a representacdo semidtica primariamente
cumpre a funcdo de comunicagio, dai convém estabelecer que é necessario tomar
consciéncia de uma ideia ou de um conceito antes mesmo de produzir um
significante. Porém, quando se refere aos objetos matematicos essa afirmagéo se
desmantela, pois algumas ‘representagdes “mentais” ndo passam de

representagdes semioticas interiorizadas” (DUVAL, 2003, p. 31), isso ocorre porque

8 Também denominado por representante “é um objeto real, podendo ser percebido: o representante
evoca, entao, ‘objetos ausentes™ (DUVAL, 2009, p. 84).

4 “A objetivagdo corresponde a descoberta pelo préprio sujeito do que até entdo ele mesmo nao
supunha, mesmo se outros lhe houvessem explicado”. (DUVAL, 2009, p. 41).
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€ nas representacdes semibticas que se operam as transformacdes e, muitas delas
acabam (re)significando as representagdes internas utilizadas.

As representagdes computacionais “sdo todas aquelas cujos significantes, de
natureza homogénea, ndo requerem visdo de objeto, e que permitem uma
transformagao algoritmica de uma sucesséo de significantes em outras” (DUVAL,
2009, p. 47). Estes tipos de representagcbes podem ser associados ao
processamento de sistemas computacionais ou, como Duval (2009) compara, com o
dominio da Inteligéncia Artificial, se diferem das outras duas representagdes por néo
cumprir a fungédo de objetivagdo do objeto e, por isso, € classificada como nao-
consciente. Embora sirvam para efetuarem tratamentos e codifica¢gdes de algumas
representacdes semidticas.

Nas representa¢des mobilizadas para executar qualquer atividade é notério a
tensdo existente entre aquelas ditas conscientes (mentais e semidticas), pois sao
elas as responsaveis por produzir e objetivar conceitos e ideias num plano
perceptivel. E, isso ocorre devido ao fato de ndo possuirem correspondéncia direta,
ou seja, uma representacdo semiodtica nem sempre corresponde fielmente as
representacdes mentais. Isso enaltece a importancia de mobilizar uma pluralidade
de representacdes externas. Um exemplo no campo da matematica é citado por
D'amore (2015, p. 29-30) onde “no mundo da experiéncia sensivel, portanto,
palavras como “unidade”, “numero”, “par’, “impar”’, “ponto”, ‘reta”, “tridngulo”,
“‘quadrado”, “circulo” indicam apenas representagbes ou coépias imperfeitas de
objetos, ideias ou formas”. Assim, as producdes dos alunos (representagdes
semibticas) nem sempre acusam a compreensao dos objetos representados, por
isso que Duval (2003, p. 27) deixa claro que “um sucesso matematico nao
corresponde a um sucesso cognitivo” e, isso se clarifica quando o mesmo autor
explica numa entrevista dada a Freitas e Rezende (2013), as diferengcas de um
ponto de vista matematico e cognitivo:

Compreender, do ponto de vista matematico, é ser capaz de justificar um
resultado por meio de uma propriedade. Mas, do ponto de vista cognitivo, &€
primeiro reconhecer o mesmo objeto em diferentes representagdes

semioticas que podem ser feitas a partir dele, cujos contelidos ndo tém
nada em comum. (FREITAS; REZENDE, 2013, p. 20).

Esta situacao pode ser exemplificada quando uma crianga (re)produz uma

representacao pela simples imitacdo de outra representacdo. A imitacdo seguindo as
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fases do desenvolvimento cognitivo de Piaget € utilizada na fase inicial, pois nelas
as criangas ainda ndo sédo capazes de representar objetos, como citado no inicio
deste capitulo.

De maneira geral, é possivel averiguar a pluralidade das representacdes que
sdo requeridas para exprimir ideias e conceitos. Para Duval (2009) as
representacdes semiodticas sdo fundamentais para as atividades matematicas, pois
“as representacbes semiodticas ndao sao somente indispensaveis para fins de
comunicagao, elas sao necessarias ao desenvolvimento da atividade matematica”
(DUVAL, 2009, p. 15). Assim, qualquer produgdo matematica passa
fundamentalmente por representagbes semidticas, nesse ponto, fica evidente o
motivo pelo qual Duval (2009) se preocupou em investigar de maneira mais
contundente as representagdes semidticas na abordagem dos objetos matematicos
em detrimento das demais. Obviamente a sua teoria ndo se fundamenta apenas em
afirmar que tais representagbes sao necessarias, mas sim, como compreender e
potencializar os objetos de ensino da matematica por meio de uma diversidade de
representacdes semidticas.

Logo, na proxima subsegdo serdo apresentadas as transformacdes que
ocorrem dentro das representagdes semiodticas, seguindo definicées de Duval (2009)
e destacando aspectos da importdncia da mobilizagdo da pluralidade de

representacdes semidticas em situacdes de ensino.

2.2 As transformacgoes nas produgoes semioéticas

Como visto anteriormente, o acesso aos objetos matematicos sé & possivel
por meio de representagdo semidtica, no entanto, este acesso nado garante sua
aprendizagem. Um aspecto importante é considerar o que cada representagao, por
meio de suas unidades significativas, acessa do objeto representado e de que forma
€ possivel tratar e/ou converter esta representacdo, de maneira que possibilite
acessar aspectos diferentes do objeto representado. Duval (2009) utilizou-se da
palavra “Registro” para designar distingdes entre as representacdes semidticas.

No ambito da matematica os registros de representagbes semidticas tais

como a lingua natural, sistemas de numeragdo, figuras geométricas, escrituras
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algébricas, representagdes graficas, entre outras, permitem acessar diferentes
aspectos do objeto representado. Por meio das representagbes semioticas e de
suas unidades significativas é que se pode acessar os objetos matematicos, seja do
ponto de vista didatico ou do ponto de vista cognitivo. Por unidades significativas
entende-se que sao:
As letras, simbolos, eixos, desenhos que, a partir de uma sintaxe prépria e
de um processo de significacdo, constituem-se em diversos registros de

representacdes semiodtica capazes de representar certos aspectos do objeto
matematico para um individuo que as reconhece. (CARDOSO, 2015, p. 42).

Deste modo, Duval (2003) classifica os registros em quatro tipos, como se
pode observar no quadro 3, a seguir:

Quadro 3: Classificagao de diferentes registros de representa¢des semioticas
mobilizaveis no funcionamento matematico, segundo Duval (2003)

Os tratamentos néo

argumentacdes a partir de

REPRESENTACAO REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA DISCURSIVA
REGISTROS Lingua natural Figuras geomeétricas planas ou em
MULTIFUNCIONAIS: Associagbes verbais(conceituais). | perspectivas (configuragbes em

dimensao 0, 1, 2 ou 3)

principalmente

simbdlicas (linguas formais)

sao algoritmizaveis. observagoes, de crengas...; apreensao operatéria e ndo
dedugdo valida a partir de | somente perceptiva;
definicdo ou de teoremas. construgdo com instrumentos.
REGISTROS Sistemas de escritas: Graficos cartesianos
MONOFUNCIONAIS: numéricas (binarias, decimal, | mudangas de sistemas de
Os tratamentos sao | fracionaria...); algébricas; | coordenadas; interpolacgéao,

extrapolagéo.

algoritmos. Calculo

Fonte: Duval, 2003, p. 14.

Para além dos registros de representacdo semiotica tabelados € essencial
tomar conhecimento sobre as transformacdes que podem ocorrer entre estas
diferentes representacdes dos registros, as conversdes e os tratamentos. Pois bem,
a conversao é quando uma representacdo troca de registro do mesmo objeto
representado, ja os tratamentos ocorrem internamente a um registro de
representacao, ndo ocorrendo assim, a mudanga do mesmo. Uma definicdo mais
sofisticada pode ser encontrada em Duval (2009):

Um tratamento é uma transformacdo que se efetua no interior de um
mesmo registro, aquele onde as regras de funcionamento s&o utilizadas; um

tratamento mobiliza entdo apenas um registro de representagdo. A
conversao €&, ao contrario, uma transformacgao que faz passar de um registro



32

a um outro. Ela requer entdo a coordenacao dos registros no sujeito que a
efetua. (DUVAL, 2009, p. 39).

Em matematica, sdo muitos os exemplos que podemos observar e aplicar
nestas transformacbes acima definidas, por exemplo, o objeto matematico
identificado como uma equagado do segundo grau pode ser enunciado em lingua
natural da seguinte forma: - eleve ao quadrado a incognita identificada como x,
subtraia duas vezes a mesma incognita e adicione uma unidade e obtenha o
resultado igual a zero. Esta representacdo em lingua natural, para alguém que
reconhece a representagao algébrica de uma equagao do segundo grau, pode ser
convertida, na equagao: x? —2x + 1 = 0. Neste caso, realizou-se uma conversao,
pois foram utilizadas duas representagbes distintas, com unidades significativas
distintas para cada representagdo (lingua natural e escritura algébrica). Pode-se
exemplificar o tratamento com esta mesma equacdo, supondo que além de
representar na escritura algébrica fosse solicitado encontrar a solugdo da equacéo.
Uma forma de “tratar” esta equacido é percebendo que a mesma pode ser
representada na forma fatorada e, neste caso, o quadrado perfeito, ou seja, (x —
1)(x — 1) = 0 ou ainda na forma (x — 1)2 = 0. Assim, fica evidente que nao houve
mudanca de representagdo, apenas se realizou tratamentos da representacdo do
objeto matematico, no caso, a equacgéo do segundo no registro algeébrico.

Os diferentes tratamentos e conversdes realizadas nas representagcdes
semidticas, de acordo com Duval, podem potencializar a aprendizagem dos objetos
matematicos quando de sua abordagem em situagdes de ensino. Estas atividades
permitem acessar um mesmo objeto em diferentes representagdes, permitindo assim
um discernimento entre o objeto e sua representacdo. Segundo Duval (2003, 2009),
tal diferenciagcédo € condigdo crucial para as aprendizagens, principalmente na
matematica. A reciproca é que “toda confusao entre o objeto e sua representagao
provoca, com o decorrer do tempo, uma perda de compreensao” (DUVAL, 2009, p.
14)”.

Portanto, para o ensino de matematica & importante mobilizar pelo menos
duas® representagbes semidticas, pois dessa forma possibilita ao estudante
conhecer a pluralidade de representacdes que se pode mobilizar para acessar os

diferentes aspectos dos objetos matematicos estudados. Contudo, vale “lembrar que

3> Na utilizagdo de apenas uma representagdo pode ocorrer a confusdo objeto-representacao.
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sdo as transformacbes de representagdes semidticas que sdo importantes em
Matematicas e nao as representagbes elas mesmas” (DUVAL, 2009, p. 10), ou
melhor, é a conversao entre diferentes representacbes semidticas que favorece a
compreensao. Por outro lado, de nada adianta a utilizacdo de inumeras
representacdes dos objetos matematicos se os estudantes ndo reconhecem as
relagdes que existem entre as unidades significativas correspondentes em cada
representagcao semiotica.

A importancia da diversidade de registros de representagdes se cristaliza
quando Duval indaga e responde a um paradoxo inerente na produgao matematica —
‘como nao confundir o objeto com sua representacédo, se ndo temos acesso ao
préprio objeto, fora de sua representagdo? E a possibilidade de multirrepresentacéo
potencial de um mesmo objeto que permite contornar este paradoxo” (FREITAS;
REZENDE, 2013, p. 17).

Em suma, os registros de representacao semiotica se remetem ao estudo das
representacdes externas e, tais representacdes contemplam uma gama de
possibilidades que sdo mobilizadas para acessar os objetos da matemética. A
mobilizacdo entre as representagcbes ocorre por meio de duas transformacdes, os
tratamentos e as conversbes. Entdo, seria suficiente afimar que se as
transformagdes forem aplicadas tem-se uma compreensao dos objetos matematicos
em estudo? Uma resposta a este questionamento inicial é que nao
necessariamente. As transformacbes nado sdo recursos neutros ou tdo simploérios,
pois 0 processamento de cada representacao carrega consigo custos de apreensao
das unidades significativas bem como o estabelecimento de relagdes com as
unidades significativas de outra representagdo. Neste caso, existem caracteristicas
que devem ser analisadas internamente a essas transformacoes, principalmente nas
conversdes. E, isso sera retratado na préxima subsecdo, onde abordar-se-a o

fendmeno da congruéncia das unidades significativas entre registros.

2.3 Congruéncias das unidades significativas entre representagées semiéticas

O fenbmeno da congruéncia entre registros de representagao ocorre em toda

transformacdo de conversdo das representacbes semidticas, isto é, as unidades

significativas de cada representagdo sédo colocadas em correspondéncia e verificada
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o grau de congruéncia. Duas representagdes possuem um grau elevado de

congruéncia quando trés critérios sdo notaveis em suas representacoes:

[...] O primeiro é a possibilidade de uma correspondéncia “semantica” dos
elementos significantes: a cada unidade significante simples de uma das
representagdes, pode-se associar uma unidade significante elementar. [...]
O segundo critério € a univocidade “semantica” terminal: a cada unidade
significante elementar da representagcdo de partida corresponde uma so6
unidade significante elementar no registro da representacdo de chegada.
[..] O terceiro & o critério de correspondéncia na ordem dentro da
organizacado das unidades compondo cada uma das duas representagdes &
pertinente apenas quando estas apresentam o0 mesmo numero de
dimensoes. (DUVAL, 2009, p. 68-69).

Retomando o exemplo do objeto matematico que se utilizou para explicar as
transformacgdes, pode-se fazer uma analise sobre a congruéncia entre as

representacdes utilizadas.

Quadro 4: Exemplo do fendmeno de congruéncia.

Lingua natural (registro de partida) | Registro  algébrico (registro de
chegada)

Eleve ao quadrado a incégnita x,

subtraia duas vezes a incognita e x2-2x+1=0

adicione uma unidade e obtenha
resultado a zero

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

O primeiro critério refere-se a correspondéncia semantica entre as unidades
significativas, assim, tais unidades como: “eleve”, “incognita”, “subtraia”, “vezes”
“adicione” e “igual” tém correlacdo quase direta com a equacio representada. Em
seguida tem-se a univocidade semantica, em outras palavras, cada unidade
significativa no registro de partida em lingua natural corresponde se, e somente se,
ha outra unidade significativa no registro de terminal (chegada) no caso algébrico,
como se nota que cada “palavra” esta estritamente ligada a um simbolo para quem
os reconhece e entende a representacao apresentada. O ultimo critério se refere a
ordem de apreensdo entre as unidades nas duas representagdes, caso um

estudante ndo compreenda, por exemplo, que a palavra “incégnita” se converte em
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outra unidade significa, neste caso o “x”, mas poderia ser qualquer outra letra para
representar, neste caso tem-se um problema de ordem ou dimenséo.

Contudo, vale ressaltar que a congruéncia estd intimamente ligada ao
desenvolvimento cognitivo do sujeito, pois a medida que se mobiliza mais
representagcdes incorre a possibilidade do fenbmeno da néo-congruéncia, como
aponta Duval (2009):

N&o apenas o tempo de tratamento aumenta, mas a conversdo pode se
revelar impossivel de efetuar, ou mesmo de compreender, se ndo houver
uma aprendizagem prévia concernentes as especificidades semiéticas de

formagéo e de tratamento de representagcdo que sao proprias a cada um
dos registros. (DUVAL, 2009, p. 65-66).

Com essa citacdo de Duval um questionamento é necessario — Entdo, no
planejamento e sistematizacdo dos objetos de ensino deve-se priorizar
representagdes que possuem uma maior congruéncia? Essa pergunta € de inteira
importancia para explicar a complexidade deste fenébmeno. O primeiro ponto de vista
€ que a analise de congruéncia ndo pode levar em consideragcédo apenas os objetos
matematicos que se pretende ensinar, mas também a quem sera dirigido. Somente
verificando as aprendizagens prévias (conforme citacao anterior) dos estudantes é
possivel antever a congruéncia entre as representagbes. E no tocante cenario da
sala de aula, onde multiplas formas de aprendizagem surgem, o trabalho de
selecionar representagbes congruentes se agrava.

Por outro lado, a nao-congruéncia explica as dificuldades que muitos
docentes se deparam na pratica, pois nas pesquisas de campo realizadas por Duval
e outros pesquisadores ha apontamentos em que toda atividade na qual a
conversao das representagdes € congruente ocorre uma alta taxa de sucesso, ja nas
conversoes de representagdes ndo-congruentes a reciproca se ratifica, conduzindo
com mais frequéncia ao fracasso na atividade cognitiva em questdo. Todavia,
quando se verifica a dissimetria entre unidades significativas (ndo-congruéncia)
deve-se buscar uma alternativa em outra representacéo.

Uma analise interna aos tipos de registros de representacéo classificados por
Duval (Quadro 3) se mostra necessaria para explicar as nuances entre a tipologia do
registro e o fendbmeno da congruéncia. O autor aponta uma distancia cognitiva entre
os registros discursivos (lingua natural, sistemas de escritas etc.) e os néao

discursivos (figuras geométricas, graficos etc.). A lingua natural, em especial, que na



36

maioria das atividades é o registro de partida é multifuncional, isto €, os tratamentos
a serem realizados n&o sao generalizados, exemplificando, quando pedimos para
um estudante desenhar a seguinte figura enunciada verbalmente — Desenhe um
losango, se seguidamente solicitar a outro estudante converter da representacio
figural para a representagdo em lingua natural, muitas possibilidades podem surgir
(quadrilatero, paralelogramo, entre outras), pode-se perceber que neste exemplo o
critério da univocidade semantica nao é satisfeito. Assim, frisa-se a importancia de
elaborar enunciados bem estruturados, objetivos e mais congruentes possiveis de
ponto de vista semidtico.

Para clarificar melhor esse fenbmeno é valido o professor se conscientizar
gue por mais que uma conversao entre representagdes nao seja congruente, isso
nao diminui a importancia do acesso a esse objeto que esta sendo ensinado. Cabe
ao professor explorar outras possibilidades, seja de um ponto de vista didatico ou
puramente semiotico, ou seja, apresentando-lhes outras representagdes que tornem

esses objetos matematicos mais acessiveis.

2.4 Numeros complexos e seus registros de representagao

Nesta secgéo far-se-a uma analise semiotica dos numeros complexos e suas
distintas representag¢des semidticas, isto inclui verificar os registros de representagéo
semibdtica, as transformacbes e o fendbmeno da congruéncia inerentes as suas
distintas representacoes.

Duval (2011) discute que a complexidade de um objeto matematico esta
intrinsicamente ligada as representacdes que dao acesso ao mesmo. Isso nao
significa que quanto mais registros e, por consequéncia, mais representacdes, o
objeto se torna mais acessivel. As representacdes de um objeto se tornam mais
congruentes, portanto, mais acessiveis, quando as representagdes permitem
transformar-se em outras representagbes dentro de um mesmo registro ou entre
registros distintos. Assim, uma diversidade de registros (quantitativamente) oferece
inumeras representagdes que podem ser selecionadas sob a ética da congruéncia
para serem abordadas na pratica.

Mesmo considerando a inumerabilidade dos registros de representagdo

semiodtica, nem sempre € possivel transitar entre todos num mesmo objeto. As
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potencialidades das conversfes de representagdo estdo relacionadas com a
natureza do objeto, para exemplificar uma limitagdo de representagcéo observa-se o
caso das transformacgdes lineares, na qual é abordado em algebra linear — ao se
deparar com uma transformacdo que pretende ir de R? para R* perde-se neste
momento as representagdes do registro grafico, visto que todas as representagdes
desse registro se limitam a terceira dimensao. Desta forma, é importante discutir
que a falta de registros de representacées nao caracteriza a complexidade do
objeto, mas restringe as possibilidades de transformagao das representagdes.

E neste contexto que se explica a importancia de discutir o teor semiético por
detras do objeto que se deseja ensinar, pois revela as possibilidades de se explorar
esse objeto em situacdes de ensino. No caso dos numeros complexos, o quadro 5
apresenta alguns registros e suas representagdes, as unidades significativas e/ou

visuais deste, quando da sua abordagem em sala de aula.

Quadro 5: Registros de representagdo de um numero complexo e suas unidades
significativas e/ou visuais.

Unidades

Registro Representagoes significativas/visuais

Parte real (a)
Parte imaginaria (b)
Unidade imaginaria (i)

z=a+ bi

Afixo (a, b)
z=(a,b) Parte real (a)
Algébrico Parte imaginaria (b)

Argumento (0)
z = p(cosB +i-senb) Maodulo (p)
Unidade imaginario (i)

' Base (e)
z = pe'? Argumento (6)
Maédulo (p)
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z,=(a,b)

I
I
: Afixo (z;)

Grafico : Eixo real (a)
| Eixo imaginario (b)
:
a

n n n

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Outra forma de dispor os elementos do quadro 5 pode ser visto na figura 1

que esquematiza a utilizagdo da semidsis para acessar os objetos.

Figura 1: Registros de representagcdes semidticas dos numeros complexos.

2= plcos(8) +i -sin(8)] |

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Ao centro esta o objeto que se deseja acessar (utilizou-se o simbolo C para

representar o objeto numero complexo), ao redor se encontram os registros e suas
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representagcdes que exercem a funcdo de “iluminar’ o objeto matematico em
questdo. Tais registros e suas representacdes se diferenciam por regras de
conformidade especificas que se manifestam na sintaxe de suas unidades
significativas ou visuais, conforme o caso.

As representacdes semiodticas, expostas sobre o anel externo, recobrem as
multiplas portas de entrada para acessar o objeto em seus distintos registros. Assim,
fica evidente o que afirma Duval (2003; 2009) que toda representagcédo fornece um
entendimento parcial do objeto, pois ao acessar o objeto pela representagdo z = a +
bi perpassa apenas um dos registros algébricos mencionado no quadro 5.

A partir desse instante far-se-a uma analise sobre as transformagbes que
podem ocorrer entre as representacdes semiodticas elencadas, serdo analisadas as
correspondéncias entre as unidades significativas e, ao final, uma analise conjunta
das representacgdes.

As representacgdes oriundas do registro algébrico revelam quatro maneiras de
acessar 0s numeros complexos, a propria representagéo geral algébrica z = a + bi
que define formalmente um numero complexo, o afixo z = (a,b) no plano Argand-
Gauss, a forma polar z = p(cosf + i - senf) e a forma exponencial z = p e?®. Cabe
destacar que algumas destas representacées podem exigir um custo semidtico e
cognitivo maior ou menor dependendo da tarefa a ser realizada. Para exemplificar
toma-se as operagdes de adicado e subtragdo, geram custos cognitivos diferenciados
quando abordados na representagao algébrica ou na representagdo polar. Assim,
torna-se de inteira importancia praticar a conversao entre as representagdes do
proprio registro algébrico ou do registro grafico e uma forma de justificar essa
conversao pode ser atendo-se as limitagdes de cada representagao.

As distintas representagbes do registro algébrico apontam para a existéncia
de unidades significativas distintas. Isso traz uma discussédo sobre as
transformagdes que ocorrem sobre essas representagdes, ao afirmar que sao
representagdes diferentes entdo ocorre uma conversao, pois segundo a teoria de
Duval quando uma representacdo se transforma em outra diferente da de partida
temos entdo uma conversdo. Caso contrario, um simples tratamento é realizado

dentro desta representacgao.
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No esquema a seguir é possivel visualizar as representag¢des juntamente com
suas unidades significativas; observem na figura 2 os conhecimentos que sao

requeridos na passagem destas representagoes®.

Figura 2: Conversao entre as representagdes algébrica e polar.

p— Va2 b2 L

7]
cosfl = — \
P

’ )
sinf =
P

z=a+bi

N, a= pcosf
" b= psin@

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Para ir de uma representagao a outra € exigido uma converséo das unidades
significativas no registro algébrico (parte real e imaginaria) em outras novas
unidades significativas (mddulo e argumento) na representagao polar. Embora as
duas representagdes sejam discursivas (vide Quadro 3) a coordenagéo entre essas
representagcdes pode ser diferente dependendo do registro de partida e de chegada
escolhido.

Dito isto, ndo se pode analisar 0 quao congruentes sao essas representacdes
sem o conhecimento dos estudantes que véao articula-las, em outras palavras, o
fenbmeno da congruéncia entre as representagdes néo depende apenas de uma
analise semidtica, mas sim da capacidade dos conhecimentos disponiveis dos

estudantes para executar esta tarefa.

¢ As relagdes do argumento e do modulo expressa na Figura 2 sdo obtidas a partir da construgdo do triangulo
retdngulo no plano complexo.
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Considerando que Duval aponta uma distancia cognitiva entre os registros
discursivos (algébrico) e os ndo discursivos (graficos) no tocante aos numeros
complexos, acredita-se que essas representagdes sejam facilmente convertidas,
pois como ilustra a figura 3, as unidades significativas de cada representagdo tém

correspondéncia direta entre os registros.

Figura 3: Conversao entre as representagdes algébrica e grafica.

a+ bi = (a,b) g1

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Cabe destacar que para essa conversao € requerido que o estudante que
mobiliza essas representacdes saiba que no registro grafico os eixos indicam a parte
real e imaginaria do numero complexo na forma algébrica, neste caso € necessario
reconhecer e corresponder as unidades significativas de cada representacao, néo é
necessario (mas nada impede) desenvolver algoritmos ou tratamentos para
coordenar essas representacdes.

Em relagdo a representacdo polar e a representagdo grafica, estas podem
também ser convertidas sem requererem outras representacdes auxiliares, desde
que alguns tratamentos sejam aplicados, principalmente, quando se tem como
registro de partida uma representagcdo na forma polar. Para que exista algum grau
de congruéncia entre estas representacdes € necessario realizar um tratamento no
sistema de coordenadas que se pretende representar. Observe a figura 4, se realizar

a conversao da representacao polar para a grafica no sistema de coordenadas
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cartesiano as unidades significativas de cada representagdo ndo serdo postas em
correspondéncia e, portanto, podera causar certa incompreensao do objeto nestes

registros de representacao.

Figura 4: Conversao entre as representagdes polar e grafica.
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

No entanto, nado é suficiente apenas modificar o sistema de coordenadas no
registro grafico, isto porque, as unidades que significam a representagdo nesse
registro requerem um tratamento vetorial. Com a utilizagdo do vetor as unidades
significativas sdo melhor evidenciadas, até porque para se obter um angulo
(argumento) sdo necessarias duas semirretas, da mesma forma que um segmento
exige uma distancia (maédulo).

Diante dessa analise semio-cognitiva dos registos de representacao inerentes
aos numeros complexos, revela-se o quao sutil é o trabalho de explorar as
representacdes que permitem o acesso a este objeto. E que uma transformacao se
faz necessario quando o registro de representagédo nao permite o acesso a certos
aspectos do objeto representado, ou ainda, dependendo do que se necessita
evidenciar do objeto em estudo, uma representacdo se revela mais potente que
outra, tornando importante ao estudante conhecer estas representacbes para efetuar

suas escolhas diminuindo os custos cognitivos.
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Ao se realizar uma analise no registro de representacao grafica dos numeros
complexos evidencia-se sua versatilidade, pois nessa representagdo & possivel
realizar as operagdes entre os numeros complexos. No entanto, a escolha por
representar num registro de representacao grafica nem sempre é preferivel por parte
dos estudantes, pois a organizacdo das unidades de sentido no caso visuais séo
diferentes. Duval (2011) explica essa questao quando responde a seguinte pergunta
“O que ha de comum entre a escrita das equagdes e a visualizagao grafica das
retas, curvas ou superficies em fungéo dos eixos graduados e orientados?”:

Nao sdo nem as mesmas unidades de sentido que os constituem, nem o
mesmo modo de organizagdo. Em um caso, as unidades de sentido sdo os
termos e, no outro, as qualidades visuais de um tragado. Em um caso, a
organizacdo € fundamentada na sucessao de uma sequéncia de termos e
em seu reagrupamento em unidades mais globais. No outro, a organizagao

€ fundamentada em uma apreenséo bidimensional simultédnea, na qual nao
ha nenhuma ordem de <<leitura>>. (DUVAL, 2011, p. 25).

Isto é, nas representacdes do registro algébrico existe uma linearidade na
leitura e interpretacdo, as proprias unidades de sentido de cada representacio sao
lidas em uma certa ordem. No registro grafico ndo se tem um ponto de partida para
analisar as unidades visuais que a compde, os estudantes se deparam com todas
essas unidades dispostas de uma maneira diferente das outras representagdes. Por
isso, mais uma vez é importante ressaltar durante a abordagem dos objetos a

correspondéncia entre as unidades significativas das distintas representagbes.
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3. TECNOLOGIAS DIGITAIS E OS REGISTROS DINAMICOS NO GEOGEBRA

As pesquisas relacionadas as Tecnologias da Informagdo e Comunicagao
(TICs) se presentificaram nos ultimos 20 anos, estas mostraram a importancia e o
impacto com que as midias afetaram a sociedade, pois como pontua Borba e
Penteado (2016, p. 47) “a histéria da humanidade esta sempre impregnada de
midias” bem como, a propria constru¢ao e divulgagédo do conhecimento esta ligado a
elas. No entanto, a mutacdo que as TICs vém sofrendo no decorrer dos anos
possibilitaram a criacdo de inUmeros ramos de pesquisa que em consonancia com a
nova sociedade, chamada de Sociedade da Informagado, convergem para as mais
diversas formas de aprendizagem.

E, a area da Educagao abarca amplas pesquisas e investigagdes na busca de
inovagbes em sala de aula. A Matematica, como disciplina curricular, também se
preocupa em atualizar seus processos de ensino revelando tais preocupacdes nas
tendéncias em Educagdo Matematica. Para isso, tem-se enfatizado o ensino da
matematica por meio de diversos pontos de vista das tendéncias em Educacao
Matematica, incluindo as tecnologias digitais na pratica pedagdgica.

Embora seja notavel o crescimento de trabalhos que objetivam a insergéao da
tecnologia digital nas aulas de matematica, pesquisas apontam algumas
inconsisténcias na incorporagédo de tais tecnologias em sala. Primeiramente, como
discorre Almeida (2008) o maior gargalo € ainda universalizar o acesso as TICs no
pais, principalmente nas escolas. Outro aspecto importante que necessita ser
considerado é a formacao inicial e continuada dos professores que precisam aliar
em seu processo de formacdo as diferentes tecnologias tornando-se mais uma
possibilidade para o processo de ensino. Ainda que o0s equipamentos e recursos
sejam acessiveis € necessaria uma tomada de consciéncia para entender como e de
que forma estas tecnologias modificam os ambientes sociais, isto €, a escola precisa
se reorganizar em toda sua dindmica para nao correr o risco de subutilizar tamanho
potencial que engloba estes artefatos tecnolégicos quando inseridos ao ambiente
escolar.

Pesquisas recentes realizadas por Stormowski, Gravina e Lima (2013)
apontam que no contexto escolar e, principalmente nas aulas de matematica, as

tecnologias digitais ndo sao incorporadas adequadamente. Segundo os autores, sao
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reflexos da falta de formacao e interacao que os professores tém com os artefatos
tecnoldgicos. Isso tem ressonancia direta com a critica realizada por Borba e
Penteado (2016), onde qualquer aula expositiva seguida de exemplos utilizando
recursos computacionais, parece ser uma das muitas formas de domesticar essas
midias.
Acredita-se que dois fatores corroboram para que os docentes se sintam
inabilitados de utilizar com expressividade os recursos digitais disponiveis, sdo eles:
Primeiro, o dominio do técnico e do pedagdgico nao deve acontecer de
modo estanque, um separado do outro. E irrealista pensar em primeiro ser
um especialista em informatica ou em midia digital para depois tirar proveito
desse conhecimento nas atividades pedagdgicas. [...] O segundo aspecto
diz respeito a especificidade de cada tecnologia com relagao as aplicagdes
pedagdgicas. O educador deve conhecer o que cada uma dessas
facilidades tecnoldgicas tem a oferecer e como pode ser explorada em
diferentes situagdes educacionais. Em uma determinada situacdo, a TV
pode ser mais apropriada do que o computador. Mesmo com relagéo ao
computador, existem diferentes aplicagbes que podem ser exploradas,

dependendo do que esta sendo estudado ou dos objetivos que o professor
pretende atingir. (VALENTE, 2005, p. 23).

Considerando que na atualidade os estudantes tém acesso a diferentes
tecnologias e permanecem interconectados praticamente o tempo todo, causa
preocupacgao aos professores em relagao a sua pratica docente, que em sua maioria
nao sdo ou nao foram preparados para desenvolver suas atividades nesta nova
realidade que a sociedade esta imersa. No entanto este novo cenario educacional
que de um certo modo causa desconforto aos professores também traz a luz um
novo paradigma educacional de desenvolvimento das praticas pedagdgicas,
vislumbrando assim outras possibilidades metodolégicas que podem proporcionar
novas aprendizagens.

E neste contexto atual de acesso a uma gama de recursos digitais disponiveis
para o planejamento da agdo docente que se inserem os softwares matematicos,
enquanto possibilidades para facilitar a mediacdo dos objetos matematicos em sala.
Alguns softwares apresentam uma dinamicidade em suas interfaces que permitem
visualizar, mover, arrastar e animar as representagcbes dos diferentes objetos
matematicos. Os mais conhecidos sédo softwares de Matematica Dinamica (MD) que
ofertam ambientes de geometria dindmica, como por exemplo, o GeoGebra, Cabri

Géometre, Cinderella, The Geometer’'s SketchPad, entre outros.
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Especificamente para esta pesquisa, os ambientes de geometria dindmica
comportam parte essencial para o alcance dos objetivos envolvendo o estudo dos
nameros complexos e suas distintas representacdes semidticas. Uma vez que se
apresenta a hipotese de que tais ambientes potencializam e/ou oferecem outras
possibilidades de representar, tratar e converter, de um ponto de vista das
representagcdes semidticas os objetos matematicos.

Para conduzir as investigacdes propostas neste estudo utilizou-se o programa
GeoGebra, pois este apresenta janelas com fungdes que serao necessarias ao
desenvolvimento da pesquisa, além disso, trata-se de um software livre,
multiplataforma e com aplicativos para celulares inteligentes. Assim, torna-se
necessario uma discussao entre o programa GeoGebra e registros de representacao
semibtica, suscitando a potencialidade que os ambientes dindmicos oferecem para
acessar os objetos matematicos em suas distintas representagdes, bem como
transitar entre as mesmas por meio das diferentes janelas que o software apresenta.

Pois bem, ao elaborar o estado do conhecimento das pesquisas que visam
investigar os ambientes de geometria dindmica conjuntamente com os registros de
representacdo semiotica, pode-se averiguar que ambas areas emanam profundas
inquietagdes, em consequéncias, tornaram-se objetos de pesquisa. Os trabalhos de
Viana e Boiago (2015), Stormowski, Gravina e Lima (2013), Bernd (2016), entre
outros, sdo exemplos de propostas que evidenciaram o campo feértil resultante dos
entdo nominados registros dindmicos de representagao.

Contudo, vale destacar um trabalho em especifico, que de certa forma,
divulgou a necessidade de incorporar os ambientes de geometria dindmica no
contexto escolar. Esta tese foi defendida em 2001, pela professora Maria Alice
Gravina, intitulada “Os ambientes de geometria dindmica e o pensamento hipotético-
dedutivo”.

Nesta obra a autora aplica uma engenharia didatica para explorar o
pensamento hipotético-dedutivo emergido pelos ambientes de geometria dindmica
na busca de compreender como estes ambientes operam nas demonstracdes
exigidas pela matematica e como os estudantes podem utilizar tais ambientes para a
construcéo de suas préprias demonstracdes.

Gravina (2015) destaca e vislumbra o potencial semidtico que estes
ambientes de geometria dindmica possuem. Segundo a autora, um recurso como o

GeoGeobra traz:
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Complexidade para o processo de ensino da matematica, pois ele ndo se
limita a expandir nossas possibilidades de pensamento. Ele transforma, de
forma concomitante, as formas de pensar e as formas de veicular o
conhecimento [...] o que ja temos certeza € que um software de geometria
dindmica pode provocar o espirito de investigagdo matematica. Sua
interface interativa, aberta a exploragdo e a experimentagdo, provoca
experimento de pensamento, diferentes daqueles que acontecem com o
suporte do lapis e papel. (GRAVINA, 2015, p. 252).

Como discutido anteriormente, as producgdes semidticas sao formas de
representacdes ou copias imperfeitas dos objetos idealizados mentalmente, todavia
€ notavel que os recursos digitais permitam uma aproximacao das representacdes
de tais objetos, pois além de representa-los permitem uma interagdo dindmica
destas representacdes.

Cabe nesse momento discutir — o que de fato sdao os registros dindmicos de
representagcdo? Seria um novo tipo de registro, além dos classificados por Duval?
Objetivamente nao se trata de um novo registro, mas sim, de uma potencializagéo
das unidades que compdem os registros de representagao classificados por Duval.
Sendo assim, a partir do momento que as representagdes sao vislumbradas em
algum ambiente dindmico e, que dele emergem experimento de pensamento
(parafraseando Gravina (2001)), esse registro de representagéo se torna dinédmico.

Embora que Duval discuta sua teoria sem apontar em que ambiente se
desenvolve as produgdes semibticas, 0 mesmo revela que “os computadores nao
constituem um novo registro de representagcédo. E isso por uma raz&o simples: as
representagbes que eles exibem sdo as mesmas que aquelas produzidas
graficamente no papel para uma apreenséo visual” (DUVAL, 2011, p. 137). No

entanto:

Eles constituem um modo fenomenolégico de produgéo radicalmente novo,
fundamentado na aceleragdo dos tratamentos. Eles exibem no monitor tao
rapidamente quanto a produgdo mental, mas com uma poténcia de
tratamento ilimitada em comparagdo com as possibilidades da modalidade
grafico-visual. Obtemos, imediatamente, muito mais que tudo o que
poderiamos obter a mao livre apds, talvez, varios dias de escritas e calculos
ou construgao de figuras. [...] A novidade fenomenoldgica mais espetacular
se deve ao fato de que as representagbes semibticas ndo discursivas
tornam-se manipulaveis como objetos reais. Podemos desloca-las, fazé-las
rodar, ou estendé-las a partir de um ponto. (DUVAL, 2011, p. 137, grifo do
autor).

Dessa forma, os registros dindmicos se mostram capazes de potencializar as
transformacgdes requeridas durante a coordenagao das representagdes, sejam pelos

tratamentos ilimitados ou pela instantdnea conversao em sua interface.
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Adentrando especificamente no ambiente de geometria dindmica do software
GeoGebra tem-se numa unica plataforma diversas janelas que permitem visualizar
diferentes representagcbes de um mesmo objeto matematico. Veja o exemplo da
figura 5, na janela de algebra o registro algébrico e na “janela de visualizagéo” e

“‘lanela de visualizagdo 3D” o registro figural em duas dimensdes.

Figura 5: Diferentes representacdes semioticas de uma circunferéncia

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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» Janela de Algebra [X | b Janela de Visualizagdo ] X | » Janela de Visualizagdo 3D X
Cénica
@ cx+y =16
Ponto
® A=(0,0)

Entrada:
Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

O aspecto dinamico referido nesse ambiente é a possibilidade de mover e/ou
arrastar, se deslocar o centro da circunferéncia (ponto A) para baixo duas unidades
instantaneamente o registro algébrico e o registro em 3D também se modificam,

conforme ilustrado na figura 6.
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Figura 6: Ferramenta mover do GeoGebra
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Essa possibilidade que um ambiente de geometria dindmica oferece é
importante quando se trata de um ponto de vista semidtico, pois essa diversidade de
representacao lado a lado permite visualizar a correspondéncia entre as unidades
significativas de cada registro.

Nos exemplos esbogados nas figuras 5 e 6 pode-se verificar que conforme a
ordenada do centro da circunferéncia se altera, uma alteragéo ocorre na janela de
algebra. E essa coordenacéao instantanea e dindmica entre representagdes permitem
visualizar e compreender como as unidades significativas de cada representagao se
relacionam.

Uma reflexdo emerge quando Duval (2003, p.14) afirma que a “originalidade
da atividade matematica estd na mobilizacdo simultdnea de ao menos dois registros
de representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo 0 momento
de registro de representagao”. Quando o autor utiliza os termos “ao0 mesmo tempo” e
“a todo o momento” é inevitavel pensar que isso ocorre apenas num ambiente de
geometria dindmica, pois no lapis e papel a conversdo, ou melhor, o tempo de
mobilizacdo das representacgdes se daria num espacgo de tempo maior.

No que tange os numeros complexos, trabalha-se na hipotese de que os

ambientes de geometria dindmica também oferecem subsidios para melhor acessar
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0os objetos matematicos concernentes a esse conteudo. De um ponto de vista
semibtico os registros de representagdo mobilizados no ensino dos numeros
complexos variam entre: discursivos e multifuncionais (lingua natural); discursivos e
monofuncionais (escrita algébrica) e; ndo discursivos e monofuncionais (graficos
cartesianos). Na secao 2.3 foi apresentado os fendmenos de congruéncia entre
registros, no qual Duval destaca a distancia existente entre as representagdes
discursivas e nao discursivas. E, como ja mencionado que os numeros complexos
detém fortes relagbes algébrica-grafica € suscetivel defrontar-se com a nao-
congruéncia entre algumas unidades significativas nas representagdes utilizadas.

Um ambiente de geometria dindmica permite estabelecer relagbes entre
aspectos do registro algébrico com o registro grafico, conforme a figura 7; se
representou o numero complexo z; = 1+ b - i e aplicou um controle deslizante’ para
variar a parte imaginaria (b), ao fazer essa mesma analise representando no lapis e
papel apenas o deslocamento vertical do nUmero complexo z; seria notado, ou seja,

arelacao entre a parte imaginaria e o argumento nao seria percebida.

Figura 7: Variagao da parte imaginaria de um numero complexo.

144 z't:]_"rb'i 14 21:1+b"i ) zltl—i—b.i
12 b=1 12 b=-035 12 b=0.35
- -* -*>-
[4
1 1 1
0 )8 1.6
o 08 il
04 4 04 2,
q 2{ 02
\ a=45 (.-/ \\lla =340.71° a=18.2¢°
1 L -
3 -0 02 04 0§ ] i 4 -0f o 42 04 06 08 1 1 04 -02 1 02 04 0F 08 1
-1
0237 -0.2 '
|
-4 04 04

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Obviamente que o contato direto com o ambiente de geometria dinamica
oferece multiplas variagdes do parametro escolhido, despertando a curiosidade e o
pensamento hipotético, conforme ressalta Gravina (2001). E investigando a relagéo
com esses ambientes de geometria dindmica que se pretende responder a questao

norteadora levantada, bem como, se aproximar do objeto de pesquisa, os humeros

7 Ferramenta do GeoGebra.
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complexos. Em relagédo a este objeto de pesquisa, na proxima segédo se aborda de

maneira mais explicativa varios aspectos que tratam desse objeto de ensino.
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4. ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS DOS NUMEROS COMPLEXOS

O pesquisador apresenta nesta secao uma analise sobre diferentes aspectos
que perpassam 0s numeros complexos; na primeira subsecao faz um levantamento
de alguns fatos histéricos relevantes sobre a descoberta desses numeros e a
importdncia do mesmo para o avango da matematica como ciéncia. Na segunda
subsecao discute as diretrizes de ensino que constam nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs) e livros do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD). Ele reserva a
terceira subsecdo para realizar um levantamento das pesquisas que versam sobre
os processos de ensino e aprendizagem dos numeros complexos. E, por fim, faz um

fechamento relacionando a interseg¢des desses aspectos com a presente pesquisa.

4.1 Histéria dos numeros complexos, do impossivel ao imaginario.

7

A imaginacdo do homem é indiscutivelmente uma habilidade que nos
diferencia ndo apenas em relagdo a outras espécies, mas, sobretudo, entre nds
mesmos. Tal competéncia pode ser, por exemplo, a explicagdo mais fascinante para
a existéncia do conjunto numérico conhecido como 0s numeros complexos.
Historicamente os numeros impossiveis, como foram chamados inicialmente,
emergiram quando por volta de 1510 os matematicos como Tartaglia e Cardano
estudavam métodos para resolugdo de equagbes de segundo e terceiro grau.
Seguidamente os estudos foram publicados por Cardano na sua obra Ars Magna e
nessa obra é mostrada a resolugdo das equagdes clbicas do tipo x3 = ax + b, como

mostra a férmula abaixo.

Em meados do século XVI, o matematico italiano Rafael Bombelli utilizou a
férmula acima para resolver uma equagao de terceiro grau x3 = 15x + 4, obtendo a

seguinte expressao:
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3 3
x=J 22—53+2—\/ 22 —53 -2

x = 3\/\/—121 +2 - 3\/\/—121 -2

Bombelli evidenciou que uma das raizes dessa equacgdo é x = 4, e que as
outras raizes poderiam ser encontradas pela diferenga entre duas raizes cubicas de
numeros imaginarios (EVES, 2004). Anos mais a frente, por volta de 1629, Girard e
Descartes iniciaram a tarefa de quantificar o numero de raizes de uma equacao,
este estudo levou ao que hoje é conhecido como Teorema Fundamental da Algebra.
Nos seus escritos, Girard denomina as raizes de numeros imagindrios como
impossiveis e, admite essas raizes impossiveis, pois quando perguntado para que
servem essas solugdes se elas ndo sdo possiveis? Girard argumenta que servem
por trés motivos, segundo Roque (2012), para a certeza da regra geral, para a
certeza que ndo ha outra solugédo e para garantir a generalidade do resultado. O
proprio Girard afirma que algumas raizes podem ser falsas ou menos que nada e

conclui dizendo:

Tanto as verdadeiras raizes quanto as falsas ndo sdo sempre reais, mas as
vezes apenas imaginarias; o que quer dizer que podemos sempre imaginar
tantas quanto dissemos em cada equagao, mas as vezes nao ha nenhuma
quantidade que corresponda aquelas que imaginavamos. (ROQUE, 2012, p.
427).

Ainda sem muitas descrigcbes légicas 0os numeros imaginarios tornavam
alguns calculos mais simples, faceis e os resultados abarcavam solugdes que no
campo dos reais eram ignoradas. Diante disso, uma questido primordial era posta em
discussao, como representar o quadrado de um numero que resulta em menos um?
Somente em 1770 o ilustre matematico Leonard Euler dedicou seu tempo a
investigar os numeros imaginarios, em sua obra Elementos de Algebra. Euler
reconhecia a importancia de se operar com estes numeros, embora os matematicos
precedentes a essa época ja tinham se deparado com os imaginarios considerando
que sua legitimidade frente aos negativos e irracionais era parca. Na referida obra o
autor descreve nog¢des que repercutem em contextos atuais no que diz respeito ao

ensino dos numeros complexos na Educacgao Basica:

§140 “Quando pois acontecer o querer-se extrair a raiz de um numero
negativo, necessariamente havera muito embarago, por ndo poder existir
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numero algum assinalavel, cujo quadrado seja negativo. Por tanto,
pretender por exemplo extrair a raiz de -4, seria querer achar um numero,
que multiplicado por si mesmo desse -4; o qual ndo poderia ser nem +2 nem
-2; porque o quadrado de qualquer destes é +4, e ndo -4".

§141: “Convém por tanto concluir, que a raiz quadrada de um numero
negativo ndo pode ser numero positivo, nem negativo; pois que também os
quadrados dos negativos tomam o sinal mais. E por isso de necessidade,
que a raiz, de que se trata, pertenga a uma espécie de numeros totalmente
particular; pois ndo pode ser contada, nem entre os negativos, nem entre os
positivos”. (Euler, 1840, p. 42 — versao 1840 apud SILVA, 2009, p. 46).

Como referenciado acima, Euler ja conjecturava a necessidade de um novo
conjunto numérico, no qual continha esse nominado “numero totalmente particular’.
E a denotacdo de i = v/—1 foi cunhada por ele nos anos finais de sua vida, embora
Euler tenha utilizado o simbolo i em seus manuscritos datados de 1777 “foi por
Gauss ter adotado esse simbolo em seu classico Disquisitiones arithmeticae de
1801 que seu lugar ficou assegurado entre as notacbes matematicas” (BOYER,
2002, p. 305). Assim, a unidade imaginaria foi mais uma de outras notagdes
importantes criadas por Euler, como por exemplo, simbolo 7, a base para o logaritmo
natural e e a igualdade que envolve também a unidade imaginaria e™ + 1 = 0.

Retornando para meados do século XVIl, o matematico britanico John Wallis
(1616-1703) sugeriu a representacdo do numero imaginario de uma maneira
diferente — pense em x + iy como um ponto localizado ao lado de uma reta, a uma
distancia y do ponto x (STEWART, 2013) e, partindo dessa ideia, mesmo que
embora outros matematicos anteriores a isso desenvolveram estudos em escritura
algébrica sobre os numeros imaginarios, foi Wallis quem primeiro teve a nocao de
representar tais numeros sobre uma reta.

Em seguida, trés famosos matematicos (Wessel, Argand e Gauss) surgiram
com ideias muito préximas, Wessel representava os complexos utilizando apenas
um eixo, conhecido atualmente como eixo real, ja Argand e Gauss adicionaram um
eixo vertical e denominaram de eixo imaginario e, até hoje o plano utilizado para
representar um numero complexo com par ordenado se chama Argand-Gauss.

Apesar de dispor diferentes formas de representar os nimeros complexos foi
o irlandés Wiliam Rowan Hamilton (1805-1865) que definiu que um numero
complexo se reduz a um par de numeros reais; a partir desse momento os calculos
ja estavam impregnados de nimeros complexos e a igualdade i? = —1 revolucionou

ndo apenas a algebra como todas as areas que dela se utilizam.
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Na atualidade, as aplicagbes reconhecidas para os numeros complexos
abarcam as tecnologias modernas, a compreensao de ondas, estudos de corrente
alternada na fisica, eletromagnetismo e, mais importante, proporcionou o
desenvolvimento da analise complexa, muito difundida nos cursos de exatas,
principalmente as engenharias. E, mesmo assim, segundo Stewart (2013, p. 98)
“poucos adultos, mesmo cultos, estao cientes de quao profundamente a sociedade
depende de numeros que nao representam quantidades, comprimentos, areas ou
somas de dinheiro”. Assim, o conjunto dos numeros complexos veio trazer respostas
e solugdes para o que era desconhecido e, logo foi implementado e transposto da

ciéncia para o meio académico.

4.2 PCNs e PNLD

Diferentemente da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB) que
rege a legalidade do cenario Educacional brasileiro os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs) foram formulados para orientar as praticas escolares e discutir o
curriculo elencando competéncias necessarias para formagao integral dos
estudantes. Em 2002, o Ministério da Educagdo (MEC) publicou as Orientagdes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN+), este
documento abrange todas as disciplinas que compde o ensino médio dividas em trés
areas, sao elas: Ciéncias da Natureza e Matematica, Ciéncias Humanas,
Linguagens e Cddigos. Além de atualizar os dados sobre a Educacdo no Brasil €
notdrio a énfase dada sobre os estudantes com alguma vulnerabilidade social, dessa
forma a escola de ensino médio pode estabelecer uma oportunidade impar de
orientacdo para a vida comunitaria e politica, econémica e financeira, cultural e
desportiva (BRASIL, 2002).

Neste documento o ensino de Matematica é dividido em trés eixos: algebra —
nameros e funcdes; geometria e medidas e; analise de dados. Especificamente no
eixo da algebra — numeros e fungdes € possivel encontrar orientagbes para o ensino
dos numeros complexo, porém “os objetos de estudo sdo os campos numéricos dos

ndameros reais e, eventualmente, os nimeros complexos e as funcbes e equacdes
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de variaveis ou incognitas reais” (BRASIL, 2002, p. 120). O que leva a flexibilizagéo
dos numeros complexos, conforme explicita o PCN+, é que:
A Matematica do ensino médio trata da ampliagcdo do conjunto numérico,
introduzindo os nimeros complexos. Como esse tema isolado da resolugao
de equacgdes perde seu sentido para os que nao continuardo seus estudos

na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas.
(Brasil, 2002, p. 122).

A despretensdo pelo ensino dos numeros complexos frente aos demais
conjuntos estudados é pelo fato de que “a criagado dos numeros complexos nao se
deve a nenhum problema do cotidiano das pessoas, mas sim a necessidade de dar
um significado a solugbes de equagdes onde apareciam raizes quadradas de
numeros negativos” (BRASIL, 2006a, p. 25). Em 2006, as orientagbes curriculares
para o ensino médio ratificam a importdncia da ampliagdo dos conjuntos numéricos,
mas ao invés de utlizar o termo “eventualidade” coloca-os como tema
complementar, conforme destacado:

[...] Devem ser apresentados como uma histérica necessidade de ampliagao
do conjunto de solugdes de uma equagdo, tomando-se, para isso, uma
equacgio bem simples, a saber, x2 + 1 = 0.

[...] Outro tépico que pode ser tratado como tema complementar é o estudo
mais aprofundado dos nimeros complexos. Por um lado, podem-se explorar
os aspectos histéricos da introdugdo dos numeros complexos e de seu
papel fundamental no desenvolvimento da algebra. Por outro lado, podem-

se explorar as conexdes entre as operagdes com numeros complexos e as
transformagdes geométricas no plano. (BRASIL, 2006b, p. 71-94).

Diante do exposto, uma analise sobre a abordagem dos numeros complexos
nos livros didaticos se faz necessario para averiguar como se reverberam as
orientagbes destes documentos oficiais. Assim, fez-se a escolha de trés livros
didaticos que foram distribuidos pelo PNLD nos anos de 2006, 2009 e 2013. As
obras sdo de autores e editoras diferentes e foram analisadas sob os seguintes
critérios:

¢ Qual o conteudo precedente aos nimeros complexos?

¢ Qual a motivagéo inicial apresentada na introdugéo do capitulo?

e Como estao organizados os topicos do conteudo?

e Quais definigdes que envolvem os numeros complexos foram apresentadas?

e Utiliza ou propde atividades que envolve o uso de tecnologias digitais?
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Os critérios escolhidos serédo elencados a seguir e, ao final da descrigdo das
trés obras, sera feita uma analise conjunta da abordagem dos niumeros complexos.

Iniciando por ordem cronoldgica com a obra de Paiva (2004)8 publicada pela
editora Modema, contendo 217 paginas das quais 26 se remetem ao conteudo dos
numeros complexos e é precedido pelo capitulo intitulado Lugar Geométrico. O autor
inicia o assunto relembrando os conjuntos numéricos ja estudados, partindo dos
naturais até os reais e na primeira pagina ja define a unidade imaginaria no registro

algébrico da seguinte forma:

E, logo apds ja enuncia os numeros complexos na sua forma algébrica, onde

o conjunto dos numeros complexos € indicado por C, isto é:

C={a+ bi,com a e breais}

O assunto é organizado em dois capitulos, sendo que o primeiro retrata os
seguintes tépicos: numero complexo; operagdes elementares com numeros
complexos; poténcias de niumeros complexos com expoente inteiro; representacéo
geométrica do conjunto dos numeros complexos e; médulo de um niumero complexo.

O primeiro capitulo se dedica a estudar os numeros complexos na sua forma
algébrica apresentando as propriedades existentes para esse novo conjunto
numeérico e sugere no final do capitulo uma leitura sobre aplicagdo dos numeros

complexos na geometria dos fractais, conforme ilustrado na figura 8.

8 Livro do PNLEM (Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio), 2006.
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Figura 8: Historicizagao apresentada em Paiva (2004)

~ Descoberta ou criagdo?

Os objetos matematicos existem concretamente ou sao apenas idealizagdes mentais?
Um exemplo notével que pode ajudar a responder a essa questio é o conjunto de Man-
delbrot. O matemético americano-polonés Benoit Mandelbrot foi o primeiro cientista a es-
tudar as estranhas estruturas as quais deu o nome de fractais.

Ao iniciar o estudo dessas estruturas, Mandelbrot ndo tinha a concepgao prévia do que
seria um fractal.

Quando as primeiras imagens de seu trabalho apareceram na tela do computador, ele
achou que as estruturas imprecisas que via eram provocadas por um defeito da magquina.
Descobriu, contudo, que aquelas figuras tinham existéncia prépria, jamais conhecida e
tampouco elaborada por algum ser humano.

Para um matematico, a construgdo de um fractal é
simples. Por exemplo, consideremos a seqiiéncia de in-
finitos numeros complexos (a,, a,, a,, ...), em que a, = 0,
a,=cea,, ;= (a)’ + ¢ paran=2e cumnimero com-
plexo fixo. Cada nimero ¢ determina uma seqiiéncia:

* guando ¢ = 0, temos a seqiiéncia (0, 0, 0, ...);
* quando ¢ = i, temos a sequéncia (0,i,i — 1, —i, ...); 5
* quando ¢ = 1, temos a sequéncia (0, 1, 2, 5, 26, ...). Fractal Magnificent

Para certos valores de c, todas as imagens dos termos da seqliéncia no plano de Ar-
gand-Gauss ficam limitadas por uma determinada disténcia a origem O(0, 0); e para outros
valores de ¢ as imagens dos termos da seqiléncia no plano de Argand-Gauss se distanciam
indefinidamente da origem O. Por exemplo, a distancia entre a imagem de cada termo da se-
quéncia (0, 0, 0, ...) e a origem O ¢ zero; a distancia entre a imagem de cada termo
da sequéncia (0, i,i — 1, —i, ...) e a origem O é no méximo ./2 ; as imagens dos termos da
seqléncia (0, 1, 2, 5, 26, ...), por sua vez, se distanciam indefinidamente da origem O. Um
fractal é a regiao do plano determinada por todos os nimeros ¢ para os quais os médulos
dos termos da seqiiéncia permanecem limitados.

Fonte: Paiva, 2006, p.108.

Ainda nesse capitulo, ndo ha sugestdes para a utilizagdo de recursos digitais
e, de um ponto de vista semidtico apenas uma conversao é mostrada (Figura 9),

onde cada numero complexo x + yi corresponde a um afixo no plano complexo.
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Figura 9: Conversao da representagao algébrica para a grafica
em Paiva (2004)

R A
i
X+yi |/
o X R

Fonte: Paiva, 2006, p.104.

Partindo para o segundo capitulo chamado de “Forma trigonométrica de um
Numero Complexo” sdo abordados os seguintes tdpicos: coordenadas polares no
plano complexo; argumento de um numero complexo; forma trigonométrica de um
numero complexo; operagdes na forma trigonométrica e; resolugdo de equagdes do
2° grau em complexos.

No primeiro topico tem-se uma conversao da representacdo polar de um
numero complexo na representagcao algébrica, utilizando as relagbes seno e
cosseno no triangulo retadngulo. Apés a conversdo, o autor explana como é

encontrado o argumento de um Numero Complexo, definindo da seguinte forma:
p =+a?*+ b?

Em seguida, relaciona que todo numero complexo na forma z = a + bi pode
ser escrito na forma z = p(cos ¢ + i - sen ¢) que € chamada de forma trigonométrica
ou forma polar.

Em outro topico, dedicado as operagdes com numeros complexos na forma
polar, sdo abordados a multiplicagédo, a divisdo, a potenciacio e radiciacdo. Apenas
a multiplicagdo e a divisdo sdo demonstradas gerando os seguintes teoremas

apresentados:
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Se z=p(cos +i-sen¢p) ew=p(cos +i-sena) sdo as formas trigonométricas

dos complexos z e w, entio:

zw=pBlc (p+a)+i-sen(¢d+ a)]

Se z=p(cos +i-sen¢p) ew=p(cosa+i-sen a) sdo as formas trigpnométricas

dos complexos z e w, entio:

=%[cos(¢) —a)+i-sen(¢p— a)]

S

Na potenciacdo, sio realizados calculos com poténcias pequenas para
constatar que o moédulo se eleva na mesma poténcia, enquanto o argumento é
multiplicado pelo valor da poténcia. E dito que estas observacées podem ser
generalizadas num teorema no qual foi o matematico francés Abraham de Moivre
gue demonstrou:

Se z =p(cos +i-sen ¢p) é aforma trigonométrica do nimero complexo z e n € um
inteiro, entao:

z" = p"(cosng +i-sen ng)

A Ultima operagdo abordada foi a radiciacdo, entrando diretamente com a
seguinte definicao:

Sejam z e w numeros complexos € n um numero inteiro positivo, tal que:

wh =z

Nessas condigdes, 0 numero w é raiz n-ésima de z.

A segunda lei de Moivre ndo € apresentada, apenas uma interpretagéo
geométrica das raizes, onde as imagens das raizes n-ésimas no plano Argand-
Gauss séao vértices do poligono regular de n vértices cujo centro é a origem do plano
complexo.

O ultimo tépico, sobre a resolugdo de equagbes do segundo grau em
complexos, trabalha as solugdes de equacdes do segundo grau com discriminante

negativo no universo dos complexos, aplicando na resolugédo de alguns exercicios e
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finaliza o capitulo apresentando uma leitura sobre a histéria dos numeros
imaginarios conforme Anexo A.

A segunda obra analisada intitulada “Matematica Completa” de Giovanni e
Bonjorno (2005)° apresenta os numeros complexos precedido do capitulo da
Geometria Analitica: cdnicas, das suas 400 paginas sao dedicadas 28 para o ensino
dos numeros complexos. O assunto é divido em 5 seg¢des abordando os seguintes
topicos: o numero i; forma algébrica de um numero complexo; operagdes com
complexos na forma algébrica; forma trigonométrica de um numero complexo e;
operagdes com complexos na forma trigonométrica.

Ja na primeira pagina o autor elenca alguns fatos histéricos da obra Ars
Magna (Anexo B) de Cardano (1501-1576) e levanta uma questédo (Figura 10) para
ser resolvida ao longo do capitulo. Assim, o topico sobre o numero i é enfatizado um

viés histérico e definido a unidade imaginaria:

Figura 10: Introdugéo do conteudo de numeros complexos Giovanni € Bonjorno
(2005)

T 80008880000 R0 000 0SSOSR ESESSSPOeS0eSe eSS

Em meados do século XVI, quando a ciéncia européia ainda
discutia a validade do emprego dos nimeros irracionais e
negativos, Gerénimo Cardano (1501-1576), eminente
matematico, médico e fisico, publicou a obra Ars Magna, na qual -
ao escrever que, se alguém procurardividir 10 em duas partes, de
modo que seu produto seja 40, verificard que isso é impossivel -  *
langou as bases para o-desenvolvimento da Teoria dos Nimeros
Complexos, com infindaveis aplicagdes praticas, principalmente
no ramo da eletrénica.

Com base nessa Teoria, determine dois niimeros cuja soma
seja —4 e o produto seja 8, representando-os na forma
trigonomeétrica.

N T e

L]
L AR R R R R R R R N E S S A RN AN RN NN

LA A B E R E N NN NN N I T R T N TR R

[ ]

L]

L ]

*+ * » Sdo questdes desse tipo que vamos aprender a resolver
nesta unidade,

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 135.

9 Livro do PNLEM (Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio), 2009.
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No topico seguinte é mostrada a forma algébrica de um numero complexo,
indicando da seguinte forma: z = a + bi, sendo a a parte real Re(z) e b a parte
Im(z). Seguidamente é apresentado a representacdo do numero complexo como
afixo no plano Argand-Gauss (Figura 11), a nogdo do conjunto dos complexos (C)
aparece logo abaixo do plano complexo e, ainda nesse tépico, sdo apresentados a
igualdade de numeros complexos (na forma algébrica) e o conjugado de um numero

complexo (na forma algébrica).

Figura 11: Representagao no plano Argand-Gauss

Temos:
| Ox € o0 eixo real
j Oy € o eixo imaginério

ol — P € o afixo ou imagem geométrica de 2

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 139.

As operagbes com numeros complexos na forma algébrica sao apresentadas
somente na forma algébrica, ou melhor, ndo sdo abordadas as operagbes por meio

das transformacgdes no plano complexo. Segue as férmulas para as operagoes:
Seja z; = a + bi e z, = ¢ + di temos
z1+z,=(@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
z1—2z;,=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—a)i
72, =(a+bi) - (c+di)=(ac —b )+ (ad + bc)i
n_n%
Zy Zp' I
No tépico 4 é abordado a forma trigonométrica, apresentando as seguintes

estruturas na (Figura 12):
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Figura 12: Representacao polar no
plano complexo

yli
P
b HETheam ey STCME [N L e B = ’ (a! b)
1
I
P |
I
i .
o a X

Fonte: Giovanni e Bonjomo, 2005, p. 148.

Do tridngulo acima, sdo destacadas as seguintes estruturas:
p?=a%*+b%-p=+a?+ b2
|z| = la+bi| =p

6 = arg(2)

@ =2 in(g) =2
COS = - e Sin = —
p p

Apds extrair essas relacbes apresenta-se a conversido da representacao

algébrica binomial para a representagéo algébrica na forma trigonométrica:

z = p(cosB +i - sinb)

No final desse topico € mostrado as operagbes geométricas com vetores
(Anexo C) enfatizando que a multiplicagcdo de um vetor pela unidade imaginaria

ocasiona uma rotacao de 90° no sentido anti-horario.

O ultimo tépico aborda as operagdes trigonométricas, onde sdo apresentadas
as demonstracdes da multiplicagdo e divisdo de numeros complexos na forma
trigonométrica, ja as operagdes de potenciagdo e radiciagdo apenas a formula é
mostrada e, na resolugdo de exemplos a representagao geométrica das raizes séo

representadas no plano complexo.
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A Ultima obra analisada intitulada “Matematica - contextos & aplicacbes” de
Dante (2013) retrata os numeros complexos em 24 péaginas distribuidas nas
seguintes segbes: Retomando: conjuntos numéricos; Conjunto dos numeros
complexos; Conjugado de um numero complexo; Divisao de niumeros complexos;
Representagdo geométrica dos numeros complexos; Moédulo de um numero
complexo; Forma trigonométrica dos numeros complexos e; Aplicacdo a Geometria.

Precedido pelo conteudo de Geometria Analitica a obra contém 344 paginas.

Na pagina de abertura do capitulo o autor sugere um assunto opcional (Anexo
D) que mostra um pouco da histéria dos niumeros imaginarios, citando famosos
matematicos que contribuiram com estudos nessa area, sdo eles: Girolamo
Cardano, Johann Carl Friedrich Gauss, Leonard Euler, entre outros. Especificamente
na primeira segao € retomado os conjuntos numéricos, partindo dos naturais até os
reais e, para averiguar a insuficiéncia dos reais sdo apresentadas equagbes de
segundo grau com discriminante negativo, cujas solu¢des sdo vazias. A partir dessa
constatagao, apresenta-se na proxima sec¢ao o conjunto dos numeros complexos,

definindo a forma algébrica ou forma binomial.

z=a+bi (a€ERbERei?=-1)

Ainda nessa secao sdo apresentadas as classificacbes dos numeros
complexos como reais, imaginarios e imaginarios puros. As operagdes na forma
algébrica sao tomadas como intuitivas e nos exercicios resolvidos aborda-se as

poténcias da unidade imaginaria.

Nas duas sec¢des seguintes apresentam-se o conjugado de um numero
complexo na forma algébrica e a divisdo de dois numeros complexos utilizando o

conceito anteriormente estudado.

z=a+bi >zZ=a-— bi

Zy 2173

Zy 237y
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Apds isso, sdo apresentadas graficamente as representagdes geométricas
dos conceitos estudados até o momento; a secdo intitulada “Representacao
Geomeétrica dos numeros complexos” inicia apresentando a historia por traz do plano

complexo e associa um numero complexo a um ponto nesse plano (Figura 13).

Figura 13: Representacdo geométrica de um numero complexo

Argand-Gauss: lean Robert Argand
(17681822 ), matematico suico e lohann
Karl Friedrich Gauss (1777-1855),
matematico alemac. Argand e Gauss,
de forma independente e em &pocas
diferentes, tiveram a mesma ideia sobre a
representacao dos nimeros complexos no
plana Porém, Argand nao era um
matematico sufidentemente conhecido
paraque suas publicacoes tivessem
algum destagque, de forma que somente
guando Gauss publicou seu proprio
trabalho, cerca de 30 anos depois de
rgand, & que essas ideias foram aceitas,
O reconhecimento a Argand foi postumo

R p A i e B L e * Pla, b)

[ e e e

Fonte: Dante, 2013, p.151.

Ainda nessa secéo é feita uma interpretagdo geométrica do conjugado (Figura

14) como elemento simétrico em relagéo ao eixo x.

Figura 14: Conjugado de um numero complexo

z={a, b)=a+hi

P x

z=\a,—b)=a—bi

Fonte: Dante, 2013, p.152.
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Na penultima secdo aborda-se a forma trigonométrica dos numeros
complexos, mostrando graficamente (Figura 15) as unidades que compde essa nova

representagcdo que pode ser chamada de forma trigonométrica ou polar.

z = |z|(cos 8 + i - sinf)

Figura 15: Representagao polar em Dante (2013)

L
F=ua+bi
= B i e o e ou
P
l=ip =t !
i ]
o 1
i, 3 '
LTk | x
- \ i 3=
a a

Fonte: Dante, 2013, p. 154.

Quanto as operagdes que podem ser apresentadas na forma polar o autor
trata da multiplicacdo, divisdo, potenciacdo e radiciacdo. Tanto na multiplicacdo
como na divisdo sdo demonstradas as formulas, tomando z; = |z;|(cosf, + i - sin6,)

ez, =|z|(co ,+i-si ,)tem-se:
2125 = |z1]|2z,|[cos(8; + 6,) + i -sin(6; + 6,)]

z z
mE u[cos(@;L —0,)+i-sin(6; —06,)]
z; |z

Na resolugdo de um exercicio o autor faz a interpretacdo da multiplicagao na

forma trigpnométrica (Figura 16) com transformagdes no plano.
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Figura 16: Multiplicacdo na forma polar de
um numero complexo

Fonte: Dante, 2013, p.158.

Sao apresentadas a primeira e a segunda férmula de De Moivre para o

calculo de poténcias e raizes de nimeros complexos na forma polar, sao elas:

z" = |z|[cos(nB) + i - sin(nh)]
0+ 2k 0+ 2k
wy = 1|z [cos (Tﬂ> +i-sin (Tn)]

Além disso, € dito que geometricamente as n raizes s&do vértices de um

poligono regular de n lados.

Na ultima segdo que visa aplicacdao na geometria sdo propostos exercicios
que utilizam os numeros complexos para rotagdes no plano, conforme ilustrados na

figura 17.
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Figura 17: Rotagdes no plano complexo

27. Encontre as novas coordenadas do segmento AB,| 26. Encontre as novas coordenadas do segmento AB,
comA(-1,0) e B(s, —d), apos uma rotacao de 50 com A(1, 1) e B(3, 4), apés uma rotacio de 90° no

no sentido anti-horario em relagcao ao ponto A. . g o - i
sentido anti-horario em relacao ac ponto A.

Resolucao:

Resolucao:
Ay y
- H= B'=? B(3, 4)
A(—1,0) ' x - i

]
‘60 90°

"

wA(11) .
« B(5, —4)

Fonte: Dante, 2013, 165.

Finalizado a descrigdo dos principais topicos abordados nas obras fez-se uma
analise sob o ponto de vista semidtico (registros de representagdo) e, também os
recursos tecnoldgicos utilizados.

Em todas as obras os numeros complexos aparecem precedidos dos topicos
que discorrem sobre a Geometria Analitica, assunto este trabalhado geralmente no
terceiro ano do ensino médio. A histéria dos numeros complexos é abordada tanto
como motivagéao inicial do capitulo ou como leitura complementar. Cabe destacar na
obra de Dante (2013) a utilizagdo das transformagdes geométricas para trabalhar
rotacdes no plano complexo.

Os registros de representagbes que aparecem com maior frequéncia sao os
de carater algébrico e grafico. Além disso, as obras ndo apontam uso de
Tecnologias Digitais (TD) para articular as diferentes representa¢gdes, nem mesmo
para a prépria visualizagdo no plano complexo. Dessa forma, a escolha pelo uso de
softwares de Matematica Dinamica fica a cargo do professor, bem como, a pesquisa

em como utiliza-los em sala de aula.

4.3 O que apontam as pesquisas? Um breve estado do conhecimento

A fim de verificar as nuances das pesquisas brasileiras que discorrem sobre

a tematica dos Numeros Complexos, fez-se um levantamento das principais
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pesquisas em nivel de pos-graduagédo strictus sensu no banco de Teses e
Dissertagbes CAPES0,

Para garimpar os trabalhos que melhor conversam com a presente pesquisa
foram escolhidas as seguintes palavras-chave: (i) nimeros complexos, devido a
especificidade do conteudo elegido para este estudo; (ii) semiética, referente a uma
das teorias que fundamenta esta pesquisa e; (iii) dindmico (a), para abarcar as
pesquisas que utilizam algum ambiente de geometria dindmica ou que faz mengao
aos registros dindmicos de representagdo que esta contemplado nas sequéncias
didaticas desta investigagao, sendo essa ultima palavra opcional.

Além dos termos de busca utilizados foi estabelecido um recorte temporal no
periodo de 2010 a 2017 (ano que se fez o presente estado do conhecimento),
totalizando 4 (quatro) trabalhos, que estdo dispostos em ordem cronolégica no

quadro 6.

Quadro 6: Relagéo dos trabalhos que compde o estado do conhecimento

Autor(a) Titulo Ano IES (T)ese
(D)issertacao
Oliveira | Numeros Complexos - um estudo dos registros de | 2010 | PUC — D
representagao e de aspectos graficos SP
Monzon | Nimeros complexos e fungdes de variavel complexa | 2012 | UFRGS D

no ensino médio uma proposta didatica com uso de
objeto de aprendizagem

Amorim | O estudo dos numeros complexos no ensino médio: | 2014 | UFSCAR D
uma abordagem com a utilizacdo do Geogebra

Contini Um diagndstico da aprendizagem das conversdes de | 2016 | UNIAN D
registro, no caso dos Numeros Complexos

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Com intuito de conhecer o perfil das pesquisas selecionadas fez-se um breve
relato de cada trabalho destacando os seguintes pontos que interessam a essa
pesquisa, séo eles:

e Como a teoria dos Registros de Representagdo Semidtica fora articulada com

a pesquisa?

¢ Qual metodologia de pesquisa foi empregada?

0 CAPES - Disponivel em: <https://catalogodeteses.capes.gov.br>. Acesso em:12 de dezembro de
2018.
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e Qual a profundidade com que os ambientes de geometria dindmica foram
utilizados?
e Qual(is) objetivo(s) elencado(s)?

¢ Principais conclusdes apontadas ao fim da pesquisa.

Oliveira (2010) aplicou uma sequéncia didatica explorando os aspectos
graficos dos numeros complexos juntamente com fungédo de variavel complexa,
tomando por referéncias autores franceses com os Registros de Representagéo
Semidtica, de Raymond Duval e a Teoria das Situagbes Didaticas de Guy Brousseau
junto com a metodologia da Engenharia Didatica de Artigue. Desse modo, o autor
teve por objetivo investigar se a abordagem dos numeros complexos, com énfase
nos aspectos graficos corresponderia a uma aprendizagem mais significativa.

Em suma, foram fortemente utilizadas as transformacdes no plano para
evidenciar as relacées entre as representagdes nos registros algébrico e grafico.
Utilizou-se da teoria de Duval para apontar como o pensamento matematico por
detras desse conteudo pode ser clarificado em situagdes de ensino.

Ainda que o ambiente de geometria dindmica fora explorado com
profundidade, alguns recursos dindmicos néo foram abordados. Por fim, a pesquisa
ressaltou que ha possibilidades de se resgatar um ensino expressivo e uma
aprendizagem significativa para os numeros complexos, desde que se promova a
articulacdo entre os registros de representacdo desses numeros.

Monzon (2012) apresentou uma proposta para o ensino de numeros
complexos e fungdes de variavel complexa por meio de Objetos de Aprendizagem. A
autora propOs analisar uma sequéncia didatica para o ensino dos numeros
complexos, fundamentou-se nas teorias interacionista e construtivista. Dedicou a
escrita em parte para relacionar os conceitos da teoria de Duval com as tecnologias
digitais, enunciando os objetos “concretos-abstratos” que corroboram com
ferramentas de mediacao semidtica.

Tal mediagéo se preocupa na utilizagdo dos recursos digitais para além da
simples visualizacdo; a autora observa que ao manipular um recurso digital o
estudante constréi significados diferentes e individuais que merecem atencdo no
processo de aprendizagem. E notéria a utilizagdo de recursos dindmicos no
ambiente escolhido na elaboracido dos objetos de aprendizagem. A pesquisa

também procedeu aplicando uma engenharia didatica que permitiu integrar o uso do
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objeto de aprendizagem "Numeros Complexos" e, a decorréncia deste trabalho,
resultou em Objetos de Aprendizagem na forma de animacgdes interativas, videos,
entre outros.

O trabalho de Amorim (2014) teve como objetivo viabilizar o estudo do
conteudo de numeros complexos na Educacao Basica, enfocando um contexto
geomeétrico utilizando o software Geogebra. O percurso tedrico se fundamentou nos
registros de representacdo semiotica de Raymond Duval, juntamente com uma
analise de documentos curriculares para o Ensino Médio no estado de Sao Paulo.
As principais ideias da teoria foram exemplificadas a partir do conteudo em estudo,
com uma analise do teor semidtico presente nos documentos curriculares. E,
também fez uso dos pressupostos da Engenharia Didatica.

Além de viabilizar as tarefas para os estudantes do ensino médio (a autora
nao chamou de sequéncias de ensino), ela também buscou aplicar atividades no
ensino superior. Segundo autora, o foco das atividades no ensino superior serviu de
base para responder uma das questdes de investigacdo, como por exemplo — Que
saberes sobre numeros complexos, alunos do Ensino Superior trazem como
bagagem do Ensino Médio?

Os resultados obtidos na pesquisa apontaram o seguinte: (a) no ensino
superior os conhecimentos dos alunos sao infimos em relacdo a necessidade
daqueles que seguirdo seus estudos, no campo das exatas. Ja na educacgao basica
a utilizagédo do GeoGebra revelou-se eficiente para uma visualizagao geometrizada
do contelildo em relagao a construgao de seus conceitos.

Contini (2016) se interessou em desenvolver uma pesquisa diagndstica sobre
a aprendizagem da passagem entre os registros grafico, algébrico e da lingua
materna, no caso dos numeros complexos. O autor fez também a utilizacido dos
registros de representacdo semidtica para analisar as produgdes dos estudantes do
terceiro ano do ensino médio. Além das transformagcbes semidticas muito
evidenciadas pelos pesquisadores que utilizam esta teoria, Contini (2016) introduziu
uma analise sobre os casos de congruéncia e nao-congruéncia entre os registros de
representacao utilizados para representar os numeros complexos.

O autor optou por ndao analisar as transformagbes para o registro
trigonométrico. Embora tenha mobilizado representagdes no registro grafico, utilizou-
se do GeoGebra apenas para construcao e ilustracdo de questdes. Ou seja, em

nenhum momento os estudantes manipularam representagcdes nesse ambiente e,
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por consequéncia, o estudo nao evidenciou de que forma o ambiente de geometria
dindmica contribui na aprendizagem.

Realizou-se a construgao de varias tabelas que mostraram quantitativamente
quais conversbes eram mais recorrentes e quais delas os estudantes tinham
dificuldade de articular. Ao final da pesquisa foi relatado que as conversdes para o
registro grafico evidenciaram uma preocupacgao devido as dificuldades encontradas
e, que dessa forma, uma abordagem mais contundente dos numeros complexos
valorizando aspectos graficos se faz necessario.

Ao findar este estado do conhecimento verifica-se que o conteludo dos
numeros complexos conversa com diferentes esferas da Educagdo Matematica, seja
pela sua importancia histéria e cientifica, pelas teorias de aprendizagem que
explicam as dificuldades encontradas e, também, pelos recursos tecnoldgicos
digitais que podem oferecer outra via aos obstaculos enfrentados na praxis.

Além disso, com a revisdo desses trabalhos justifica-se que as
representacdes do registro grafico configuram parte importante no entendimento
deste assunto pelos estudantes. A partir disso, o presente trabalho que vislumbra
verificar como o ambiente de geometria dinamica interfere na abordagem dos
numeros complexos quando se mobilizam distintas representagées semioéticas
em situagoes de ensino, também se preocupa em compreender, estudar e apontar
rumos que amenizem os problemas concernentes ao ensino e aprendizagem das

principais representagdes semiotica dos nimeros complexos.
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5. UMA ENGENHARIA DIDATICA NO ENSINO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Para as pesquisas que pretendem de algum modo investigar a aprendizagem

com vistas a constituir propostas didaticas, ha encaminhamentos especificos como a
Engenharia Didatica que se caracteriza, segundo Pais (2015), num formato
particular que organiza e sistematiza os procedimentos e técnicas de pesquisas em
didatica da matematica. A pesquisadora francesa Michéle Artigue (1995) foi quem
idealizou e desenvolveu estudos para formular a teoria e a metodologia conhecida
mundialmente como Engenharia Didatica, segundo a autora recebe esse nome pois:
Equiparable con el trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto

determinado, se basa en los conocimientos cientificos de su dominio y

acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo

tiempo, se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos

que los objetos depurados de la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar

practicamente, con todos los medios disponibles, problemas de los que la
ciencia no quiere o no puede hacerse cargo. (ARTIGUE, 1995, p. 33-34).

E uma metodologia complexa que pode assumir duas perspectivas, a primeira
€ tomando-a como metodologia de pesquisa e, para isso, alguns autores a definem
como técnica de pesquisa; e a segunda é pela especificidade das realizagbes
didaticas que s&o inerentes na sua abordagem, tornando-a em parte uma
metodologia de ensino. Contudo, aplica-se uma engenharia didatica quando os
estudos tedricos ndo sao mais suficientes para responder a determinado problema
ou fendmeno, isto é, a busca de novas informacbes e dados é obtida pela
experimentacdo. Logo, tem pressupostos metodolégicos de uma pesquisa de
procedimento experimental com intervengdes didaticas diretas em sala de aula pelo
professor-pesquisador (ALMOULOUD, 2007). Difere-se das demais metodologias,
pois Artigue (1995) argumenta que:

De hecho, las investigaciones que recurren a la experimentacion en clase
se situan por lo general dentro de un enfoque comparativo con validacion
externa, basada en la comparacion estadistica del rendimiento de grupos
experimentales y grupos de control. Este no es el caso de la ingenieria
didactica que se ubica, por el contrario, en el registro de los estudios de

caso y cuya validacion es en esencia interna, basada en la confrontacion
entre el analisis a priori y a posteriori. (ARTIGUE, 1995, p. 37).

Como dito, a validacado dos resultados nao ocorre por meio de comparagoes
ou cruzamento de referéncias externas (podendo realizar), apenas uma comparagao

interna entre as suas diferentes fases de execucido. As fases para execucido da
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pesquisa compdem diferentes aspectos que envolvem o conteudo das realizacdes
didaticas: analises preliminares, analises a priori, experimentagcao e analises a
posteriori.

A primeira fase nominada de analises preliminares € composta por revisdes
tedricas que visam fundamentar as realizagdes didaticas com o objeto da pesquisa.
Estas revisbes podem assumir dimensdes epistemoldgicas, cognitivas e didaticas
que, segundo Artigue (1995), no plano epistemoldgico prima-se pelas caracteristicas
dos saberes que envolvem o conteudo, o plano cognitivo diz respeito as
caracteristicas dos participantes da pesquisa e o aporte tedrico elegido e, no plano
didatico sdo evidenciados os aspectos que serdo observados nas realizacbes
didaticas propostas.

Na segunda fase, analises a priori, sdo tomadas as variaveis que serao
condicionadas na pesquisa, para isso, na elaboracdo das sequéncias didaticas sao
descritos os objetivos da realizagéo didatica em jogo, consequentemente, hipoteses
surgirdo para serem confrontadas na ultima fase, atestando e validando os objetivos.

A experimentagdo (terceira fase) € o momento de implementar o que
teoricamente foi planejado e conjecturado em sala de aula e, embora as fases sejam
taxadas, elas podem sofrer revisbes e adendos durante a fase, pois na pratica
algumas situagdes desencadeiam perspectivas que as sequéncias posteriores nao
abarcam.

E, por fim, a fase da analise a posteriori confronta o produto das sequéncias
didaticas com as hipdteses levantadas e, verificando nas observacgbes e registros
realizados durante a fase da experimentacao, pode-se validar ou ndo as hipéteses
da analise a priori, bem como, relevar as dificuldades encontradas na execucéo da
pesquisa. Cada uma dessas fases sera detalhada em consonancia com o objeto e
conteudo da pesquisa. Dessa forma, as proximas duas subsecbes deste capitulo
apresentam as trés primeiras fases e, nos proximos capitulos uma analise a
posteriori de cada atividade é realizada juntamente com a validagéo que se encontra

nas consideracgoes finais.
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5. 1 Analises preliminares

Para descrever e organizar os tépicos levantados nesta fase da engenharia
didatica o pesquisador deve ressaltar e analisar as dimensdes que cercam o objeto
da pesquisa e, se tratando de pesquisas voltadas para area da educagdo podem ser
abordadas, como dito anteriormente, as dimensdes epistemoldgicas, cognitivas,
didaticas, entre outras. Uma vez que o objeto visa investigar como os ambientes de
geometria dindmica interferem na mobilizagdo dos registros de representagcao
semidticas no ensino dos numeros complexos, torna-se necessario discutir como
este assunto se comporta enquanto saber cientifico e como é transposto em um
saber escolar (estudo epistemolégico), que ja fora abordado no capitulo anterior. A
dimensdo cognitiva que estd contemplada e embasada na teoria de Duval fora
dissertada no capitulo 2 e a abordagem didatica é encontrada no detalhamento das
atividades que sao apresentadas na segunda secao deste capitulo. No entanto, é
necessario ainda nessa fase, efetuar um levantamento dos participantes da
pesquisa bem como o ambiente que em a mesma se desenvolvera. Sendo assim, a

préoxima subsecéo aborda tais aspectos.

5.2 Ambiente e participantes da pesquisa

A pesquisa se realizou no Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e
Tecnologia Sul-rio-grandense — IFSul, localizado no estado do Rio Grande do Sul,
municipio de Pelotas. O IFSul é composto por uma rede federal de educacgao
publica, dividida em 14 campi por todo estado. Especificamente, o campus de
Pelotas, onde a pesquisa se desenvolveu, atende em média 4 mil estudantes por
ano, distribuidos em diferentes modalidades de ensino. Atualmente, a instituigdo
oferta 16 cursos técnicos de nivel médio, 6 cursos superiores de tecnologia e 2
engenharias e 8 cursos de pds-graduagao, além de cursos de formagéo pedagodgica
e educacao a distancia.

Para aplicagdo da pesquisa foram selecionadas duas turmas (A e B) de dois
cursos técnicos diferentes: a turma A composta por 27 alunos e a turma B por 22

alunos. Cada semestre é dividido em duas etapas, sendo que o conteudo de
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numeros complexos € visto no segundo semestre, na etapa 2, do primeiro ano do
ensino médio. No total sdo 4 aulas de matematica semanais, cada aula com 50
minutos e, o tempo reservado para o ensino dos numeros complexos e para
aplicacdo da pesquisa serdo de nove semanas incluindo os procedimentos
avaliativos.

Para a descrigédo geral das turmas foram realizadas observagées in loco de 16
aulas (8 em cada turma), nestas aulas os professores abordaram o assunto de

Trigonometria, perpassando os seguintes tépicos:

tridangulos retangulos;

e circunferéncia trigopnomeétrica;

o relagbes trigopnométricas fundamentais;
e equacbes trigonométricas;

e operacgdes com arcos;

e fungdes trigonomeétricas.

Segundo relatos dos professores, os estudantes possuem em sua maioria
bom desempenho nos conteudos que foram trabalhados até o momento, além disso,
os professores dedicam 2 horas semanais para auxiliar os estudantes e, também,
séo ofertadas monitorias semanais com estudantes-monitores.

Por fim, as salas de aula sdo equipadas com apenas um quadro branco,
teldes para projecdo e ar-condicionado, os professores tém a disposicao lousas
digitais portateis e dois laboratérios de informatica. Partindo destas observacoes, o
planejamento das sequéncias didaticas da presente pesquisa adequou-se aos

recursos disponiveis dentro da ementa prevista pela instituigao.

5.3 Concepcao e analises a priori

Nesta se¢do apresenta-se a sequéncia de ensino elaborada para aplicagao in
loco, sendo que a mesma contém uma descricdo de cada atividade seguida da
analise a priori, onde serdo expostos os objetivos e as hipdteses levantadas de

acordo com as consideracdes preliminares realizadas. A mesma se divide em 6
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atividades que visam evidenciar o cenario que interessa a pesquisa, no entanto,
cabe destacar que estas atividades estdo contidas num plano de aula que visa, além
de abordar estas atividades, os demais tépicos previstos na ementa do contetdo. No
tocante, segue a descricdo das atividades planejadas (cada atividade esta dividida

por uma subsegao) e as analises a priori correspondentes.

5.3.1 Representando um “namero complexo”

Consiste em entregar aos estudantes dois pedacos de papeis com cores
distintas e pedir que num deles escreva um numero qualquer e no outro um numero
complexo.

Analise a priori — O objetivo dessa atividade é fazer o aluno perceber que
todos os nimeros podem ser classificados como complexos. A atividade foi aplicada
com outra turma e se mostrou valida, pois quando se pede para escrever um
numero complexo os estudantes que ainda nao tiveram contato com este conjunto
associam a numeros de outros conjuntos, por exemplos, niumeros irracionais e/ou
notagdes cientificas (numeros com muitos algarismos). Isso acontece por dois
motivos: o primeiro é porque o enunciado da atividade foi de maneira intencional ao
dizer que os numeros complexos ndo sao numeros quaisquer; e o segundo motivo
refere-se ao termo “complexo” que é entendido como algo dificil e complicado,
levando os estudantes a uma representagao pessoal desse numero.

No entanto, essa confusdo permite ao professor criar uma situacao que leve
os estudantes a constatar que todos os nUmeros sdo complexos, ao argumentar no
final da atividade que todos representaram (caso tenham escrito qualquer numero
para representar os complexos) de forma correta o que foi solicitado na atividade.
Além disso, espera-se com essa atividade enunciar a no¢ao de conjunto numérico
aos numeros complexos € ao mesmo tempo averiguar se os participantes da
pesquisa ja tiveram contato com a unidade imaginaria (i).

Hipétese(s): Almeja-se que os estudantes entendam que os numeros

complexos se referem a um conjunto numeérico.
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5.3.2 Operando na reta real

Essa atividade consiste em definir o conjunto dos numeros complexos
trabalhando com operagcdes basicas de adicdo, subtracdo e multiplicacdo sobre o
eixo real. Na atividade os estudantes, juntamente com o pesquisador, fardo uso do

GeoGebra, seguindo os seguintes procedimentos:

(i) Fixa-se um ponto no marco zero (A);

(i) Na janela de visualizagao esconder o eixo vertical deixando apenas o eixo
real visivel (eixo das abcissas);

(iii) Plotar dois pontos (B e C) sobre a reta e criar um quarto ponto (D) que
seja a soma ou a diferenga de B e C;

(iv) Utilizar a ferramenta mover para mostrar a variagao do ponto D quando B

ou C sao arrastados sobre a reta.

Para explicar a multiplicagdo, os seguintes passos:

(i) Fixa-se um ponto no marco zero (A);

(i) Cria-se um outro ponto movel (B) juntamente com um controle deslizante
“n” variando de —2 a 2;

(iii) Solicitar aos estudantes que digitem no campo de entrada o produto de B

por “n” e que movimentem o controle deslizante para observar como se

comporta esse novo ponto (C) criado a partirde B - n.

Analise a priori: No desenvolvimento dessa atividade espera-se que o0s
estudantes percebam que as operagdes entre numeros reais se referem ao
deslocamento sobre o eixo real. E, especificamente, na multiplicagdo de um numero
real por um numero negativo pode-se trabalhar tanto com a reflexdo em torno da
origem como a rotagdo de 180° também em relagdo a origem, ou seja, a
multiplicagdo por (—1) acarreta numa rotagédo de meia volta. Nesse momento uma
pergunta se levanta aos alunos: qual numero podemos multiplicar para que o ponto
rotacione apenas 90°? Apds os estudantes verificarem que nenhum numero real

ocasiona uma rotacao diferente de 180° enunciar a unidade imaginaria (i) solicitando
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que agora multipliquem por i qualquer ponto da reta real. Com isso, os estudantes
tém nogédo de que os numeros complexos abrangem outros numeros que estdo fora
da reta real. Ao trabalhar com as operacdes relacionando pontos sobre a reta real o
estudante pode evidenciar, comparando as coordenadas do ponto na janela de
algebra com a posi¢cao do ponto na janela de visualizagdo, que 0s numeros reais
estdo associados a pontos na forma (a,0),a € R e, apds a multiplicacdo envolvendo
a unidade imaginaria tem-se pontos na forma (0, b) b € R. Desse modo, as unidades
significativas no registro algébrico serdo colocadas em correspondéncia com o
registro grafico e, trabalha-se na hipotese de que tal correspondéncia seja percebida
pelo movimento das coordenadas do ponto.

Hipotese(s): (a) entender as operagdes sobre a reta real; (b) verificar o
comportamento da unidade imaginaria no plano; (c) perceber a correspondéncia

entre as unidades significativas nas representagdes apresentadas.

5.3.3 Rotacionando a unidade imaginaria

Essa atividade visa articular os seguintes tépicos: poténcias da unidade
imaginaria com expoentes inteiros e rotacdo no plano complexo. Para isso executara

0s seguintes passos:

(i) Solicitar que os estudantes plotem um ponto (4) no plano e construam um
vetor (1) da origem do plano complexo até o ponto A4;

(i) Criar um controle deslizante (n) com numeros inteiros de 0 até 30 e criar
outro ponto com a seguinte caracteristica C = A xi™;

(iii) Digitar no campo de entrada a palavra “vetor” e selecionar dentre as
opcgdes que aparecerao Vetor (<Ponto Inicial>, <Ponto Final>), no ponto
inicial inserir a origem (0,0) e no ponto final o ponto C. Dessa forma, o
GeoGebra vai criar um vetor (¥) para cada poténcia expressa no controle
deslizante;

(iv) Habilitar rastro no vetor (v) e em seguida animar o controle deslizante.
Isso permitird aos estudantes visualizarem a rotagdo de 90° toda vez que

a unidade imaginaria multiplica um vetor associado ao ponto A. Solicitar
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também que arraste o ponto A para outra posicao, a fim de verificar que
rotacdo se mantém independentemente da posi¢ao do ponto;

(v) Modificar o controle deslizante englobando também os inteiros negativos,
depois de um tempo os estudantes poderédo perceber que quando o n for
positivo a rotacdo acontece no sentido anti-horario e, quando n for
negativo, no sentido horario. Nesse momento, pedir aos mesmos que
tentem explicar operando no ambiente lapis e papel os seguintes
questionamentos: (1) Por que o sentido da rotagdo modificou? (2) Como

se calcula algebricamente poténcias de i com inteiros negativos?

Analise a priori: Durante a execucdo dessa atividade acredita-se que os
estudantes consigam relacionar o ciclo gerado pelas poténcias de i no registro
algébrico com as rotagcdes no plano complexo, pois a cada poténcia de i tem-se uma
rotacdo de 90°, e para tanto, sdo entdo necessarias quatro vezes para voltar ao
ponto de partida (uma volta completa). Para responder a segunda pergunta os
estudantes podem tomar o ponto A como a representagdo da unidade imaginaria,
deslocando-o para A = (0,1). Nesse momento o estudante precisa efetuar um
tratamento para verificar que o inverso da unidade imaginaria € exatamente o oposto

da unidade imaginaria, pois:

Dessa forma, para o célculo de i~23 tem-se:

723 = (i) = (=B = (=1)B . %3

Através dessa relagao pode-se estabelecer duas definicdes. Se né par i ™" =
i" e se n for impar i™™ = —i™. E isso se ratifica quando o estudante percebe
analiticamente no ambiente de geometria dinamica.

Hipétese(s): (a) entender de um ponto de vista grafico porque existe um

padréo nas poténcias da unidade imaginaria com expoentes inteiros; (b) verificar que
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o inverso da unidade imaginaria corresponde ao seu oposto; (c) mostrar utilizando o

GeoGebra com calcular poténcias de i com expoentes inteiro negativos.

5.3.4 Descobrindo a sua personalidade

Descobrindo a sua personalidade tem por objetivo classificar os numeros
complexos em reais, imaginarios e imaginarios puros. Para isso, utilizar-se-a uma
estratégia/brincadeira elaborada pelo pesquisador chamada de ‘personalidade dos
numeros complexos’, com base no seguinte: efetua-se a soma de i elevado no dia,
més e ano de nascimento dos estudantes, por exemplo, alguém que nasceu no dia

09/08/1994 tera que resolver a seguinte expressao:

z=i°4+i8+iP*=i+1-1=i

Se o0 numero complexo resultante for um imaginario puro, conforme o
exemplo, se caracteriza como um purista. Para as outras duas variagdes, caso seja
um numero real é dito realista e, se for imaginario um(a) sonhador(a). Para aplicagéo
sera solicitado que alguns estudantes calculem na lousa suas personalidades e o
professor ira classificar em purista, realista ou sonhador(a) sem revelar as
caracteristicas de cada personalidade. Apds alguns célculos os estudantes
perceberao que um purista resulta na expressao apenas com a unidade imaginaria,
os realistas sdo aqueles que aparecem apenas numeros reais e o0s sonhadores
devem conter tantos numeros reais como a unidade imaginaria. Em seguida, solicitar
que os estudantes definam essas classificagdes utilizando duas representagdes:
binomial (z = a + bi) e gréfica (plano complexo). Por fim, questionar os estudantes

se ao longo dos anos a personalidade pode mudar?

Analise a priori: Essa atividade visa criar uma situagdo que leve o aluno a
refletir e relacionar diferentes representacbes dos numeros complexos, pois para
classificagdo dos numeros complexos em suas diversas representacdes é
necessario relacionar as unidades significativas de cada representagao. No registro

algébrico (z = a + bi) espera-se que os estudantes definam:
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Sonhador — Imaginario » z = a + bi,com b # 0
Purista — Imaginario puro - z=a+ bi,coma=0e b # 0

Realista—» Real » z=a + bi,comb =0

Na representacdo no registro grafico (Figura 18) tém-se na imagem a

esquerda os imaginarios, ao meio os imaginarios puros e a direita os reais'".

Figura 18: Representagdes graficas da classificagdo dos numeros complexos.

I'm(z)

A 7 Im(z)

\\10\\ Re(z)

Re(z)

A
i
1
i
1
i
1
Y
-

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Acredita-se que a conversao para a representacao grafica ndo seja tdo obvia
para os estudantes, pois requer um conhecimento prévio sobre como representar as
unidades significativas a # 0 e b # 0 que estdo no registro algébrico binomial para a
representagao no registro grafico, tendo entdo, um problema de dimensédo como cita
Duval em sua teoria. Nesse momento, sera observado como os estudantes utilizam
0 ambiente de geometria dindmica para tentar representar a classificagio.

E, para responder a pergunta espera-se que os estudantes utilizem o
GeoGebra para visualizar todas combinagbes que podem aparecer, basta criar um
controle deslizante com numeros inteiros compreendidos entre o ano de nascimento
e ultimo ano que fez aniversario. No campo de entrada digitar o numero complexo
na forma z = i%e 4 {™® + " em seguida habilitar rastro e arrastrar o controle

deslizante. Logo, a pessoa que nasceu na data 09/08/1994 inicialmente é purista,

I Na figura 18, os pontos sobre os eixos pontilhados nio estdo contidos nos referidos conjuntos e/ou
subconjuntos mencionados.
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em seguida se torna realista e nos préximo dois anos sonhador e o ciclo repete
(devido ao ciclo das poténcias de i).
Hipotese(s): reconhecer e classificar os niumeros complexos nos registros de

representacao grafica e algébrica.

5.3.5 Operando no plano complexo

Essa atividade contempla as operag¢des de adicao, subtragdo, multiplicacao e
divisdo de numeros complexos no registro de representagao algébrica e no registro
de representacédo grafica. Para isso, sera empregado um tratamento vetorial aos
numeros complexos representados e as devidas transformagdes no plano complexo,
a fim de relacionar as unidades significativas e visuais de cada registro de

representagao.

Adicao: Apds os estudantes verificarem essa operagdo no registro de

representacao algébrico sera solicitado que:

(i) Escolham dois numeros complexos (z; e z,), preferencialmente
imaginarios (ndo puros), e que digitem no campo de entrada do
GeoGebra esses numeros ou utilize a ferramenta numero complexo
disponivel no menu superior;

(if)Utilizar a ferramenta vetor para criar dois vetores, ambos iniciando na
origem e terminando nos numeros complexos plotados;

(iii) Encontrar o vetor soma por translagdo de trés maneiras distintas: (1)
utilizando as ferramentas reta paralela e interse¢éo de Dois objetos, criar
uma reta que seja paralela ao vetor de z; passando por z, e, outra reta
paralela ao vetor z, passando agora por z;. Em seguida, com a ferramenta
intersecgéo de Dois objetos selecionar as duas retas que foram criadas,
por fim criar um vetor da origem até o ponto da intersec¢ao das retas
paralelas e, esse vetor representa a soma geométrica de dois numeros
complexos, onde na extremidade do vetor se encontra as coordenadas do
numero complexo resultante; (2) utilizando a ferramenta vetor a partir de
um ponto, basta clicar sobre o vetor de z; e selecionar o ponto z,, dessa

forma sera transladado o vetor associado a z; com origem em z, e, esse
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vetor transladado aponta na direcido da soma desses numeros complexos,
basta por fim, criar o vetor resultante partindo da origem até onde aponta
vetor transladado; (3) utilizando a ferramenta Translacdo por um vetor,
com a ferramenta selecionada basta escolher um dos numeros complexos
e clicar, em seguida escolha o vetor associado do outro numero complexo
e clique, assim o vetor sera transladado da mesma forma apontando para

0 numero complexo resultante da operacao.

Na Figura 19 abaixo segue as trés formas de realizar a operagéo de adigao

entre nUmeros complexos.
F
Figura 19: Adicao de numeros complexos por translagéo de vetores.

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Em seguida mostrar as diferentes formas de operar a adigdo entre os
nameros complexos € sera solicitado que realizem a adicdo de quatro numeros

complexos, ou seja, z =z, + z, + 23 + z,.

Subtragao: Para realizar a diferenga entre dois numeros complexos
envolvendo transformagbes no plano serdo mostradas duas maneiras,
analogamente adicdo sera solicitado que os estudantes plotem dois numeros
complexos, de preferéncia imaginarios (nédo puros), bem como, seus respectivos
vetores. Assim, para efetuar, por exemplo, a diferenca entre z; — z, pode-se mostrar
de duas maneiras: (1) reescrevendo essa diferenca como uma soma do oposto, da
seguinte forma, z; + (—z,). Desse modo, sera necessario encontrar o vetor oposto
de z, para em seguida realizar a adigdo conforme ja explanado. O vetor oposto pode
ser encontrado pela rotagdo de 180° em torno da origem ou pela reflexdo em torno

da origem. Apds encontrar o vetor oposto, basta escolher uma das formas de adi¢ao
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ja mostrada e adicionar o vetor z; com vetor z; = —z, conforme ilustra a figura 20.
Repare que o vetor em azul aponta para o resultado da operagéo (z,), o vetor em
vermelho é a reflexdo de z, (ou seja, o oposto) e o vetor vermelho pontilhado a

translagcao do vetor oposto sobre o vetor z;.

Figura 20: Subtracdo entre numeros complexos
pela adi¢do do oposto.

-6

@
Z3

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Ja a segunda forma (2) consiste em representar a diferenga entre nimeros
complexos pela diagonal menor do paralelogramo formado pelas translagdes dos

vetores associados aos numeros complexos (Figura 21).

Figura 21: Subtragdo de numeros complexos utilizando a diagonal menor do
paralelogramo

Zy

Z4
@ 23

® Zg

24

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
A

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Na imagem da esquerda tém-se as translacbes dos vetores de z; € z,, ja na

imagem da direita perceba que o vetor (z;z,) se transformou em z,z; que representa
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o oposto do vetor associado a z, transladado em z,. Dessa forma, os vetores
pontilhados da imagem a direita representam z, — z, e o resultado dessa operagao o
vetor em azul com origem em z, até z;. Por fim, solicitar aos estudantes a que

efetuem a diferenga com mais nimeros complexos.

Multiplicagao: Essa operacdo sera explicada e realizada por soma de
vetores com auxilio de algumas transformagdes no plano. Portanto, dados os

numeros complexos z; =1 + 3i e z, = 2 + i pode-se verificar a seguinte expressao:

z1z; = (1+30)(2+1)

Dessa forma, sera representado no GeoGebra o numero complexo z,
juntamente com seu vetor partindo da origem, distribuindo a parte real e imaginario

de z, sobre 0 z, temos a seguinte expressao:

Assim, tem-se z; =1(2+i) e z, = 3i(2+ 1), como 1 é o elemento neutro na
multiplicagdo z, =z3, mas para encontrar z, € necessario utilizar duas
transformagdes, a homotetia de razdo 3 sobre z, juntamente com uma rotagéo de
90° no sentido anti-horario devido a unidade imaginaria que faz parte do produto.
Logo, basta os estudantes escolherem uma das formas de translagdo para

efeituarem z; + z,, ou seja, o produto de z,z, conforme ilustra a figura 22.
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Figura 22: Multiplicac&o de dois
numeros complexos no registro de
representacao grafico

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Os vetores pontilhados na imagem anterior sdo as translagées dos vetores

associados a z, e z,, onde zs € o numero complexo resultante do produto de z; e z,.

Divisao: A divisdo sera abordada de duas formas, a primeira trabalhando
com igualdade de numeros complexos, e a segunda com o conjugado do numero
complexo divisor. Para exemplificar as duas formas vamos escolher os numeros

complexos z; =2 + i ez, =3+ 2i. A divisdo pode ser expressa do seguinte modo:

2z
2=z
Zy

Onde z; € um numero complexo na forma a + bi, efetuando um tratamento na

equacgao acima, podemos representar da seguinte maneira:

Z1 = Z32Zy
2+i=(a+hi)3+20)

2+i=3a—2b)+ (2a + 3b)i
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Comparando os niumeros complexos temos um sistema:

{3a—2b=2
2a+3b=1

Resolvendo no GeoGebra sera necessario plotar os numeros complexos z;,
z, e z3. No entanto, o z; necessita de dois controles deslizantes, um para a parte real
a e outro para parte imaginaria b. Os parametros a e b serao encontrados quando o
numero complexo resultante de z;z, coincidir com z;. A ideia é transformar a diviséo
numa multiplicacdo e aplicar os conceitos estudados anteriormente. Assim, z,
representa o produto de z, e z; e para encontrar o numero complexo resultante da
divisdo o estudante precisa movimentar o controle deslizante' até z, = z, (pontos
coincidentes), onde os valores mostrados no controle deslizante € o numero
complexo resultante da operagéo.

A segunda forma que opera com o conjugado exprime também a divisdo
como uma multiplicagao, assim a divisdo dos complexos tomados como exemplo fica

da seguinte forma:

zZy 712

Zy 2373

Assim, os estudantes podem transformar z;z, numa soma (conforme ja
explicado na operagdao de multiplicagdo) e quando aplicar a transformagédo da
homotetia tomar cuidado para dividir a razdo pelo numero real resultante da
multiplicagéo de z, pelo seu conjugado:

212;  (2+D@B+2) 2

i
= == (3+20) +—(3 +2i
2h, GiaGo2) Bt TG

Anadlise a priori: Essa atividade visa evidenciar a relagdo entre as
representacbes semidticas na forma algébrica e gréfica utilizando algumas

transformagdes no plano (rotacao, reflexéo, translagdo e homotetia). Na operagao de

12 https://ggbm.at/JZrnXFAt
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adicdo, que envolve apenas uma transformacédo (translagdo), acredita-se que os
estudantes consigam entender que o numero complexo ligado ao vetor soma é o par
ordenado resultante da soma algébrica da parte real e da parte imaginaria de dois
nameros complexos. Além disso, espera-se que 0s mesmos percebam que o
simbolo “+” (unidade significativa) no registro algébrico corresponde a uma
transformacao no plano complexo, a saber, uma translagio. Ja na subtragao envolve
duas transformacoes, reflexdo ou rotacdo e translagdo. Serdo requeridas tais
transformagdes pois, € necessario um tratamento na representagéo algébrica que se
relacionara de duas maneiras com a representagao geométrica. Na descricao das
atividades, foram elencadas duas maneiras de operar a subtracdo no plano
complexo, a primeira trata o subtraendo como vetor oposto realizando uma reflexao
ou rotacdo em torno da origem, portanto o estudante pode relacionar “-” como sinal
do subtraendo e ndo como sinal da operacéo, pois na atividade 2 foi trabalhado que
quando tem-se uma multiplicagao por (—1) ocorre uma rotagao de 180°, dessa forma
o estudante pode evidenciar e acrescentar correspondéncia entre a unidade

significativa do como oposto. A segunda aborda a subtragcdo como sendo a
diagonal menor do paralelogramo das translagcdes dos vetores, a ordem das
transformacdes no plano se altera; para fazer desse modo primeiro se faz a
translagdo e em seguida muda apenas o sentido do vetor sem rotacionar ou refletir,
conforme ilustra a figura 21. No entanto, o vetor azul (Figura 21) ndo aponta para o
namero complexo resultante da operacido, é necessario trasladar esse vetor para
origem. E esperado que os estudantes escolham realizar essa operacdo pelo
primeiro modo, pois requer um custo de tratamento menor das unidades
significativas mobilizadas. Na multiplicagdo serdo requeridas trés transformacoes,
séo elas: rotacao ou reflexao, translagcdo e homotetia. Nessa operacgéo sera possivel
evidenciar se as unidades significativas trabalhadas nas operac¢des anteriores foram
entendidas, pois ao distribuir a parte real e imaginaria de um numero complexo
sobre o outro, a multiplicacdo se converte em uma das operag¢des anteriores. Antes
de efetuar a adigdo ou subtragdo os estudantes precisam rotacionar em 90 graus
(sentido anti-horario) o vetor que esta sendo multiplicado pela unidade imaginaria e
multiplicar os vetores pelos escalares distribuidos utilizando a ferramenta homotetia,
na qual aplica a razdo (o escalar) sem modificar a orientagdo dos vetores. Além de
evidenciar a utilizagao das transformacdes, essa atividade sera de suma importancia

para o estudante perceber que ha representagdes em que algumas operagdes se



90

tornam mais simples, mais a frente sera tratado a operacao de multiplicacido na
representacao trigonométrica que evidenciara a importancia de mobilizar diferentes
representacdes, nao apenas para facilitar as operacdes, mas sim, vislumbrar outras
unidades significativas que nessa representagédo torna-se de dificil compreensao.
Por fim, a operacdo de divisdo requer as mesmas transformagdes abordadas na
multiplicagdo, no entanto, foram mostradas duas maneiras de dividir dois numeros
complexos, a primeira utilizando igualdade de numeros complexos que recai hum
sistema linear na representacao algébrica, mas o estudante percebera que nao é tao
simples encontrar o numero complexo por meio da igualdade no plano complexo. O
que pode acarretar a escolha da divisdo pela multiplicacdo do conjugado, devido ao
menor custo de tratamento nas duas representacées (algébrica binomial e
geomeétrica). E, analogamente a multiplicagao, essas diferentes abordagens para a
divisdo prima pela necessidade da conversdo num registro que minimize os
tratamentos entre as unidades significativas. Em suma, a representagdo geométrica
em coordenadas retangulares exige maior tratamento das unidades significativas
nas operagdes de multiplicagédo e divisao.

Hipotese(s): (@) entender as operacdes de adicdo e subtragdo a partir das
transformagdes geométricas no plano; (b) apontar dificuldades nas operagdes de
multiplicacdo e divisdo na forma grafica (retangular).

5.3.6 Transformacdo de coordenadas no plano complexo e operagbes na

representacao polar

Essa atividade objetiva converter duas representagées importantes no tocante
aos numeros complexos. Para isso, inicialmente fara uma abordagem convertendo
afixos na forma retangular em coordenadas polares. Assim, sera solicitado aos
estudantes que plotem um numero complexo no plano (coordenadas retangulares) e
construa o tridngulo retangulo a partir das projegdes ortogonais do vetor associado
ao numero complexo. Dessa forma, dado o afixo z; = 3 + 4i solicitar aos estudantes
que utilizem as ferramentas distancia entre pontos e angulo para encontrarem o
moddulo e o argumento e, posteriormente, escrevam o numero complexo na forma

trigonométrica, conforme ilustra a figura 23.
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Figura 23: Transformando coordenadas retangulares para polares.

a 2, = 5[cos(53.13°) + i - sin(563.13°)]

/

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Apds encontrar o modulo e o argumento, modificar a malha do plano de
retangular para polar e solicitar que os estudantes plotem o mesmo numero
complexo na malha polar. Assim, tem-se lado a lado na (Figura 24) o mesmo

numero complexo em coordenadas distintas (representagoes).

Figura 24: Plano complexo nas malhas polar e cartesianas

21 = (|21 cos ), |z sinf) = (5 cos(53.13%), Hsin(53.13°))

z1 = (|z1];8) = (5,53.13%)

53130

o 1 2 3 4

A

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Apds essa construgdo sera elaborado juntamente com os alunos dois
applets'®'* no GeoGebra que converte nimeros complexos da forma retangular para

polar e vice-versa.

3 Animagcao disponivel em: https://ggbm.at/KUkBqVzv
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Para a multiplicacado e divisdo far-se-4 o uso exclusivo da malha polar em
todas as representagdes no plano complexo. A fim de evidenciar as unidades
significativas da representagao polar e para entender o comportamento das mesmas
quando da realizacdo das operagbes de multiplicacdo e divisdo. Assim, sera
solicitado que os estudantes formem duplas e que um faga a multiplicacdo e outro a
divisdo, seguindo os passos abaixo:

(i) Solicitado aos estudantes efetuarem a multiplicacdo e divisdo dos

seguintes numeros complexos utilizando o GeoGebra:
Z1=2+Zl e 22:3+Ol

(i) Plotar os numeros complexos acima, bem como associar um vetor a cada
um deles;

(iii) Apontar os angulos entre o eixo real e vetor dos numeros complexos
(argumentos) utilizando a ferramenta dngulo e o comprimento de vetor
(mddulos) utilizando a ferramenta distancia entre dois pontos;

Z1

(iv) Inserir no campo de entrada z; =z, - z, € z, = =

Zz’
(v) Analogamente ao item (iii) apontar as unidades significativas dos

complexos resultantes das operagdes.

Ao final dessa atividade perguntar aos estudantes como podemos efetuar a
adicdo e a subtracdo desses dois numeros complexos (os que foram trabalhados

nas operagdes anteriores).

Anadlise a priori: A realizagdo dessa atividade prima por colocar em
correspondéncia algumas unidades significativas nas representagbes algébricas
binomial, trigonométrica e na representagado grafica. Ao relacionar as formas
algébricas com a forma grafica fica evidente a correspondéncia direta entre as
unidades significativas da parte real (a) e da parte imaginaria (b), pois
correspondem ao afixo representado no plano complexo, portanto a variacdo dos
par@metros acarreta deslocamentos horizontais (quando a se modifica) e
deslocamentos verticais (quando b se modifica). Ao relacionar a representagéo
trigonométrica com a representagcdo grafica (polar) também torna possivel a

visualizacdo da correspondéncia entre o moédulo e argumento nas duas

4 Animagcao disponivel em: https://ggbm.at/KmX7BaTB
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representagcdes. No entanto, converter as representagdes algébricas (retangular e
polar) sem a utilizagdo do registro grafico, ou seja, sem o ambiente de geometria
dindmica, os estudantes poderao encontrar dificuldades na correspondéncia entre as
unidades significantes.

Durante a abordagem das operagbes acredita-se que os estudantes
perceberdo de imediato que na multiplicagdo ocorre a soma dos argumentos e na
divisdo a subtracado entre os mesmos. No entanto, ndo se espera que os estudantes
percebam facilmente como o médulo resultante das operagdes se relacionam com
os modulos dos numeros complexos utilizados na operagéo.

Quanto as operacdes de adigao e subtracdo na forma polar, espera-se que os
estudantes relembrem essas operagbes em coordenadas retangulares e fagam
essas operacgdes a partir das transformacdes geométricas no plano complexo.

Hipétese(s): (a) entender as relacbes que existem entre as unidades
significativas nas representagdes algébricas utilizadas; (b) perceber que ambas as
representacbes algébricas utilizadas tratam do mesmo numero complexo; (c)
entender que no registro grafico podem ser realizadas todas as operagdes até o
momento estudadas; (d) perceber que no registro grafico-polar as operagdes de

multiplicagéo e divisdo exigem menos tratamentos que no registro grafico-retangular.

5.4 Experimentagao

Realizadas as devidas analises preliminares, bem como a priori relata-se a
partir desta se¢do a operacionalizagdo das atividades planejadas e a execugéo in
loco.

A pesquisa aconteceu entre os meses de maio e julho de 2018, totalizando 38
encontros de 50 minutos de duragcdo. Embora tenham sido destinadas uma
quantidade expressiva de aulas para abordar os numeros complexos, algumas
eventualidades se fizeram presentes durante o periodo, como discriminadas no

quadro 7, juntamente com os motivos e os periodos destinados.
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Quadro 7: Distribuigcao das aulas durante a pesquisa

4 periodos Revisao de conteudo e aplicagao de exames
4 periodos Atividade interna — Intercursos
4 periodos Greve dos motoristas

38 periodos
2 periodos Jogos da Copa do Mundo FIFA

4 periodos Atividades avaliativas

20 periodos Aplicacao das sequéncias de ensino

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Os participantes da pesquisa foram selecionados de acordo com os seguintes
critérios: (a) frequéncia na disciplina de matematica maior ou igual a 80%, dessa
forma os estudantes participaram de maioria das atividades propostas; (b) entrega
dos termos de assentimento (Apéndice A) e Termo de Consentimento e Livre
Esclarecido (TCLE) até o final da pesquisa. Da intersecdo desses dois critérios 12
estudantes tornaram-se sujeitos desta pesquisa. Cabe destacar que os mesmos nao
foram informados sobre tais critérios para a participacdo da pesquisa, os termos
foram entregues aos estudantes sem a obrigatoriedade de entrega. Para manter a
identidade preservada, os estudantes mencionados na pesquisa foram identificados
pelo seguinte cédigo: Estudante 1 (E1), Estudante 2 (E2) até o Estudante 12 (E12).
Também foram ocultados dos registros dos estudantes e dos registros do caderno
de campo do pesquisador qualquer rétulo, especificagéo, data' ou informagdo que
de alguma forma permitisse revelar direta e indiretamente a identidade do
participante.

As sequéncias de ensino planejadas em cada atividade n&o foram aplicadas
conforme discorrida na secdo anterior, as mesmas foram diluidas no planejamento
de cada aula (remanejadas em planos de aulas). O motivo é pelo fato de que as
atividades ndo contemplam todos os topicos relacionados para o ensino dos
numeros complexos, isto é, tais atividades foram criadas para proporcionar
situagdes que melhor evidenciam a utilizagdo do ambiente de geometria dindmica do
GeoGebra e, por consequéncia, as representacdes que se manifestam nesse

ambiente.

5 Como participaram dessa pesquisa duas turmas com horarios distintos, a data de aplicagédo poderia
indicar quais participantes pertencem a turma A ou B.
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E notério que as atividades, com excecdo da primeira, t&m no seu escopo a
utilizacdo do GeoGebra, mas cabe destacar que foram realizadas outras abordagens
para contemplar o ensino dos numeros complexos, como por exemplo a
historicizagdo do conteudo, listas de atividades e a resolugao de problemas.

As atividades ndo eram precedidas de avaliacbes pontuais, isso por dois
motivos: (i) devido a uma questéo organizacional de uma das turmas, a turma A foi
dividida em dois subgrupos onde uma parte ficou com o professor titular e a outra
com o pesquisador (a turma continha no total 54 estudantes). A fim de sistematizar o
conteudo das atividades avaliativas o professor, juntamente com o pesquisador, se
organizaram para convergir o mesmo numero de atividades avaliativas, bem como o
peso de cada uma delas, pois ao final do semestre as notas e os conteudos de cada
avaliacao devem estar discriminados no sistema de notas da instituicao; (ii) acredita-
se que ao avaliar uma atividade imediatamente apds a execugao revele apenas um
sucesso imediato, ofuscando de certa forma os interesses reais, pois o objetivo &
analisar como o ambiente de geometria dindmica infere numa percepcao mais ampla
sobre as representagcées dos numeros complexos, € ndo, em situacdes de ensino
isoladas e pontuais.

Dessa forma, os dados a serem analisados nesta pesquisa ndo sao oriundos
de nenhuma avaliagdo especifica ao término de cada atividade, mas sim, pelas
representacdes produzidas pelos estudantes no decorrer das aulas. Para isso, fez-
se a digitalizagcao de todas as listas de exercicios, trabalhos, provas e cadernos dos
estudantes participantes da pesquisa, além das produgdes realizadas no ambiente
de geometria dinamica'®. Embora no TCLE (Apéndice A) mencionar o registro de
audio das atividades, os estudantes que nao participaram da pesquisa se sentiram
inseguros e incomodados, fato este que corroborou para eliminar esse instrumento
de coleta de dados. Contudo, para coletar as discussdes realizadas durante as aulas
fez-se uso de anotagdes no caderno de campo do pesquisador, as quais se
encontram no Apéndice B.

Finalizada a fase que relata os detalhes durante a execuc¢do da pesquisa,
encontra-se no préximo capitulo os resultados evidenciados durante a

experimentacdo da investigacdo, isto €, uma analise posterior a pesquisa.

6 Foi solicitado que os estudantes compartihassem o arquivo .ggb (extens&o utilizada pelo
GeoGebra), assim é possivel verificar de que forma os estudantes utilizaram as ferramentas do
aplicativo.
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6. ANALISE A POSTERIORI: RESULTADOS E DISCUSSAO

Esta secao reserva-se para expor os resultados, bem como, a analise das
atividades aplicadas durante a pesquisa. Deste modo, optou-se por fazer uma
analise individual de cada atividade planejada e aplicada a teoria dos registros de
representacdo semiodtica e das tecnologias digitais. No capitulo das consideragdes
finais apresenta-se uma visdo mais ampla e geral sobre o conjunto das atividades.

Como mencionado no capitulo anterior, as imagens e materiais apresentados
a partir deste momento foram autorizadas pelos responsaveis dos participantes da
pesquisa. Sendo assim, fez-se utilizagao explicita das producdes destes estudantes-
participantes, no entanto, cabe ressaltar que os comentarios retirados do caderno de
campo do pesquisador sdo fatos e discussdes gerais das turmas, ou seja, nao séo

falas ligadas diretamente aos 12 participantes.

Atividade 1

Esta atividade teve duragcédo de aproximadamente meio periodo (25 minutos) e
participaram 39 estudantes incluindo os sujeitos de pesquisa. Foi aplicada conforme
estava previsto no planejamento, onde se fez a entrega de dois pedagos de papeis
coloridos (verde e laranja) e foi solicitado a uma turma que escrevesse no papel
laranja um ndmero qualquer e no papel verde!” um numero complexo e, para a outra
turma o contrario, no papel laranja um numero complexo € no verde um numero
qualquer (apenas para fim de organizacdao). Na Figura 25 se encontram as
representacdes desses numeros pelos sujeitos de pesquisa: a direita a turma A e a

esquerda a turma B.

7 Na imagem a direita (Figura 25) a cor ficou esmaecida, dessa forma refere-se aos papéis que estao
escritos 2i, formas algébricas, 0, —/—7,2, m e 21,1111...
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Figura 25: Produgdes dos participantes referentes a atividade 1.
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Em ambas as turmas a representacdo de um numero qualquer recaiu no
conjunto dos naturais, seguidamente fora perguntado aos estudantes o motivo por

representar esses nimeros. As respostas foram:
- Usamos no dia a dia.
- S8o 0s numeros mais faceis.

- Usamos para contar.

Alguns ainda responderam que colocaram aleatoriamente esses numeros. No
entanto, ao olhar as representacbes dos demais estudantes, ndo apenas dos
participantes, verifica-se que todos representaram numeros naturais.

O motivo pela escolha de um unico conjunto numérico para representar “um
namero qualquer” reflete a intencao da atividade, pois ao solicitar que eles fizessem
a representacdo de um “ndamero qualquer” e um “nimero complexo” induz os
estudantes a pensarem que “numero qualquer” ndao € complexo e nem um numero
complexo € qualquer numero. Para representar um numero qualquer, os alunos
fizeram a escolha de conjunto que nado seja “tdo complexo” para eles, levando a
escolha dos niumeros naturais (inteiros positivos).

Isto revela que os numeros naturais se encontram disponiveis e, por
consequéncia, operaveis para o reconhecimento solicitado nesta atividade. E, ndo
reflete a capacidade de representar outro conjunto numérico, haja visto que no

reconhecimento de “‘um numero complexo” foram mencionados outros conjuntos.
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No que diz respeito a representacdo de um numero complexo, as escolhas
entre os conjuntos numéricos foram semelhantes, mas a distribuicdo apresentou

variacgdes significativas entre as turmas conforme ilustram os gréficos da figura 26:

Figura 26: Distribuicdo das representagcdes de um numero complexo

Turma A Turma B
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

A tutma A atestou o esperado conforme mencionado na anadlise a priori,
concentrando a maioria no conjunto dos lrracionais (basicamente o nimero © e
raizes nao exatas), seguido pelo conjunto (subconjunto) dos imaginarios (foram
representados pelos estudantes como raizes quadradas com radicando negativo,
isto €, nenhum estudante representou a unidade imagindria). Nessa turma foram
enquadrados como Outros os casos, conforme aparecem na figura 25 a esquerda,
“Alguma coisa com letras” e o0 “8 deitado” (infinito).

Ja na turma B a representacdo de um numero complexo foi associada
fortemente a dois conjuntos, os naturais (nUmeros com muitas casas decimais e
repetidas vezes o 0 (zero)) e os racionais (numeros decimais e dizimas periddicas).
No mais, apenas nesta turma um estudante utilizou a unidade imaginaria para
representar um numero complexo, como demonstrado na figura 25 a direita.

Quando perguntados o motivo pelas escolhas desses numeros os estudantes
responderam o seguinte:

- Numeros ‘grandes”

- Raiz negativa
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- Dificil de fazer conta

- Quando a parabola nao toca no “chao”

A discussao realizada durante a aula revelou dois vieses que foram utilizados
para responder que numeros sao esses, O primeiro se caracteriza por uma
representacdo pessoal de um numero complexo (aqui a palavra complexo é
entendida num contexto literal, algo complicado e dificil) visto que respostas como
‘numeros grandes” e “dificil de fazer conta” apontam nesse sentido. Além disso,
alguns estudantes questionaram se apds a representagdo desse “numero complexo”
se 0 mesmo seria utilizado para fazer outros calculos, motivo esse que os levou a
representar um numero que costumeiramente nao tenham dificuldade de operar.

O segundo caminho aponta para um entendimento de conjunto numeérico, até
porque foram mencionadas as raizes complexas de uma equagéo de segundo grau,
indicando que os numeros complexos ja foram estudados nos tépicos de fungao
quadratica. Evidencia-se ndo apenas pelo comentario de um estudante sobre a
parabola ndo tocar no “ch&o”, mas também pela utilizacdo de raizes quadradas com
radicando negativo. Num ponto de vista semiético, apenas a representacdo de uma
unidade significativa (unidade imaginaria) do objeto maior — nimero complexo — era
desconhecida pela maioria dos estudantes.

No final desta atividade foi observado junto aos estudantes que boa parte dos
alunos conseguiram representar um numero complexo (exceto os que nao
souberam, juntamente com os Outros mostrado na figura 26), ao receberem essa
afirmacdo os estudantes entenderam que todos os numeros estudados até o
momento podem ser classificados como complexos, algumas falas foram

direcionadas neste sentido pelos mesmos:

- Todos sdo complexos entéo!

- Conjunto maior.

Deste modo, a atividade teve um objetivo lateral, na qual consistiu em
introduzir os numeros complexos investigando os conhecimentos prévios dos
estudantes e sem relembrar de maneira abrupta os conjuntos numéricos ou utilizar-
se de fatos historicos relacionados a este conteudo (tal abordagem se tornou comum
nos livros didaticos analisados). Cabe destacar, que é de suma importancia

relembrar os conjuntos numéricos, bem como a historicizagcdo desses conjuntos,
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mas que podem ser articulados em momentos diferentes, ndo apenas como questao
motivadora ou para iniciar o conteudo.

Além disso, esta atividade tem uma abordagem didatica que direciona os
estudantes a refletirem de maneira autbnoma, sendo resultante de uma situagdo
adidatica que segundo Almouloud (2007, p. 33) “é uma situagédo na qual a intengéo
de ensinar ndo é revelada ao aprendiz, mas foi imaginada, planejada e construida
pelo professor para proporcionar a estes condi¢cdes favoraveis para a apropriagao do
novo saber que deseja ensinar’.

Embora a atividade teve por objetivo verificar o entendimento dos estudantes
acerca de um novo conjunto, a mesma apenas exigiu a representagédo de numeros.
Ao analisar desta maneira, verifica-se que do ponto de vista das representagbes nao
se articulou ou realizou nenhuma transformagao, o que nos leva a acreditar que a
atividade cognitiva requerida para realizar esta tarefa € infima. No entanto, Duval
explica a importancia de tarefas de reconhecimento:

O nivel de compreensdo matematica que um aluno pode ser capaz de
alcancar e o grau de iniciativa ou de exploracéo do qual ele pode dispor na
resolugdo de um problema dependem do conjunto do que ele pode
reconhecer rapidamente. Tarefas de estrito reconhecimento sio, entao,
tao importantes para a aprendizagem quanto as tarefas de produgéo. [...] Os
unicos conhecimentos disponiveis e mobilizaveis por um individuo — e,

portanto, operatérios para ele — sdo aqueles que permitem reconhecimento
relativamente rapido. (DUVAL, 2003, p. 28, grifo nosso).

Desta forma, o reconhecimento por parte dos estudantes na atividade
proposta situou o nivel de conhecimentos sobre os conjuntos numéricos, revelando
que alguns participantes da pesquisa nao dispdem das representagdes sobre este
conjunto e outra parte ja sinaliza o contato com as mesmas. Portanto, a utilizacdo
desta sequéncia de ensino para introduzir o conjunto dos numeros complexos se

mostrou apropriada, ratificando a hipétese levantada inicialmente para tal atividade.

Atividade 2

Para esta atividade foram utilizados o GeoGebra na versdo desktop,

juntamente com o aplicativo nos celulares dos estudantes, pois este foi o primeiro

contato com as ferramentas do software pelos mesmos, assim, foram inseridos os
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comandos conforme mencionados na analise a priori da respectiva atividade. Os
alunos, observando a projegao da versado desktop na lousa, comegaram a manipular
os menus e ferramentas do ambiente dindmico do GeoGebra em seus proprios
celulares. Cabe ressaltar, que nenhum estudante teve contato com esse aplicativo
em momentos anteriores de sua formacao, dessa forma fez-se a escolha de ensinar
as fungdes, os recursos e ferramentas durante a execugdo das atividades, isto €,
nao foi dedicado nenhum momento a parte para explorar™ o GeoGebra, a cada nova
ferramenta requerida era explicado ao estudante seu propdsito e o motivo pelo qual
seu uso se faria necessario.

Nesta atividade foram trabalhadas as operacbes de adicdo, subtracdo e
multiplicacdo sobre a reta real, e os estudantes executaram junto com o professor os

seguintes passos como ilustra a sequéncia de quatro imagens da figura 27:

Figura 27: Sequéncia de construcéo da atividade 2

Arguive Editar Exibir Opeles Ferramentas Janela Ausda Entrar Arquivo Pditar Exibir Opgées Ferramentas Janela Auda Entrar
¥ Janela de Aigebra % | » Janela de Visualizagio % * Janals do Algebra * Janals de
i
Entrada Entrada:
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

A primeira imagem (superior esquerda) ilustra a interface inicial do GeoGebra
que foi projetada aos estudantes na lousa, ainda nessa imagem pode-se observar a
janela de algebra que permite a visualizagdo dos pontos no registro algébrico e a
direita dela a janela de visualizagdo que ilustra graficamente em duas dimensdes os

mesmos pontos. Ja na segunda imagem (superior direita) encontra-se a mesma

8 Apenas foram discutidas as configuragdes da tela, como por exemplo, esconder e mostrar malha,
eixos e pontos.
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interface apenas com o eixo real, foram escondidos a malha retangular juntamente
com o eixo das ordenadas, isto para evidenciar as operacdes sobre a reta real que
se encontram na préxima imagem (inferior esquerda).

Na terceira imagem (inferior esquerda) foram inseridos os pontos A que
demarca a origem, em seguida os pontos B e C que foram utilizados na operagéao de
adicao e, por fim o ponto D que mostra a soma dos dois pontos anteriores (inserindo
o comando D = B 4+ C no campo de entrada). Ja a ultima imagem (inferior direita)
mostra por meio da translagdo de segmentos a operagdo de adicdo no registro
figural, para isso fez-se a translagdo do segmento que corresponde a de distancia de
A até B a partir da extremidade do seguimento que determina a distancia de A até C.
Assim, o resultado & modulo (distancia) de A até o extremo do segmento transladado
de B, resultando exatamente sobre o ponto D na reta real.

Ao realizar apenas esta primeira operacao pode-se trabalhar com trés

representacdes de registros diferentes, como ilustra o quadro 8.

Quadro 8: Registros requeridos durante a atividade 2

Registro numérico Registro grafico Registro figural
A=(0, 0)
B=(20) A D AC AB
C=(3,0) LA R .
D=(5,0)

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Cabe neste instante relembrar conceitos essenciais da semiotica para ratificar
a importancia de se abordar um objeto por distintas representagbes. Pois bem, ao
analisar a representagao no registro algébrico observa-se a variagdo de apenas uma
unidade significativa (a outra seria a ordenada do ponto)'®, a saber, a abscissa do
ponto. O interessante é observar a correspondéncia destas unidades significativas
nas outras representagdes, no registro grafico a abscissa reflete a posicao do ponto
sobre a reta e o fato da ordenada ser nula em todas as representagcdées no registro

algébrico indica a dimenséo grafica e figural dos registros, revelando a dimens&o R?.

9 Sendo que por unidade significativa se entende, segundo Cardoso (2015, p. 42), “as letras,
simbolos, eixos, desenhos [...] constituem-se em diversos registros de representagdes semiotica
capazes de representar certos aspectos do objeto”. Isto €, as unidades significativas de cada registro
compdem propriamente o objeto representado.
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Ja no registro figural a unidade significativa “abscissa” se revela como distancia em
relagdo a origem e, ndo mais posigdo como € o caso da representacao grafica. Isto
corrobora para o entendimento de que cada registro revela uma face do objeto e,
portanto, necessario recorrer a diferentes registros de representacao para entender
melhor o objeto que se deseja ensinar e aprender.

Para melhor clarificar a importdncia de se articular estes registros de
representacao relata-se uma situacdo que surgiu durante aplicacdo desta primeira
parte da atividade 2, um estudante gostaria de efetuar a adicao de dois numeros
sobre a reta real, porém um deveria ser zero. Para explicar ao estudante a adicao
com uma parcela nula foi utilizado a ferramenta mover que permite deslocar
qualquer ponto sobre a reta real (configurando assim um registro dindmico nessa
representacéo), assim foi solicitado que o estudante movesse, por exemplo, o ponto

B até o marco zero conforme ilustrado na figura 28.

Figura 28: Recurso dinamico do GeoGebra, ferramenta mover.
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Com a utilizagdo do registro dinamico o estudante percebeu que a medida
que B se aproxima de A (que seria a parcela nula) o ponto D também se aproxima
de C e, na imagem a esquerda observa-se que quando o ponto B coincide com A o
ponto D sobrepdem C. Isso revela que quando uma parcela é nula o resultado
equivale a outra parcela. Ja na representacao figural fica ainda mais evidente, pois o
modulo do segmento de B também € nulo e a translacdo dos segmentos recai

apenas sobre o0 ponto C, que no caso especifico da atividade é a outra parcela.
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Embora a correspondéncia entre as unidades significativas nas
representacdes podem ser evidenciadas sem uso de recursos dindmicos, como fora
relatada em paragrafos anteriores, para os estudantes pode nao se revelar
claramente, isto porque, para relaciona-las em diferentes registros de representagao
€ necessario, primeiramente, saber representa-las de um ponto de vista semidtico
(simbolicamente) e, também saber coordenar as diferentes representagbes de cada
registro exigindo, assim, além da atividade de producdo semidtica, o
desenvolvimento da atividade cognitiva. Mas com a utilizagdo do ambiente de
geometria dindmica, ocorre simultaneamente a correspondéncia entre a produgao
semiodtica (na imagem a esquerda da figura 28 mostra que ao mover o ponto B para
esquerda na janela de visualizagao, altera o valor da abscissa na janela de algebra)
e, instantaneamente uma transformagédo semiotica acontece, a conversdo. Segundo
Duval (2003), é durante estas transformacdes semidticas que ocorre a atividade
cognitiva.

A Ultima operacao desta atividade foi a multiplicacdo, para isso fez-se a
construcao junto aos estudantes da sequéncia de comandos descrita na analise a

priori, conforme observada na figura 29.

Figura 29: Multiplicacédo na reta real

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Y

Na imagem a esquerda tem-se a origem indicada pelo ponto A, o ponto B
movel sobre a reta e o controle deslizante® n que varia de —2 a 2. Ainda nessa

imagem é possivel observar a multiplicagéo 2 - 2 = 4, onde um fator é representado

20 Esta € uma das principais ferramentas no GeoGebra que permite tratar as representagbes de
maneira dindmica.
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pelo ponto B e o outro fator é a variagdo do controle deslizante (onde nessa imagem
foi arrastado até 2 também). Na imagem a direita € possivel observar a multiplicagao
do mesmo fator B pelo fator (—1) indicado na barra do controle deslizante. Para
atestar que de fato ocorreu uma rotagdo de 180° em relagdo a origem fez a
utilizacao de outra ferramenta chamada de Rotagdo em relagdo a um ponto, assim
foi solicitado que estudantes em duplas comparassem a transformacao realizada,

conforme ilustrado na figura 30.

Figura 30: Rotacdo em relagdo ao um ponto
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Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Na imagem a direita a rotagdo aconteceu via controle deslizante, ja na
imagem a esquerda o ponto €’ indica a rotagdo do ponto C (que coincide com
B) com a origem de 180° no sentido indicado na imagem. Desta forma, os
estudantes puderam averiguar a transformagdo que ocorre na reta real quando se
multiplica por (—1)2L.

Apds explorar essas duas ferramentas (controle deslizante e rotagdo em
relagdo a um ponto) fez-se a seguinte pergunta aos estudantes:

Sera que existe algum numero real que multiplica o ponto B e ocasiona uma rotagao

diferente de 180°, por exemplo, 90°?

As respostas foram direcionadas da seguinte maneira:

21 Também se mostrou via registro grafico o porqué dois fatores menores que zero resultam num
produto maior que zero.
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- Como faz para alterar os valores do controle deslizante?
- Acho que basta multiplicar pela metade (—1), se (—1) rodou 180° a
metade vira s6 90°.
- A mudancga acontece quando passa de positivo para negativo, seria um nimero

que ndo é positivo nem negativo, tem um meio termo?

Os alunos colocaram outros valores no controle deslizante, nao somente
inteiros e apés muito arrastarem perceberam que nenhum fator real faria o produto
(no registro grafico € um ponto) desgrudar da reta real. Assim, foi pedido que na
mesma tela em que estavam tentando digitassem no campo de entrada um outro
ponto, agora sendo multiplicado por i, foi sugerido D = B - i. Veja a multiplicagdo de

um ponto pela unidade imaginaria (Figura 31) no celular do participante E7.

Figura 31: Multiplicagédo de um
ponto pela unidade imaginaria

C=B-a
—+ {—5.0249999999996, 0)

D= B-i
o
—+ 0+ 3.3499999999997i

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Apds os estudantes verificarem que a multiplicagdo pela unidade imaginaria
rotaciona o ponto em 90° em relagdo a origem foi utilizado essa construgdo no
GeoGebra para definir a unidade imaginaria no registro de representagao grafica e
posteriormente no registro de representagdo algébrica. Observe como o ambiente

(Figura 32) foi utilizado para atestar que i? = —1.
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Figura 32: Definindo a unidade imaginaria no
registro de representacao grafica.

fe]

1 X1 =—1
i*=—1

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Esta atividade de multiplicagcdo na reta real ofereceu aos estudantes o
primeiro contato com a unidade imaginaria. Optou-se por primeiro representar no
registro de representagao grafica utilizando o ambiente dindmico do GeoGebra por
dois motivos: o primeiro € mostrar aos estudantes o comportamento dessa unidade
significativa (i) no plano complexo e, segundo, para introduzir o préximo topico, a
saber, as poténcias da unidade imaginaria. Além disso, acredita-se que ao definir a
unidade imaginaria na representacao grafica explica de uma maneira ludica como o
quadrado de um numero resulta em um valor negativo, pois comumente os livros
didaticos definem a unidade imaginaria na representacéo algébrica e argumentam
que por definigdo i? = —1.

Cabe ressaltar que a definicdo da unidade imaginaria utilizando o
registro de representacdo grafica como partida aumenta a congruéncia entre as
representacdes nos registros grafico e algébrico binomial. Em contrapartida, ao
utilizar uma representacao algébrica binomial como registro de partida pode ocorrer
as seguintes situacoes:

e Partindo que i = —1
i?=-loJiz=vV-loli=v-1ei=+/-1
e Partindoque i =+v-1
i=VAei2=(1) ei2=v1.v-1= /1) =1
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A questdo aqui ndo discutir qual das situagbes esta correta?, mas sim que a
escolha dessa representagdo de partida pode favorecer o surgimento de algumas
incompreensoes.

Apos a definicdo da unidade imaginaria no plano complexo e na
representacdo algébrica binomial fez-se a utilizagdo do ambiente de geometria
dindmica para estudar as poténcias da unidade imaginaria (i). Para a abordagem
inicial das poténcias o registro algébrico binomial escolhido foi que os alunos
registrassem no seu caderno o valor das seguintes poténcias: i°, i, i2, i® e i*. Em
seguida, eles deveriam utilizar o GeoGebra para relacionar as poténcias nas
representagcdes algébrica binomial e grafica. Veja os registros do estudante E5
(Figura 33).

Figura 33: Poténcia da unidade imaginaria no GeoGebra

-~ Protocolo de Construgio
o~ | =~ |2 | e

M- [ Nome: _ |Desc..[vaior
1| HOmero z, =1+ 0 1
Complexo 2, o
2 IMamero e, =0 O
CompleXxo
3 MUmero Z,= -1 +0f
Complexo Z__,,

4Mamero -?-; = zs =
Complexo 2 O

S5 Momero Ty e R 5
Complexo Z, — -1+ 0i

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Dos participantes da pesquisa, 8 alunos utilizaram os registros de
representacéo algébrica e grafica (no GeoGebra nenhum utilizou recursos dinamicos
para simular varias poténcias, inseriram poténcia por poténcia para conferir os
valores com as representagdes algébricas), 3 utilizaram apenas o registro algébrico
e 1 ndo soube encontrar as poténcias da unidade imaginaria. Na figura 33 € possivel

verificar que o estudante associou em parte as poténcias da unidade imaginaria com

22 Apesar de pouco abordada nos livros didaticos, pode-se definir i = —vV—1 ou i =+—1. Ja na
segunda situagcdo mostrada, existe um erro de definicdo, pois as operagdes em reais que envolvem
radical s6 se aplicam para radicandos maiores que zero.
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as poténcias de base 2 e percebeu o padrdo quando calculou a Ultima poténcia i3.
Nas demais imagens da figura pode-se visualizar de que maneira o estudante se
utilizou do GeoGebra para conferir as poténcias, 0 mesmo inseriu as poténcias de 0
até 4 no campo de entrada e observou os numeros complexos gerados. Um detalhe
interessante é que na medida que o estudante inseria as poténcias no campo de
entrada o software tratava o resultado na forma a + bi, assim alguns tratamentos no
registro de representagédo algébrico foram antecipados quando da utilizacdo do
GeoGebra em algumas atividades.

Para finalizar a analise desta atividade foi evidenciado por partes dos
estudantes uma preferéncia na utilizagédo de representagdes graficas em detrimento
das representagdes algébricas para responder algumas tarefas solicitadas, por

exemplo, numa atividade avaliativa foi perguntado o seguinte:

Durante as nossas aulas estudamos varios topicos relacionados aos numeros
complexos, dentre eles, as poténcias da unidade imaginaria (i). Explique como
podemos calcular as poténcias de i com expoentes inteiros e por que as poténcias

se repetem em todos 0s expoentes?

A seguir (Figura 34), destacam-se algumas respostas que evidenciaram uma
preferéncia grafica para explicar o solicitado.
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Figura 34: Poténcias de "i", argumento dos estudantes E2 e E5 respectivamente.
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Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Dos participantes, 9 sinalizaram que o padrdo das poténcias ocorre pela
repeticdo das rotacbes no plano complexo; os demais observaram a repeticido dos
valores numéricos de cada poténcia, argumentando assim, que bastaria dividir o
expoente por 4 e o resto da divisdo indicaria o valor da respectiva poténcia de i.

Cabe ao final desta atividade discutir o papel do ambiente de geometria
dindmica na realizagédo das tarefas acima narradas e analisadas. Frente a isso, uma
pergunta se levanta para elucidar o potencial semidtico e cognitivo abarcado nesta
atividade - seria possivel averiguar que as sucessivas poténcias da unidade
imaginaria correspondem a rotagbes no plano complexo sem o uso de um ambiente
de geometria dindmica? A resposta nao necessita de objetividade para que se possa
constatar que o referido ambiente provoca, segundo Gravina (2001), pensamento de
experimento, a disponibilidade de ferramentas neste ambiente atina o desejo de
exploracao e investigacdo. Assim, a capacidade de responder a uma tarefa (ou
pergunta) nao se limita as capacidades individuais, mas sim, ao confronto do que ja
se compreende com as potencialidades de cada ferramenta deste ambiente.

O professor poderia, por exemplo, utilizar-se de um registro de representagao
discursivo, como é o caso da lingua natural, para afirmar aos estudantes que as

poténcias da unidade imaginaria se comportam de tal maneira, pois ocorrem
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rotacdes de 90° em torno da origem, sendo assim, ao completar 4 rotagcoes tem-se
uma volta completa e os valores passam a se repetirem. No entanto, a forma como
as poténcias da unidade imaginaria e a identidade i? = —1 foram conduzidas no
ambiente dindmico, propiciaram de antemdo aos estudantes verificarem a
visualizagdo do objeto e o comportamento das unidades significantes que o compde.

As hipoteses levantadas foram parcialmente respondidas; quanto a primeira
acredita-se que as operacgdes foram facilmente compreendidas com o auxilio do
GeoGebra (nenhum questionamento ou duvida foi apontada). A segunda hipétese foi
nitidamente verificada pelas préprias produgcdes dos estudantes que perceberam as
rotagbes que acontecem no plano quando da multiplicagao pela unidade imaginaria.
Por fim, a ultima hipdétese, que diz respeito a percepgao das unidades significativas
e/ou visuais nos diferentes registros de representacdo ndo foi observada
inicialmente. Pois os estudantes se concentraram mais na visualizacdo do registro
grafico em detrimento do registro numérico e/ou algébrico. Ao constatar isso, o
pesquisador mediou a situacao mostrando aos estudantes a correspondéncia entre

as mesmas.

Atividade 3

Esta atividade foi desenvolvida e aplicada para explorar uma caracteristica
das poténcias da unidade imaginaria que ndo é abordada com veeméncia nos livros
didaticos?, a saber, as poténcias que englobam os inteiros negativos. Portanto, fez
a execugao dos passos descritos para tal atividade e, diferentemente da atividade
anterior, a abordagem dos numeros complexos ganhou um tratamento vetorial no
registro de representacao grafico. Pois, nas atividades posteriores fariam uso das
transformagdes no plano e, para isso, necessitavam associar a um afixo no plano
um vetor.

Também nesta atividade fez-se a utilizagdo de outros recursos do GeoGebra,
como controle deslizante, ferramenta dngulo e vetor. E possivel perceber na figura

35 os comandos inicialmente solicitados aos estudantes.

23 Inclusive nas obras que foram abordadas na se¢do 4.2 desta pesquisa.



Figura 35: Construcao da terceira atividade pelo E3
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Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.
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A parte inicial desta atividade foi desenvolvida facilmente pelos participantes,

visto que na atividade anterior foram utilizados comandos semelhantes para verificar

a rotacdo que acontece quando da multiplicagdo pela unidade imaginaria. No

entanto, esta atividade permite verificar que independentemente de onde esteja o

afixo ocorre a referida rotacao; bastou os estudantes movimentarem o afixo z; em

diferentes posi¢gdes no plano complexo e arrastar o controle deslizante para verificar

que isso se aplica a todos os afixos no plano complexo.

Para investigar as poténcias inteiras e negativa, inicialmente foi mostrado aos

estudantes que o inverso da unidade imaginaria equivale ao seu oposto (vide

demonstragao no item 5.2.3). Como tarefa para casa, os participantes teriam que

mostrar utilizando o GeoGebra porque tais poténcias se comportam da seguinte

maneira:

in =>{.

i~" =i",sen for par
i™" = —i", se m for impar
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Também foi solicitado que os participantes compartilhassem o arquivo .ggb
contendo a construcdo no GeoGebra e um breve relato de como responderam a
tarefa. A figura 36 demonstra o modo mais frequente utilizado pelos participantes e,
no Anexo E, encontra-se a forma discursiva que o estudante E2 desenvolveu para
essa tarefa.

Figura 36: Tarefa da atividade 3 realizada pelo participante E2

Al B GOl 2] <)

» Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagdo #| * Protocolo de Construgdo

Namero W~ 2| B~ | E~ |7 @ e
Moo N. | Nome | Descricdo | Valor
Namero Complexo =
! __.[.,J.p 2 a=0 1 NOmero a a=0
L@ Z, = i | _I‘

=]

I3
r
[

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Dos participantes, 11 utilizaram uma construcdo semelhante as poténcias de
expoentes inteiros positivos, apenas acrescentaram no controle deslizante os
inteiros negativos. No entanto, a forma como os mesmos relatam, revela maneiras
distintas de compreender o comportamento desta unidade significativa (i). Tomando
como exemplo o relado do participante E2 (Anexo E) na escrita foram levantadas
duas observagdes importantes que diferenciam a natureza do expoente. A primeira é
o sentido de rotacao apontada pelo participante, quando se refere que “expoentes
positivos giram para esquerda” e “expoentes negativos giram para direita”, 0 mesmo
percebe a correspondéncia entre a natureza do expoente e o sentido rotagdo?*; em
segundo lugar, o valor das poténcias € explicado pela quantidade de rotagbes que
acontece dependendo a natureza do expoente. Veja o recorte a seguir (Figura 37)
retirado do Anexo E.

2 Nas frases acima o participante utilizou os termos para esquerda se referindo ao sentido horario e
para direita ao sentido anti-horario.




114

Figura 37: Recorte da atividade 3 retirada do anexo E.
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Na Figura 37 a direita o participante afirma que i~ n&o igual il, pois ndo se
completou uma volta, fato este indicado pela chave em vermelho na Figura 37 a
esquerda, onde se fez apenas duas multiplicagdes por i (ocasionado uma meia
volta, indicando que tais numeros sao opostos). Na segunda afirmagao da imagem a
direita é dito que i~? = i2 porque sao utilizadas 4 rotagdes e isso, anteriormente, foi
discutido para ressaltar padrao ocorrido nas poténcias da unidade imaginaria.

Outro participante (E3) fazendo uso dos mesmos passos no GeoGebra

relatou as seguintes percepcodes sobre a tarefa, conforme ilustra a Figura 38.

Figura 38: Relato discursivo do participante E3 sobre a tarefa da atividade 3.
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Embora este participante tenha feito uso dos mesmos comandos no
GeoGebra para resolver a atividade, utilizou-se de tratamentos no registro de
representacdo algébrico para responder a tarefa e juntamente com a posigdo em
que ocupa cada afixo no plano dada a variagao do controle deslizante, onde para
valores impares estavam opostos pela origem e quando da paridade os afixos se
coincidiam.

Além disso, outras observagbes foram apontadas durante a execugao desta
tarefa, por exemplo, o participante E9 ratificou o padrao que ocorre com as
poténcias de i utilizando o termo “loopy”®, também verificou que a natureza do

expoente indica a sua posigao nos eixos do plano Argand-Gauss (Figura 39).

F|gura 39: Observagdes do participante E9.
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Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Para finalizar a analise desta atividade apresentam-se os comandos e
maneira que participante E7 desenvolveu a tarefa. Observe na Figura 40 a
construcdo no GeoGebra?® e a descricio da atividade feita por este estudante.

25 A escrita correta desse termo seria loop ou loops que significa lago, rotagdes ou circuito.
26 No enderego a seguir encontra-se a construgao realizada pelo E7: https://ggbm.at/vrzmxgmv
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Figura 40: Raciocinio feito pelo E9 na resolugao da atividade 3
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Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Este participante representou trés numeros complexos variando o sinal
expoente e da base; observe que na captura de tela ficou marcado no controle
deslizante a =1, assim o estudante verificou que i~® = —i% pois 0s numeros
complexos z; € zz que correspondem respectivamente a estas poténcias estédo
sobrepostas no registro grafico e, também, €& possivel verificar a igualdade
observando na janela de algebra os mesmo valores no registro de representagéo
algébrico.

Ao findar tal atividade foi possivel observar que os estudantes conseguiram
entender o comportamento das poténcias da unidade imaginaria com expoentes
inteiros, tanto no registro de representagéo algébrico como no grafico. Além disso, a
atividade evidenciou como a interface do ambiente de geometria dinamico do
GeoGebra corrobora para conjecturar, mostrar e simular o comportamento dos
objetos matematicos em diferentes registros de representacgéo.

Duval (2011) demonstra (Quadro 9) as nuances que ocorrem no pensamento

matematico quando da representagao dos objetos no computador.
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Quadro 9: Andlise das tarefas cognitivas requeridas para a utilizagdo de um
computador

Menu de comando Acao Atividade cognitiva
mobilizada
- Uma lista de termos | - Escolher um termo para | - Conhecimento dos termos
designando 0s objetos | instrugdo ou compor uma | matematicos e
matematicos e as operagdes | sequéncia de varias | DECOMPOSICAO DA
matematicas ou nao. instrucdes. FIGURA ESPERADA EM
FUNCAO DA ESCOLHA DOS
- Lugar vazio para uma | -Escreveruma equacgao. TERMOS DO MENU.
equacao.

- Conversdo automatica de
uma equagdo também ja
dada, ou COORDENAGCAO
- Deslocar manualmente o | PRELIMINAR PARA
mouse. ESCOLHER O TIPO DE
EQUACAO A FIM DE OBTER
O TIPO DE CURVA OU A
SUPERFICIE ESPERADA.

, - Apoiar sobre um icone.
- Uma tabela de icones. P

- O mouse ou o tablet.

- Reconhecimento do icone
que codifica a instrugédo
correspondente ao pedido.

- Coordenagéo do gesto e da
visdo para manipular a figura
obtida.

Fonte: Duval, 2011, p.138.

Pode-se entao, utilizar a tarefa requisitada aos estudantes para ratificar o que
foi mencionando nesse quadro, o menu de comando corresponde as ferramentas
que o GeoGebra dispde para formar, tratar e representar os aspectos que se deseja
do objeto. A acgéo refere-se a dinamica empregada nos termos e icones para
visualizar caracteristicas do objeto quando algum parémetro sofre alteragdo, no
exemplo da tarefa, podemos apontar as ferramentas mover e controle deslizante que
exercem exatamente a funcdo de acéo do objeto. E, a atividade cognitiva mobilizada
refere-se ao reconhecimento ou correspondéncia entre as unidades que compde o
objeto nos registros de representagdo que o software é capaz de mostrar. No
entanto, Duval (2011) argumenta que a mobilizagdo requerida para a atividade

cognitiva se agrava nesse ambiente:

Dificil fazer um trabalho de observagdo ou de comparagdo sobre as
variagbes de representagdes graficas em relagdo as variagbes de formas
escritas das equacOes. Esse trabalho de observacdo e de comparagcéo
exige uma visdo sinoptica de todas as variagées feitas. Em outros termos, é
preciso que coaparegam no campo da visdo as exibicdes sucessivas das
variagdes de representagdes que requisitamos. (DUVAL, 2011, p. 138).
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Diante disso, e com a realizagdo das atividades até o momento, uma forma de

7

evidenciar a visdo sinbptica argumentada é utilizar-se de registros dindmicos de
representacdo na abordagem dos objetos, pois € por meio do movimento de
par@metros (ponto, reta, afixo, angulo, entre outros) que as variacbes das
representacdes podem ser melhor percebidas pelo observador. Assim, as hipoteses

para esta atividade foram atendidas.

Atividade 4

Esta atividade foi planejada e aplicada com intuito de classificar os numeros
complexos em: real, imaginario e imaginario puro. Para isso, fez-se a utilizagéo de
uma estratégia criada pelo pesquisador chamada descobrindo a sua personalidade,
cujos objetivos foram a referida classificagdo dos niumeros complexos e o primeiro
contato com a representacdo de um numero complexo com parte real e imaginaria
diferentes de zero, visto que nas atividades anteriores foram enfatizados aspectos
referentes a unidade imaginaria. Desta forma, a atividade marca o surgimento de
outros numeros complexos, n&o apenas reais ou imaginarios puros.

Inicialmente, o pesquisador argumentou aos estudantes que era possivel
verificar tracos de personalidade em um referido ano utilizando as poténcias da
unidade imaginaria, como ja explicado na andlise a priori, resolvendo a seguinte

expressao:

7 = idla + jmes + jano

Em seguida, dependendo da classificagdo dos numeros era dito que se
tratava de um sonhador (caso resultasse em um ndmero imaginario), purista (caso
resultasse em um imaginario puro) e realista (caso resultasse num numero real).
Foram chamados alguns estudantes para encontrar o nimero complexo resultante
da expressdo acima na lousa e, em seguida, o pesquisador apontava a
personalidade dos mesmos sem revelar o critério de classificagdo. Apds um tempo

os estudantes comegam a entender e expressaram as seguintes conclusdes:

- Realista € s6 tem numero.
- Sonhador tem que ter os dois.

-Purista so a parte imaginaria.
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Antes de realizar esta discusséo sobre a classificagao nos diferentes registros
de representagdo, os alunos responderam a pergunta levantada na analise a priori,
aquela que questionava se ao passar dos anos a personalidade mudaria. Para
responder este questionamento os estudantes utilizaram o ambiente de geometria
dindmico para simular todas as personalidades desde o ano que nasceu até o
momento. Assim, eles inseriram no campo de entrada a expresséo z = {4® + jMé 4
i", onde nrepresentar o intervalo dos anos, desde o nascimento até o momento.
Desta forma, o estudante que nasceu 09/08/1994 (exemplo utilizado em sala) tem os

seguintes rastros mostrados no GeoGebra (Figura 41).

Figura 41: Comandos para representar as variagdes de personalidades ao longo dos
anos.

» Janela de Alg| » Janela de Visualizagio X | ¥ Protocolo de Construgao
® n=2009 B &~ |7 & o
®z=1+2 4 N. Nome | Descrigdo | Valor
® A=(0,0) 2 ! 1Namero n n = 2009
®u= (1) . P :
2 2Numero Complexo z, i® + i +i*n z=1+2i
1 3Ponto A Intersegdo de EixoX, EixoY A =(0,0)
4 Vetor u Vetor(A, z,) u=(1,2)
0 1 2 3
n = 2009

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Os estudantes realizaram esta construgdo no GeoGebra e compararam com
os demais colegas, assim, percebam que nem todos perpassavam as 3
personalidades, pois ao animar a variagao dos anos era possivel visualizar no plano
complexo o rastro dos numeros complexos. Quando questionados o motivo pelo
qual alguns tinham apenas duas personalidades e nao trés, logo perceberam que
nao tinha relacdo com o ano de nascimento, mas sim, o dia e 0 més. Juntamente
com o pesquisador os estudantes comecaram a testar diferentes valores na soma
das poténcias do dia e més chegando a seguinte conclusao, conforme demonstrado

no quadro 10.
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Quadro 10: Combinagdes das possiveis personalidades segundo a classificagao dos
ndameros complexos

Classificagcao jdia 4 jmés ime Personalidades
o Sonhador e
Imaginario puro 2i ou —2i .
Purista
o 1+i,1—i,—-1+i
Imaginario Todas
ou—-1-i 1,i,—1e —i
Sonhador e
Real 20u -2 )
Realista
1-1,-1+1,i—1i _ )
Zero Purista ou Realista
ou —i+i

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Apds a montagem desta tabela os estudantes ficaram curiosos em saber qual
das quatro variacbes de personalidades era mais frequente. Embora seja um
problema interessante para abordar probabilidade, a analise néo foi realizada em
sala devido ao tempo designado para outras atividades. No entanto, foram dados
alguns apontamentos caso os alunos desejassem calcular, sendo assim, deveriam
ser calculados todas as combinacdes de dia e més e calculado as poténcias, em
seguida, a classificagdo com maior frequéncia corresponderia as personalidades
mais recorrentes.

Como previsto no planejamento os estudantes rapidamente conseguiram
entender e apontar a classificagdo dos numeros complexos, todavia faltava rigor
matematico para expressar as ideias. Assim, foi solicitado que representassem esta
classificagdo utilizando forma algébrica (z = a + bi) e grafica (plano Argand-Gauss).

Na figura 42, segue a classificacao sugerida pelo participante E5.
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Figura 42: Classificagdo dos numeros complexos nos registros de representacgao
algébrico e grafico.

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

A partir das representagbes dos estudantes foram realizadas algumas
revisbes de conjunto e redefinido certos conceitos, por exemplo, a escolha por
representar da maneira como demonstrado na figura 42 é suficiente para os alunos
que estdo iniciando os estudos acerca desse novo conjunto. Apesar de
algebricamente o estudante verificar que os imaginarios puros sao um subconjunto
dos imaginarios, no registro grafico ndo ficou tdo evidente esta percepgao. Cabe
nesse momento, a construgcao sugerida na analise a priori (vide Figura 18) utilizando
o0 ambiente do GeoGebra.

Para ratificar o entendimento da classificagao fez-se a elaboracao da seguinte
questdo em uma das atividades avaliativas (ndo ocorreu apds essa atividade e, sim

apos a atividade precedente a essa):

Sabendo que z,; é umimaginario puro, z, um imaginario e zs um numero real.
Escolha valores para esses numeros complexos respeitando a sua classificagéo e

calcule as seguintes operagées: (a) 2z, + z,, (b) (z1 + z3) - z, € (¢) i—z
1

Dos participantes, 11 usaram um numero imaginario com a #0 e b # 0, ou
seja, nao utilizaram nenhum imaginario puro para representar um numero

imaginario. Houve uma excegao entre os participantes que fez a seguinte escolha:
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P =g .=
a) 2z + 2z 4 »

b) (21 + 23) - 22 '-v2,+,&

sl '

Quando questionados o motivo pelo qual ndo escolheram dois imaginarios
puros para representar z; e z, 0s participantes argumentaram que ndo se
lembraram, mas sabiam que poderiam utilizar. Com intuito de verificar melhor o
entendimento sobre a classificagdo dos numeros complexos foi solicitado, nos
momentos finais da pesquisa, que os participantes estabelecessem a classificacao

dos complexos na forma polar, assim a seguinte questao foi levantada:

Questido 5 - (0,5) Explique como podemos classificar os niimeros complexos (real, imaginario
e imaginario puro) a partir de sua representacao trigonométrica.

O motivo por escolher outra representagcdo para classificar os numeros
complexos vem ao encontro dos conceitos estudados da teoria de Duval, pois a
compreensao de um objeto matematico esta ligada a capacidade de acessa-lo em
distintas representacbes semidticas. Observe algumas respostas a seguir (Figura
43).

Figura 43: Classificacdo dos numeros complexos apontada pelo E9, E7 e E6.

qu\ 7= P eos Lﬁ")_\,geh(cﬁ)/’f@ oy # {01 90F
\vmjma’vm 2 2 (cos(x +t5ﬁ,\(xjj~ﬂ,z‘a
\Wﬂt?ma\m@ Pvs 2 A uC 05(9@)+ \St’h[? 0‘) J tPAO

5 . f:))&/: jmc&} o Mm/mfmzo'im O/%(:f) e 48:)"

I(V‘ﬂo_ngo‘ud s = jmmdb ) ozg,q,wafmfg Jﬂ Ao e 2D

fww,.j Wregur £ 3**-0;\-«9&_9 <3 mzfaawéw ﬁjo’\,w w\nqun) eanlrd
L 2 359

- (0,5) Explique como podemos classificar os nimeros complexos (real, imaginario

aginario puro) a p(mn de sua representagao !11;,:111r:|1|f trica.
; / U {

erxcelo Do e o L ABo”

v

/ X -

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.
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Dos participantes, 4 conseguiram classificar os numeros complexos na forma
polar (como é o caso do EG), 4 se aproximaram da resposta (cita-se por exemplo os
estudantes E7 e E9) e, os demais definiram no registro de representagéo algébrico e
nao conforme solicitado na pergunta. Dessa maneira, o tépico mereceu um tempo
extra para sanar as incompreensdes antes de findar os estudos deste conteudo.

Ao final desta atividade pode-se verificar que o ambiente de geometria
dindmica auxiliou na visualizagdo das classificagbes dos numeros complexos, no
entanto, o entendimento sobre conjunto e subconjunto ndo foi evidenciado pelas
representacdes apresentadas no GeoGebra. Requerendo, assim, um tempo maior,
pois foram exploradas trés representagdes para o melhor entendimento e,
consequentemente um custo cognitivo maior devido a articulagdo entre os registros
de representagdo. Porém, cabe lembrar que na analise a priori foi dito que a
correspondéncia entre as unidades significativas (a =0, b=0, a+ 0 e b # 0) nas
representacbes algébrica e grafica ndo seria tdo Obvia, pois requer o
reconhecimento prévio dessas unidades visuais na representagao grafica.

Contudo, o ambiente de geometria dindmica se tornou necessario nesta
atividade para explorar os aspectos que compdem o quadro 10, utilizou-se para
efetuar as simulagdes das poténcias da unidade imaginaria e constatar as possiveis
personalidades. Desta maneira, fica evidente que as contribuicdes do GeoGebra
ganham notoriedade quando os registros dindmicos de representagao aparecem,
conforme ilustrado na figura 41.

A hipotese levantada foi parcialmente atingida, pois no planejamento
esperava-se que os registros de representagao algébrico e grafico seriam suficientes
para o entendimento da classificacdo dos numeros complexos, porém houve a
necessidade de se utilizar um novo registro (o grafico) para sanar as lacunas

existentes na classificagdo algébrico-grafico.

Atividade 5

Nesta atividade foram exploradas as opera¢cdes com numeros complexos em
dois registros: o algébrico e grafico. Optou-se por explorar as operag¢des no registro
grafico por dois motivos: (i) para mostrar que analogamente a atividade 2, os

numeros complexos podem ser operados de um ponto de vista grafico; (ii) para
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revelar caracteristicas diferentes do objeto, apesar do registro polar ndo ser
explorado nesta atividade, os estudantes podem perceber algumas unidades
significativa de maneira implicita, como por exemplo, médulo e argumento (a partir
de tratamento vetorial).

Devido a abordagem das quatro operagoes, esta atividade demandou mais
tempo em detrimento das demais. Cabe relembrar, que as operagdes que serao
apresentadas a seguir na forma grafica foram antecedidas pelas respectivas
operagdes na representagao algébrica.

Iniciando pela adicdo, os estudantes conseguiram encontrar a soma no
registro grafico com facilidade, inclusive pelas trés maneiras levantadas na andlise a
priori. Observe (Figura 44)% por exemplo a adigdo de trés nimeros complexos feito

pelo participante E1.

Figura 44: Adigao no registro grafico realizada pelo participante E5.

b Janela de Algebra < | = Janela de Visualizagio % | Protocolo de Construgcao
Nimera Complexa Cw Hw &l N7
@ z<sub=<font size="-1">1</{ont></sub> N.| Nome b!‘s:nﬁéo Tvalor
@ z<sub><font size="-1">2</font></sub> A 1 Namera Complexo z z<sub>=<font size="-1">1</fp
® z<sub><font size="-1">1</font></sub>
@ z<sub><font size="-1">2</font></sub> ZNimers Complexo 2 z=<sib><font size="-1">2</fo
@ z<sub><font size="-1">3</ont></sub> bessilabbasi doa il L it
Ponto = e T ST
® A={00) 3INimero Complexo 2 z<sub><fonl size="-1">3</fo
Vetor
4 Ponto A Interseclo de EivoX, EixaY A=(0,0
®a= (g)
3 S5Vetor u Vetor(A, z.) u=(-1,2)
os-(2)
s BVetorv Vetor(A, 2.} v=1(2, 2)
-1 :
u= ( )
2 7Vetor w Vetor(A, z.) w=1(3-1)
ov=(3 e —— :
2 | &Numero Complexo 2, Translagdo de 2 por v z=sub><font size="-1"=1</fo
o w= -
= 9Vetor a Vetor(z, z,) a=(22)
10NUmero Complexo 2. Translag3o de 2, par w z=sub><font slze="-1">2</fo
4
11Vetor b Vetor(z,, z.) b=(3,-1)

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Assim, foi possivel observar pelo protocolo de construgdo que o participante
fez a translacdo dos afixos e depois criou os vetores, este modo representa a
terceira opcao que foi mostrada aos estudantes. Outros participantes realizaram

todas as combinagdes de translacdo para verificarem se apontava para o mesmo

27 A Figura 44 foi capturada na versdo desktop do GeoGebra, no entanto a construcdo foi realizada
pelo aplicativo e compartilhada com o pesquisador. Fez-se a opg¢ao abrir os arquivos .ggb no
computador para conseguir na mesma tela mostrar as janelas de algebra, visualizagédo e protocolo de
construcéo.
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afixo?®®. Ainda nessa atividade foi proposto aos estudantes a construgdo de uma
calculadora grafica?® que poderia calcular automaticamente a adigdo de dois
numeros complexos.

Com intuito de verificar se os participantes entenderam essa operagéao tanto
na representacgao algébrica como na grafica foram propostos a resolugao de alguns
exercicios no ambiente lapis-papel, mas com auxilio de uma régua (instrumento

fisico). Uma das questdes aplicadas foi a que esta representada na Figura 45.

Figura 45: Questao relacionada a adigéo na representagao grafica.

2 Sendo £y, 2o e 5g 08 nlmeres complexos correspondentes aos afixos no plano
Argand-Gauss ilustrado abaixa.

I'miz)

Z Z
194 @9

& e |

Indigue os afixos resaltante das seguintes operacoes (mostre os cilenlos ou desereva a
estratégia que utilizon para responcder):

a) zz+ )

h} il

¢) m—=z

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Dos participantes, nenhum realizou as operagdes utilizando apenas a
representacdo grafica, na totalidade os estudantes converteram os numeros
complexos para a representacao algébrica e efetuaram a soma, em seguida fizeram

a utilizacdo das transformagdes geométricas no plano, encontrando assim, os

28 Construgao disponivel em: https://ggbm.at/fawnnjte.
2% Observe a construgéo do participante E4 em: https://ggbm.at/g9yhawfb.
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mesmos afixos. Um detalhe que chamou atenc¢ao durante a correcado das respostas
foi que todos os esbocos da questdo, realizada na malha quadriculada, foram
apagados antes da versdo a limpo. Durante a discussao realizada na correcdo em
sala os estudantes argumentaram o seguinte:
- Usei a malha s6 para tirar a prova real.
- Eu fiz no quadriculado primeiro, s6 que quis ver se estava certo.

- Ndo sabia como explicar usando os vetores, so sabia!

No planejamento desta questdo foi levantada a hipotese de que a
representacdo grafica seria menos utilizada em detrimento do registro de
representacao algébrico, isto porque os afixos estavam sobre uma malha retangular,
facilitando assim, a conversao para a representacao algébrica.

No entanto, uma outra pergunta precedente a essa tinha por objetivo a adicao
de dois numeros complexos, porém a malha foi ocultada. Observe a resposta do

participante E8 na figura 46.

Figura 46: Adicao de numeros complexos no registro grafico.

A A - '
- IR} AL " ’ d
2 hiwelz] Z b

alzr+2s | )z + 2

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Na imagem a esquerda encontra-se a construgdo do participante e na
imagem a direita tem-se a verificagdo da soma utilizando o GeoGebra (verificagéo
realizada pelo pesquisador). Assim, foi possivel apurar que a operagéo de adigao foi

entendida pelos participantes, tanto na forma algébrica como na forma gréfica.
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A subtragdo também foi facilmente assimilada pelos participantes, uma vez
que todos esbocaram as transformacbes necessarias para encontrar o afixo
resultante. Na analise a priori fez-se a abordagem dessa operagao de duas formas,
uma transformando a subtragdo numa adigéo e a outra utilizando a diagonal menor
do paralelogramo (vide Figuras 20 e 21). A maioria dos estudantes, incluindo os
participantes, utilizaram-se da primeira maneira (Figura 20), atestando a hipotese
levantada, pois nela era requerido uma menor quantidade de transformagdes e, por
consequéncia, minimiza os custos de operagao e cognigao nesta atividade.

No entanto, dois participantes modificaram aquela forma de calcular por meio
da diagonal menor do paralelogramo. Foi solicitado que eles compartilhassem a
construgao no GeoGebra da seguinte operagao:

(2+30) —(1—2i) =227

Na figura 47 encontra-se a devida construgéo juntamente com seu protocolo.

Figura 47: Subtracdo apresentada pelo participante E6

N =R e & N e e

» Janela de Algebral | » Janela de Visualizagio X | * Protocolo de Construgao
® A=(0,0) A~ &~ 7 &0
® z=2+3 r =y N. Nome | Descrigo | valor
®z=1-2 1 Ponto A Ponto sobre EixoY A= (0, 0)
- 2
LAk (3) 4 2Nimero Complexo z, z =2+3i
_ (-1
®v= 2 9 £ 3Numero Complexo z, z,=1-2i
®z=1+5i
1 4 Vetoru Vetor(A, z,) u=(2,3)
ow=(73) 2
5Vetor v Vetor(z,, A) v={(-1,2)

6Numero Complexo z, Translagdodez porv z,=1+5i

-2 - 0 1 2 7 Vetor w Vetor(z,, z,) w=(-1,2)

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Ao analisar a primeira vista casou estranheza a forma como foi realizada,
visto que o vetor resultante ndo fora construido (seria o vetor Az;). Mesmo assim,
era possivel verificar que o afixo z; correspondia a solugdo correta da operagao.

Apenas com visualizacdo do protocolo de construgdo foi possivel entender o
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raciocinio do estudante, veja bem, o afixo z, corresponde ao numero complexo 2 +
3i e o afixo z, ao numero complexo 1 — 2i, ao construir o vetor associado ao
segundo afixo o estudante inverteu o sentido, assim, n&o foi necessario encontrar o
vetor oposto. Dai fez-se a translagédo do vetor ¥ em z,, que apontou para o afixo z;.
Diferentemente das operacgdes anteriormente estudadas, a multiplicagdo no
registro de representacao grafica foi de dificil acesso aos participantes, uma porque
abarca mais duas transformacbes geométricas (rotagdo e homotetia) e, também,
porque requer um tratamento no registro de representacdo algébrica antes de se
utilizar o registro grafico. Observe a multiplicagdo de dois numeros complexos
(Figura 48) realizada pelo participante E11 para entender o tratamento necessario

mencionado.

Figura 48: Multiplicacdo de dois nUmeros complexos no registro grafico.

A s D " *||la=2
DR kS el = NI
» Janela de Algebra X/ | = Janela de Visualizagio X | * Protocolo de Construgio
- Numero Complexo Wl v — v | B |~ |2 &
il ZyS8E] N. | Nome | Descricio | valor
@ Z,=B 5 1 Numero Complexo z, Z,=2-3i
®z= 2-3i
e z,=1+2 Zy 2 Nimero Complexo z, Z=1+2
I " 2 %
@z =244
® z,=6-3i 3Ponio A Intersecio de ExoX. ExoY  A=(0,0)
4
Ponto 3
® a=(00) 4\Vetoru Vetor(A. z,) u=(2,-3)
Vetor
£ 6 2 5Vetor v Vetor(A, Z) v=(1,2)
i@ a = ( ) i
: -3
] 6 6/MUmero Complexo Z, 2z, z,=2+4i
-@ b = ( ) 1 3 2 3
i -3
£ ’ 7 Nimero Complexo z, 3iz, z,=6-3i
i _ (2 4 z 2
i@ €=
(4 4 2 0
o 8 Vetor w Vetor(A. z,) w=(2 4)
s5:] f 1
, " 9\Vetora Vetor(A. z,) a=(6,-3)
=)
. a 10/Namero Complexo Z, Translacéo de z, por a z =8+i
ov=-(3)
v 7, 2, 11 Vetor b Vetor(z,, 7,) b=(6,-3)
-3
12 Nimero Complexo z, Translacéo de z, por w z,=8+ i
-4
13 Vetor ¢ vetor(z, z,) c=(24)

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Nesse exemplo o participante estd multiplicando os numeros complexos z; =
2—-3iez, =1+ 2i. O estudante fez o seguinte tratamento em seu caderno antes de
aplicar as transformacgoes:

Zl'Zzz(Z—Si)'ZZZZZZ —3iZ2



129

Observando a figura 48, o afixo z; representa 2z, (homotetia 2) e o afixo z,
corresponde a —3iz,, ou seja, homotetia 3 juntamente com uma rotacdo de 90° no
sentido horario (devido a unidade imaginaria negativa). Apos isso, a multiplicagdo se
transformou numa adigédo, que foi resolvida transladando os vetores.

Anteriormente a este exemplo foi construido junto aos estudantes a
multiplicagdo por meio das transformagdes geométricas no plano, entretanto, maioria
dos participantes nao fizeram a utilizagdo destes recursos. Perceba no protocolo de
construgao da Figura 50 que nao foram utilizadas as transformagdes de rotagao e
homotetia para chegar ao resultado da multiplicagdo (deveriam ser utilizadas no
passo 6 e 7). Apenas dois participantes compartiharam a atividade utilizando as
transformacgdes requerida e, coincidentemente, apenas esses conseguiram operar a
multiplicagdo no registro grafico fora do ambiente do GeoGebra.

Analogamente ao exercicio da Figura 46, onde foi solicitado a adi¢ao dos
numeros complexos no registro de representagdo grafica, também foi pedido a
multiplicagcdo nesse mesmo registro. Observe a construgdo (Figura 49) do

participante E3 que conseguiu efetuar a operagéo.

Figura 49: Multiplicacao no registro grafico-retangular feito pelo participante E3

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Na imagem a esquerda percebe-se o tratamento realizado pelo estudante
antes de efetuar as transformagbes, a imagem a direita foi reconstruida pelo
pesquisador no GeoGebra para evidenciar as transformacgdes realizada no plano,

note que o vetor em verde representa a homotetia 2 no nimero complexo z,, o vetor
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em vermelho (que aponta para z,) representa a rotacdo que acontece quando da
multiplicagdo pela unidade imaginaria, o outro vetor vermelho representa a
translagado realizada para efetuar a adicdo final e o vetor em azul representa o
produto dos referidos numeros complexos.

Embora esta atividade tivesse em seu escopo a operagao de divisdo na forma
grafica, a mesma nao foi aplicada devido a falta de tempo. Assim, a referida
operacgao foi abordada apenas no registro de representagao algébrico.

Ao final desta sequéncia de operagbes foi possivel averiguar que o
entendimento das operagbes no registro de representacdo grafico-retangular se
mostrou de melhor compreensdo, quando desenvolvido dentro do ambiente de
geometria dindmica. Ainda que nessa atividade pouco se realizou a utilizagdo de
registros dindmicos, o entendimento das transformagdes geométricas requerida nas
operacoes foi evidenciada pelas ferramentas do GeoGebra, o que demonstra isso,
foi a incapacidade da maioria dos participantes de conseguirem realizar as rotacgdes,
translacdes e homotetias no ambiente lapis-papel. Por outro lado, a utilizagcao do
GeoGebra para operar os numeros complexos proporcionou o conhecimento das
transformagdes geométricas de maneira integrada a um conteudo, ndao como tema
isolado ou fora de contexto.

As hipoteses sugeridas foram evidenciadas nesta sequéncia, na primeira foi
apontado que estudantes nado encontrariam dificuldades de operar adicdo e
subtracao no registro de representagao grafico-retangular e, de fato, os participantes
inclusive encontraram maneiras diferentes de operar no plano. Ja a segunda
hipotese foi parcialmente atendida, uma vez que a operagdo de divisdo nao foi
executada no registro de representagao grafico e, segundo porque a operacgao de
multiplicagao foi facilmente executada no GeoGebra, porém no ambiente lapis-papel

foram encontradas as dificuldades mencionadas no planejamento.

Atividade 6

Nesta ultima atividade foram abordados todos os registros de representagoes
previstos para esta pesquisa, pois foram utilizados (registro de representagéo
algébrica (binomial e polar) e registro de representagcao grafica). A transformagao
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entre as representagdes algébricas acontecera mediada pelas representagdes no
registro grafico, que por sua vez, ocorreram no ambiente de geometria de dinamica.
E, novamente, os registros dindmicos de representagao foram essenciais para esta
atividade.

Pois bem, inicialmente foi discutido com os estudantes que ha uma nova
forma de representar os numeros complexos. Em seguida, foi solicitado a eles que
modificassem a malha do GeoGebra de retangular para polar e foi perguntado como
acontece a localizacdo de um ponto neste sistema de coordenadas. Como nenhum
estudante teve contato com coordenadas polares, nenhum conseguiu compreender
quais unidades significativas e visuais compdem esse sistema de coordenadas.

Desta maneira, deu-se inicio a construgdo do protocolo das figuras 23 e 24,
onde sdo abordadas a conversdo de coordenadas. Apds a realizagdo do protocolo,
tal como mostra as notas de rodapé 13 e 14, os estudantes perceberam
rapidamente que as coordenadas polares relacionam o angulo formado entre
abscissa e o vetor associado ao numero complexo, bem como a distancia da origem
até o afixo no plano complexo.

Em suma, os estudantes primeiro converteram as representagdes algébricas
para a representagao no registro grafico, onde se atestou maior compreensdo das
unidades significativas destas representagées. No entanto, ao realizar a mesma
conversao entre as representacbes algébricas sem o uso das representacoes
graficas e fora do ambiente de geometria dindmica, observou-se nitidamente um
caso de dissimetria das unidades significativas, ou melhor, a ndo congruéncia entre
as representagdes do registro algébrico (conforme Figura 2).

Isto fora percebido observando a conversao entre as representacdes
algébricas binomial e polar, os estudantes que no ambiente lapis-papel utilizavam
como rascunho (representacao auxiliar) o registro grafico tiveram uma alta taxa de
sucesso entre as conversodes (algébrico-polar) e, em contrapartida, aqueles que
dispensavam a utilizagcdo da representagdo no registro grafico apresentaram
problemas em relacionar as unidades significativas das representacdes envolvidas.
Observe (Figura 50), por exemplo, a resolugdo deste participante que utilizou como

auxilio o registro grafico.



132

Figura 50: Conversao entre as representagdes algébrica e polar

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

A maior dificuldade por parte dos estudantes na conversdo entre estas
representacdes é determinar o valor do argumento, fora do GeoGebra os alunos nao
conseguiram entender que o quadrante em que se encontra o numero complexo na
forma polar esta relacionado aos sinais da parte imaginaria e real.

Uma forma para contornar este obstaculo foi abordar em mddulo os valores
de seno e cosseno (conforme ilustra a Figura 50, o estudante considerou a parte real
e imaginaria como valor absoluto) e depois utilizar a representagéo grafica para
auxiliar o estudante na visualizacdo de qual quadrante se encontra o numero
complexo. Desta forma, o aluno obtém um argumento no primeiro quadrante e em
seguida converte para o quadrante que se encontra o afixo (vide no canto direito
superior da Figura 50).

Este exemplo clarifica exatamente o que discorre Duval (2009) sobre a nao-
congruéncia, onde “ndo apenas o tempo de tratamento aumenta, mas a conversao
pode se revelar impossivel de efetuar, ou mesmo de compreender”. Neste caso, 0s
estudantes buscaram recurso em outro registro de representacédo e realizaram um
tratamento (o calculo para reducdo de quadrante). Cita-se neste momento, que o
problema enfrentado para tal conversao pode estar relacionado com a insuficiéncia
de objetos alusivos ao conteudo de trigonometria.

Diante disto, tornou-se necessario verificar se ndao havia mais casos de nao-
congruéncia que envolvessem outras transformagdes no registro de representagao
polar. Assim, foram estruturadas tarefas que exigiam que o estudante reconhecesse

as unidades de sentido que compdem tal registro.
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A primeira questado levantada tinha por objetivo identificar se os participantes
conseguiam converter as representagbes da lingua natural para o registro de
representagcado polar. Observe (Figura 51) a pergunta juntamente com a resposta do

participante E10.

Figura 51: Conversao da representagdo em lingua natural para representagao polar.

a) z; cujo modulo é 3 e o argumento 178°

X)Zy = ?LW 12§ ALLM /",7_5',’;

Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Dos 12 participantes, 9 conseguiram realizar a conversdo exatamente da
mesma forma como o E10 representou e os demais também converteram para a
representagao no registro polar, mas em seguida converteram para representagao
retangular (ambas sao representagdes algébricas). Isto evidencia que estes 3
estudantes ainda nao compreenderam que um numero complexo pode ser
representacao de duas maneiras distintas.

Nesse momento, retomou-se aquelas construcdes realizadas no GeoGebra
(Figura 24) e foi solicitado que os estudantes em duplas visualizassem no plano
Argand-Gauss 0 mesmo numero complexo nas representacbes grafica-retangular e
grafica-polar. Somente no registro grafico os estudantes perceberam que as distintas
representacdes algébricas correspondem ao mesmo afixo no plano, isto €, 0 mesmo
namero complexo.

A segunda questdo (Figura 52) apresentava um numero complexo por meio
de representacdo grafica (retangular) e solicitava a representagao polar. Para esta

atividade os estudantes poderiam utilizar régua e transferidor.
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Figura 52: Converséo entre as representagdes grafica (retangular) e polar.
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Fonte: Acervo do pesquisador, 2018.

Todos os participantes conseguiram efetuar esta converséo, alguns para a
forma binomial (z = a + bi) e, em seguida, para a representacao polar (efetuaram os
calculos para encontrar o médulo e argumento). Outros utilizam os instrumentos de
medidas para verificar os valores do modulo e argumento. Perceba que o
participante E10 encontrou valores proximos para o argumento (valor exato seria
315°) e para o médulo (valor exato seria 2v2). O importante é verificar que eles
compreendem o sentido das unidades significantes e visuais nos registros utilizados.

As duas questdes seguintes (Figura 53) apresentam os afixos no plano e

revelam parcialmente as unidades significativas no registro grafico.
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Figura 53: Tarefas para converter as representagdes grafica e polar.

c) d)

Fonte: Elaborado pelo pesquisador, 2018.

Por meio desses questionamentos foi possivel verificar que a conversao entre
as representagdes do registro algébrico se demonstrou incongruente. No entanto, o
auxilio da representagao grafica no ambiente de geometria dindmica se langou como
uma alternativa para clarificar a correspondéncia entre as unidades significativas e
visuais, mesmo que tenha demandado custos de tratamento, a representacio

grafica tornou possivel a conversao.
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7. VALIDAGAO E CONSIDERAGOES FINAIS

As pesquisas de carater qualitativo tém por efeito apontar conclusées
baseadas numa triade fundamentada em estudos preliminares, experimentacéo e
validagdo. Por esta pesquisa utilizar uma metodologia que criva as etapas de
execucao, nao dirime a complexa tarefa de atestar as hipoteses que nesta area
(Educacédo) ganha tamanha complexidade e dimensao. Sendo assim, a maneira em
que se apresenta as conclusdes perpassa 0s instrumentos e critério de pesquisa, se
debruga em explorar o processo € ndo apenas os resultados aqui apresentados.

Embora esta pesquisa busque analisar de forma relacional a interferéncia do
ambiente de geometria dindmica nas representagdes semidticas quando da
abordagem dos numeros complexos, as hipoteses levantadas em cada atividade
primam por revelar as contribuigdes dessa engenharia didatica para o processo de
ensino e aprendizagem, isto €, os objetivos de pesquisa seréo elucidados a partir da
ratificagao parcial e/ou total das hipoteses apontadas.

Cabe destacar, também, que as produgdes dos participantes desta pesquisa
merecem ser analisadas de acordo com certas condigbes: a primeira e mais
importante diz respeito ao rol de objetos matematicos conhecidos pelos mesmos, se
observou e investigou estudantes do ensino médio que desconhecem conteudos
relacionados ao campo analitico e geométrico que podem interferir no objeto
pesquisado. E segundo, os estudantes iniciaram as atividades desconhecendo o
ambiente de geometria dindmica elegido — o GeoGebra. Tais condi¢cdes apontadas
diferenciam a presente pesquisa em relagdo as demais levantadas no estado do
conhecimento, mas que por outro lado, se pode mostrar o potencial dos ambientes
dindmicos mesmo desconhecendo os menus, as ferramentas e fungoes.

No que diz respeito as atividades aplicadas, as mesmas contemplam uma
forma de abordar os numeros complexos que se utiliza de outros objetos
matematicos para clarificar sua relevancia e importancia, pois ao relembrar os
conjuntos, as operagodes, o tratamento vetorial e geométrico os estudantes encaram
como uma continuagcdo, € ndo, como um conteudo desgarrado de aplicagdes ou
irrelevante frente aos outros conteudos estudados.

De maneira geral, as atividades (sequéncias didaticas) desenvolvidas
ratificaram préximo da totalidade as hipoteses levantadas. Levando a concluséo de

que os participantes da pesquisa se apropriaram das representacbes e
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transformagdes semidticas inerentes do objeto em estudo e, isso revela o quao
significativo torna o ensino mediado pela confluéncia entre as representagdes
semiédticas e os ambientes de geometria dinamica.

A consolidacao da definicdo e das operagbes com numero complexo foram
visivelmente impactadas pelo uso dos recursos digitais utilizados na grande maioria
das atividades, cita-se por exemplo, a segunda e a terceira atividade que revelaram
dentre alguns aspectos, a autonomia e a capacidade de investigagdo com que 0s
participantes utilizaram do ambiente para satisfazer as duvidas e questionamentos.

De maneira objetiva, o ambiente de geometria dindmica do GeoGebra
interferiu de duas formas nas representagdes utilizadas, sendo que a primeira foi na
possibilidade de tornar os registros de representagcdo dindmico. E, a segunda,
consequéncia da anterior, permitiu uma maior congruéncia entre os registros de
representacdo utilizados nas atividades. A forma como os registros dinamicos
evidenciam o comportamento das unidades visuais e/ou significativas das
representacdes imbrica na correspondéncia entre essas unidades. No entanto, uma
nova forma é requerida ao conduzir o ensino e a aprendizagem, uma vez que 0O
professor necessita agucar, conforme afirma Duval (2011), uma visao sindptica entre
as representagdes expostas na tela do computador.

As atividades que utilizaram o GeoGebra, especificamente aquelas que se fez
o uso de registros dindmicos de representacdo, propiciaram aos estudantes
evidenciar em multiplas representagbes das unidades significativas/visuais que
compdem os numeros complexos. Acredita-se que por dois motivos, ambos estédo
ligados as possibilidades recorrentes do ambiente de geometria dindmica do
GeoGebra, seja pela capacidade de virtualizacdo®® dos diferentes registros de
representagcdo, mas também pela capacidade de tornar as unidades significantes em
unidades-significantes-visuais-dindmicas.

Ha uma distdncia na compreensdo do comportamento das unidades
significativas apresentada discursivamente pelo professor em relagdo ao
comportamento dindmico que acontece no GeoGebra, que nado €& apenas a
ilustracdo na tela, mas sim o estudante perceber o comportamento antes mesmo de

o professor revela-lo. Dessa forma, percebe-se que situagdes adidaticas se

30 Virtualizagao no sentido de Levy (2011) o que existe em poténcia ndo em ato.
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presentificam com frequéncia no desenvolvimento de atividades realizadas nestes
ambientes.

Por fim, cabe salientar que a presente pesquisa nao primou esgotar os
estudos referentes ao ensino dos numeros complexos, mas sim trazer outras
contribui¢cdes, principalmente para utilizagdo de recursos digitais na Educagao
Basica. Dessa forma, algumas indagag¢des surgiram no decorrer da pesquisa, por
exemplo, se evidenciou uma necessaria discussao referente a realocacdo dos
numeros complexos no atual curriculo. A abordagem dos numeros complexos ja no
primeiro ano de ensino médio se faz necessario? Os tépicos teriam a mesma
profundidade quando da abordagem no primeiro ano do ensino médio comparado ao
ensino no ultimo ano? Em relagdo ao uso de recursos digitais em situagcbes de
ensino, quais mudancas seriam necessarias?

Dito isso, espera-se que essa pesquisa evoque aos leitores outras discussdes
referentes aos numeros complexos, seja de um ponto de vista curricular, didatico,
semiotico ou metodoldgico. Pois um objeto rico em representacbes semidticas,
sejam elas algébricas, geométricas, trigonométricas, graficas, entre outras, merece
se atualizar no curriculo e ser visado como objeto de ensino nos mais diversos

niveis da educagao.
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Apéndice A — Termo de assentimento assinado pelos participantes da pesquisa

TERMO DE ASSENTIMENTO

Vocé esta sendo convidado(a) como voluntario(a) a participar da pesquisa
“‘Registros Dindmicos de Representagdo: uma analise no ensino dos numeros
complexos”. Neste estudo pretendemos investigar o uso de tecnologias digitais no
ensino de matematica e, para isso, sera aplicado durante as aulas de matematica
atividades que primam a utilizacdo desses recursos, visando melhorias tanto no
ensino quanto na aprendizagem.

Para este estudo adotaremos o(s) seguinte(s) procedimento(s): aplicagao de
atividades que visam implementar o uso de recursos digitais (computadores,
smartphones, softwares, entre outros) no ensino dos numeros complexos. E, para
formar uma base de dados e informagbes precisaremos de imagens do caderno,
arquivos e imagens do software que sera utilizado e registro de audio do
participante.

Para participar deste estudo, o responsavel por vocé devera autorizar e
assinar um termo de consentimento. Vocé ndo tera nenhum custo, nem recebera
qualquer vantagem financeira. Vocé sera esclarecido(a) em qualquer aspecto que
desejar e estara livre para participar ou recusar-se. O responsavel por vocé podera
retirar o consentimento ou interromper a sua participagdo a qualquer momento. A
sua participacdo é voluntaria e a recusa em participar nao acarretara qualquer
penalidade ou modificagdo na forma em que é atendido(a) pelo pesquisador que ira
tratar a sua identidade com padrbées profissionais de sigilo. Vocé nao sera
identificado em nenhuma publicacao. Este estudo apresenta risco minimo, isto €, o
mesmo risco existente em atividades rotineiras como conversar, tomar banho, ler
etc.

Os resultados estardo a sua disposicdo quando finalizada. Seu nome ou o
material que indique sua participacdo nao sera liberado sem a permissdao do
responsavel por vocé. Os dados e instrumentos utilizados na pesquisa ficardo
arquivados com o pesquisador responsavel por um periodo de 5 anos, e apds esse

tempo serdo destruidos. Este termo de consentimento encontra-se impresso em
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duas vias, sendo que uma cdpia sera arquivada pelo pesquisador responsavel e a

outra sera fornecida a vocé.

Eu, , portador(a) do

documento de ldentidade , fui informado(a) dos objetivos

do presente estudo de maneira clara e detalhada e esclareci minhas duvidas. Sei
que a qualguer momento poderei solicitar novas informagdes € o meu responsavel
podera modificar a decisdo de participar, se assim o desejar. Tendo o consentimento
do meu responsavel ja assinado, declaro que concordo em participar desse estudo.
Recebi uma copia deste termo assentimento e me foi dada a oportunidade de ler e

esclarecer as minhas duvidas.

Pelotas, de de 2018

Assinatura do(a) menor

Assinatura do pesquisador

Em caso de duvidas com respeito aos aspectos éticos deste estudo, vocé podera

consultar:

PESQUISADOR RESPONSAVEL: RAFAEL DOS REIS PAULO
FONE: (48)999958342
E-MAIL: drp.rafael@gmail.com
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Apéndice B — Termo de Consentimento e Livre Esclarecido assinado pelos
responsaveis dos participantes da pesquisa

TERMO DE CONSENTIMENTO E LIVRE ESCLARECIDO

Dados de identificagao:

Titulo do Projeto: Registros Dindmicos de Representacdo: uma analise no ensino
dos numeros complexos

Pesquisador Responsavel: Rafael dos Reis Paulo

Nome do participante:

Idade: R.G.

Responsavel legal:

R.G.

Seu filhoffilha esta sendo convidado (a) para participar, como voluntario, do projeto
de pesquisa “REGISTROS DINAMICOS DE REPRESENTAGCAO: UMA ANALISE NO
ENSINO DOS NUMEROS COMPLEXOS, de responsabilidade do pesquisador
RAFAEL DOS REIS PAULO.

Leia cuidadosamente o que segue e me pergunte sobre qualquer duvida que vocé
tiver. ApoOs ser esclarecido(a) sobre as informagdes a seguir, no caso aceite fazer
parte do estudo, assine ao final deste documento, que consta em duas vias. Uma via
pertence a vocé e a outra ao pesquisador responsavel. Em caso de recusa vocé nao

sofrera nenhuma penalidade.

Declaro ter sido esclarecido sobre os seguintes pontos:

1. O trabalho tem por finalidade investigar o uso de tecnologias digitais no ensino de
matematica e, para isso, sera aplicado durante as aulas de matematica atividades
que primam a utilizacado desses recursos, visando melhorias tanto no ensino quanto

a aprendizagem.

2. A participagdo nesta pesquisa consistira em desenvolver as atividades propostas

que estdo em consonancia com o conteudo e a ementa prevista pela instituicdo de
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ensino (IFSul-Pelotas). A pesquisa ocorrera nos meses de maio e junho de 2018,
durante as aulas de matematica. No decorrer das atividades serdo solicitadas
imagens do caderno, arquivos e imagens do software que sera utilizado e registro de

audio do participante.

3. A pesquisa oferece risco minimo ao participante, isto €, 0 mesmo risco existente
em atividades rotineiras como conversar, tomar banho, ler etc. Apesar disso, vocé
tem assegurado o direito a ressarcimento ou indenizagdo no caso de quaisquer

danos eventualmente produzidos pela pesquisa.

4. Ao participar desse trabalho o participante contribuira para a pesquisa fornecendo
dados e informagdes para posterior analise e, tera contato com outras metodologias

de ensino que podem potencializar a aprendizagem.

6. O participante nao tera nenhuma despesa e podera deixar de participar ou retirar
o consentimento a qualquer momento, sem precisar justificar e ndo sofrera qualquer

prejuizo.

7. Fui informado e estou ciente de que ndo ha nenhum valor econdmico, a receber

Ou a pagar, para participacao.

8. O nome do participante sera mantido em sigilo, assegurando assim a privacidade,
e se desejar tera livre acesso a todas as informacgdes e esclarecimentos adicionais
sobre o estudo e suas consequéncias, enfim, tudo o que queira saber antes, durante

e depois da participagao.

9. Fui informado que os dados coletados serdo utilizados, unica e exclusivamente,

para fins desta pesquisa.

10. Qualquer duvida, pedimos a gentileza de entrar em contato com RAFAEL DOS
REIS PAULO, pesquisador responsavel pela pesquisa, telefone: (48) 999958342, e-
mail: drp.rafael@gmail.com, com o orientador do pesquisador Dr. André Luis
Andrejew Ferreira, telefone: (53) 991557277, e-mail: andrejew.ferreira@gmail.com.



147

Eu, , RG n°
, responsavel legal por
, hascido(a) em / / , declaro

ter sido informado(a) e concordo com a participagéo, do participante, no Projeto de
pesquisa “Registros Dinamicos de Representacdo: uma analise no ensino dos

nameros complexos”.

Pelotas, de de 2018.

Assinatura do responsavel legal pelo menor

Assinatura do responsavel pela pesquisa
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Anexo A - Leitura completar apresentada na obra de Paiva (2004)

Um nome impréprio

As expressdes do tipo a + bi, com {a, b} C R e b # 0, receberam de Descartes o nome
de nuimeros imaginarios; Cardano chamava-as de grandezas metafisicas. Esses nomes
néo sao adequados, pois dio a falsa idéia de que esse tipo de nimero nao faz parte do
mundo concreto, quando, na verdade, muitos problemas do cotidiano recaem em equacdes
cuja resolucao envolve nimeros imagindrios. Por exemplo, observe o problema a seguir.

Um engenheiro projetou duas caixas-d'agua de mesma altura: uma em forma de cubo
e a outra em forma de paralelepipedo reto-retAngulo, com 6 m? de 4rea de base. O volume
da caixa cubica deve ter 4 _rp3 a menos gue o volume da outra caixa. Qual deve ser a me-
dida, em metros, da aresta da caixa cubica?

Indicando por x a medida dessa aresta, temos:

i -
X a b

Assim o valor de x é a raiz da equagédo x° = 6x — 4, ou seja, X’ — 6x + 4 = 0, que é
resolvida pela férmula:

e TS J__a__(_qi o
X«f2+4 27 T 2 s T o7

em que p é o coeficiente de x (p = —6) e g é o termo independente (g=4). Aplicando essa
férmula, obtemos:

x=38-2+/-3 +3-2-/=%

Note, portanto, que a determinagéo do valor de x depende do célculo de ./—4 . O fato
de /=4 nédo ser real poderia nos levar a conclusao errada de que o problema é impos-
sivel; porém, operando com esses ntimeros, chegamos a x = 2, que é raiz da equagéo
x>~ 6x+4=0.0bserve:2° —6-2+4 =0

Assim, a aresta da caixa cubica deve medir 2 m. Concluindo, os nlimeros imaginarios
coexistem com os niimeros reais no mundo concreto e no mundo abstrato.

Fonte: Paiva, 2004, p.122.
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Anexo B — Historizagdo apresentada em Giovanni e Bonjorno (2005)

Complexos: um pouco de histéria

: “Raphael Bombelli (1526-1573) era um admirador da Ars Magna de Cardano, mas achava
gue seu estilo de exposicao ndo era claro (ou, em suas préprias palavras, ma nel dire fii oscuro).
Decidiu, entdo, escrever um livro expondo 0s mesmos assuntos, mas de forma tal que um principi-
dnte pudesse estudd-los sem necessidade de nenhuma outra referéncia. Publicou U’Algebra, em trés
wolumes, em 1572, em Veneza, obra que viria a se tornar muito influente. No capitulo I dessa obra, ele
estuda a resolugao de equagoes de grau ndo superior a quatro. Em particular na pdgina 294 e nas

seguintes, ele considera a equacdo x* = 15x + 4. Ao aplicar a férmula de Cardano para o cdlculo de
uma raiz, ele obtém:

x=A3 + =121 +3 =171

Seguindo Cardano, ele também chama essa expressio de sofistica mas, por outro lado, ele perce-
Be que x = 4 ¢, de fato, uma raiz da equagdo proposta.

Assim, pela primeira vez, nos deparamos com uma situacao em que, apesar de termos radicais de
MEros negativos, existe verdadeiramente uma solugao da equacdo proposta. E necessario, entio,
compreender o que estd acontecendo.”

L,
Eat

Bombelli concebe dai a existéncia de expressdes da forma a + v=b e a — v—b que possam

S consideradas, respectivamente, como ¥2 + v—121 e ¥2 - Jv—121.

Substituindo as expressdes na igualdade acima, ele escreve(a =+ J—b) + (a - 'J—b)
Neste ponto, felizmente, as quantidades “ndo existentes” se cancelam e obtemos a

4,
2. Com

&sse resultado, pode-se voltar a equagdo (a + v )3 = 2 + ~#—121 e deduzir que b = 1. Assim, ele
ebtém que:

V2+4J-121 =2+4-1
V2—-J-121 =2~ =1
x=2+JT+2-J1=14

“Faremos aqui um pequeno resumo da evolugdo dos niimeros complexos, para que o leitor tenha
ma visdo global da histéria do assunto. Comecaremos listando alguns progressos na notagao para
0is nos ocuparmos da evolucdo dos conhecimentos.

> O simbolo V=1 foi introduzido em 1629 por Albert Girard.

» O simbolo i foi usado pela primeira vez para representar ¥—1 por Leonhard Euler em 1777, apareceu
impresso pela primeira vez em 1794 e se tornou amplamente aceito apds seu uso por Gauss em 1801,

> Os termos real e imagindrio foram empregados pela primeira vez por René Descartes em 1637,

* A expressdo niimero complexo foi introduzida por Carl Friederich Gauss em 1832,

(...) a partir do trabalho de Bombelli, os niimeros complexos comegaram a ser utilizados devi-
0 & sua 6bvia utilidade para resolver equagOes do terceiro grau mas, ao mesmo tempo, era claro que
nimeros nao poderiam existir. A primeira tentativa de legitimagdo, via uma ‘interpretagio geo-
nétrica’, é devida a John Wallis (1 616-1703), contempordneo de Newton e professor na Universidade
e Oxford.”

Fonte: César Polcino Milies. Revista do Professor de Matemdtica, n° 24, pp. 7 a 10, SBM, 1993,

Fonte: Giovanni e Bonjomno, 2005, p. 137.
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Anexo C — Discussao dos numeros complexos aplicados a Fisica.

Os niimeros complexos e a Fisica
Os niimeros complexos sio titeis para realizar operagdes geométricas com vetores. Veja:

> Multiplicar por ¢ corresponde a girar 90° no sentido positivo ao redor da origem, a imagem do
complexo pelo qual se multiplica i,

(5+2))«i=5+2=-2+5;i

Y

5

e Essa correspondéncia entre as operagdes com

3 \ complexos e as transformacdes geométricas é muito

Pt util na Fisica quando se trabalha com grandezas

11/ vetoriais como: forga, velocidade, aceleragao etc.
LR EE T

» Os nimeros complexos podem ser usados para se determinar a forcg__ resultante que age sobre um
€orpo no qual atuam virias forgas. Por exemplo, sobre o corpo situado na origem do sistema cartesiano
atuam as forgas F, e F, representadas pelos vetores da figura.

[SF'S
n
whl

) ligl ¥

A forca resultante dessas duas forcas é representada pelo vetor soma F, mediante a regra do
Pparalelograma.

'F‘;=‘F}+T=;=>T{=[z+4ij+[11+3i]=>'}i=13+7i

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 153.
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Anexo D - Introdugéo do capitulo dos numeros complexos em Dante (2013)

2
]
|
"
1
Y
:
)
1
q
: 5

Alaaviaby gl il

Jaharen Cord Friedridh Gauds

O nlmeros complexes apareceram no séou-
lo %W motivados pelas resoluctes de equacdes
de terceire e quarte graus. Em 1545, o matemat]-
oo italiang Girolamo Cardano [1501-15T6) publicou
seu famoso livio Ars Magra, no qual tratava da
resolugdo da equacdo de terceiro grau do tipo
Fray+b=0.

O problemia *Oual € a medida x, cormum a anes:
tade umcuboe &alurade um paralelepipedo com
base 15 unidades de area, sabendo que a diferenca
entre seus volumes & de 4 unidades!” correspor-
deria & uqua{_é{:—ki — 15x = 4, ¢, aplicando-se uma
farmula deduzida por¢le, apareceria a solugdo 4,
obtida da expressio {2 —-121+ 2 +4-121.
Cardaro se perguntava como um namero real po-
deria se ariginar de uma expressdo que cantinha

ralzes de nomeros negativos se estas ndo existiam.
O muais CUrioso & quéera pﬂbs'r'.rcl OFETAr COMm #5585

nbrmeros "esquilsitos”, mesmo que nao tivessem
sentido, pois matematicamente os problemas
davam certa.

Mais tarde, o miatematico italiano Rafael Bom-
belli (1526-1572) estudow o trabalbo de Cardano ¢
werificou gue realmente ssses nimeros “funciona-
wam™ Sua representagao sofreu variagoes no decar-
ref do ternpa, até que fomm escritos na forma de
produto por J=1 comao J—121= T,

Mesécule XVIHL Leanhard Euler 17071783} intro-
duzit o simboloi para representar a raiz quadrada
de =1 Assim, 4411 passoll & Ser expresso por T

Finalmente, a representacio geomeétricados no-
reros comphexos elaborads pelo mate matico, astra-
namo & fisico alemao Johann Car Friedrich Causs
771855, no final do sécula XV, tamau rmiais sig-
nificativa sew estude ¢ sua aplicabilidade.

Meste capitulo estudarernos a construcio do
conjunto dos nomeros complexos, definindo suas
operacies ¢ representacdes, expandinda o que [afai
estudads no capitulo 1 dovolume 1.

Fonte: Dante, 2013, p.144
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