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RESUMO

LAZZARI, Luana. Solucao da Equacao de Transporte de Néutrons para um
Cilindro de Comprimento Infinito com Espalhamento Anisotrépico. 2016. 83 f.
Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pd6s-Graduagéo
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matemética, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2016.

No presente trabalho determina-se a solugdo analitica para a equagdo de trans-
porte de néutrons bidimensional em geometria cartesiana por meio do método de
decomposicao angular. Este método consiste em derivar a equacao um numero
suficiente de vezes com relacao a variavel angular até obter uma equacao diferencial.
Apés, resolve-se esta equacao e sua solugdo é substituida no problema original.
Assim, a solucédo obtida para a equacgao de transporte é composta por uma combi-
nacao linear de autofungdes singulares, associadas a um conjunto de autovalores,
analogas aos determinados por Case para o problema em geometria cartesiana
unidimensional. Além disso, apresenta-se a solucdo analitica para a equacao de
transporte de néutrons bidimensional em geometria cilindrica para os casos com
espalhamento isotropico e espalhamento linearmente anisotrépico. Resolve-se o pro-
blema isotrépico tomando como ponto de partida a solugédo da equacao em geometria
cartesiana, apés fazer algumas mudancas de coordenadas. Novamente, encontra-se
a mesma solucao obtida por Case para os problemas em geometria cartesiana.
Para o caso com anisotropia linear a solucao é determinada a partir do resultado do
problema em geometria cilindrica com espalhamento isotrépico. Por fim, propdem-se
adicionar os termos de anisotropia linear e quadratica a equacédo desenvolvida por
Mitsis para um cilindro infinito com simetria azimutal e espalhamento isotropico
considerando os termos de fonte externa isotropica e fluxo incidente constante no
contorno. Para a construcdo destes termos de espalhamento considera-se que a
solucédo destes problemas sdo compostas pelos mesmos autovalores determinados
por Case para o problema em geometria cartesiana unidimensional com mesmo
grau de anisotropia. Soluciona-se estas equacdes por meio do método HT'Sy, O
qual consiste na aplicacdo do método Sy para a discretizagdo da variavel angular
juntamente com a transformada de Hankel de ordem zero e compara-se as solucdes
de cada equacdo com problema em geometria cartesiana com o mesmo grau de
anisotropia.

Palavras-chave: Equacéo de transporte de néutrons, geometria cilindrica, espalha-
mento anisotrépico.



ABSTRACT

LAZZARI, Luana. Solution of the neutrons transport equation to an infinitely
long cylinder with anisotropic scattering. 2016. 83 f. Dissertagdo (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pds-Graduagcdo em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2016.

In the present work is determined the analytical solution to the neutron transport
equation in two-dimensional slab geometry by angular decomposition method. This
method consists in derive the equation several times with respect to angular variable
for get a differential equation. After this equation is solved and its solution is replaced
in original equation. Thus, the solution obtained to the neutron transport equation is
composed by a linear combination of singular eigenfunctions associated the a set of
eigenvalues analogous to determined by Case to the one-dimensional slab geometry
problem. Moreover is presented the analytical solution to the neutrons transport equa-
tion in two-dimensional cylindrical geometry in the cases with scattering isotropic and
linear anisotropic scattering. The isotropic problem is solved taking as starting point
the solution the equation in slab geometry after making some changes of coordinates.
Again is found the same solution obtained by Case to the problem in one-dimensional
slab geometry. For the case with linear anisotropy the solution is determined from the
problem in cylindrical geometry with scattering isotropic. Lastly is proposed to add
the linear and quadratic anisotropy terms to the equation developed by Mitsis for an
infinitely long cylinder with azimuthal symmetry and isotropic scattering considering
the isotropic internal source and incident neutron flux for the boundary. For the con-
struction of this terms is considered that the solution of this problem is composed by
same eigenvalues determined by Case to the one-dimensional slab geometry prob-
lem with equivalent degree of anisotropy. This equations are solved by HT'Sy method
which consists in to apply the Sy method to the discretization of the angular variable
together with the zero order Hankel transformation. The solution found are compared
with problem in slab geometry with same degree of anisotropy.

Keywords: Neutron transport equation, cylindrical geometry, anisotropic scattering.
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1 INTRODUCAO

Mudangas na matriz de energia elétrica mundial estdo ocorrendo. Estas modifi-
cacoes tem como intuito aumentar a participacao de fontes de energia elétrica com
baixa emissdo de carbono no suprimento energético mundial. Os principais motivos
que levaram a isso sao a preocupagao com questdoes ambientais, como 0 aquecimento
global e a necessidade de suprir a crescente demanda por energia elétrica no mundo.

No Brasil a maior parte da energia elétrica provém de hidrelétricas as quais produz
energia de forma limpa, ndao levando em consideracgao os impactos ambientais causa-
dos pela sua construgcédo. Depender essencialmente de energia hidrica torna o sistema
elétrico vulneravel a falta de suprimento devido a condigbes climaticas. Diversificar a
matriz elétrica brasileira € uma opgao para garantir o suprimento e a seguranca ener-
gética. Diante deste cenario, a energia nuclear € uma fonte alternativa para atender
estas necessidades imediatas.

A produgao de energia elétrica em um reator nuclear depende do monitoramento
da distribuicao de néutrons no sistema para que seja possivel controlar e sustentar
as reagdes. Este problema é o enfoque do estudo de muitos pesquisadores da area
nuclear que utilizam a equacéao de transporte de néutrons para predizer a distribuicao
destas particulas no reator.

A equacéo de transporte de néutrons é derivada da equacéo linear de Boltzmann
desenvolvida em 1872 por Ludwig Boltzmann em seus estudos sobre a teoria ciné-
tica dos gases. Ela é uma equacao integro-diferencial que descreve distribuicdo da
populacdo de néutrons num meio material por meio de trés variaveis espaciais, duas
variaveis angulares, uma variavel energética e uma variavel temporal.

A aplicabilidade da equacao de transporte de néutrons em diversas areas como
fisica de reatores, estudo de dosimetria da radiacdo, transferéncia radiativa e ana-
lise de blindagens contra a radiagdo, impulsionaram pesquisas em métodos cada vez
mais eficientes para solucionar tais problemas. Neste contexto, duas diferentes abor-
dagens podem ser utilizadas para resolver a equacéao de transporte de néutrons, uma
probabilistica e outra deterministica.

Entre os métodos com abordagem probabilistica pode-se destacar o método de
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Monte Carlo (BELL; GLASSTONE, 1970) que baseia-se na analise individual das par-
ticulas, sendo util para resolver casos de geometrias complexas. Com relacdo aos
métodos deterministicos pode-se citar os métodos Py (MARK, 1957) e Sy. Os pro-
cedimentos do método Py fundamentam-se na aproximagéo da dependéncia angular
do fluxo de néutrons, a qual é expandida por meio de esféricos harmbnicos.

J& 0 método de aproximagdo em ordenadas discretas Sy consiste na discretiza-
cao da variavel angular do fluxo de néutrons em N direcbes. Neste tratamento da
dependéncia angular o termo integral é aproximado por uma férmula de quadratura
numeérica. Como resultado deste processo tem-se um sistema de N equacgdes dife-
renciais ordinarias lineares para o fluxo angular, que pode ser solucionado através de
uma abordagem numeérica ou analitica. Este método foi introduzido por G.C.WICK
(1943) na solucao de problemas de transporte e CHANDRASEKHAR (1950) em es-
tudos de transferéncia radiativa.

Entre os métodos desenvolvidos para solucionar as equacdes Sy analiticamente
pode-se citar o método LTSy proposto por VILHENA; BARICHELLO (1991) BARI-
CHELLO (1992) e o método HT'Sy desenvolvido por GONGALVES (2003). O método
LTSy consiste em aplicar a transformada de Laplace no sistema de equacdes dife-
renciais ordinarias gerado pela aproximagao Sy e assim transforma-lo em um sistema
algébrico para os fluxos transformados. Uma vez resolvido este sistema, aplica-se
a transformada inversa de Laplace e obtém-se uma expressao analitica para o fluxo
angular discretizado. No método HT'Sy aplica-se a transformada de Hankel de or-
dem zero para solucionar as equacgdes Sy. Este método é utilizado para solucionar a
equacao de transporte de néutrons em geometria cilindrica.

A solugcao numérica das equacgdes Sy pode ser obtida através dos métodos espec-
tro nodais desenvolvidos por BARROS; LARSEN (1992). Nestes métodos as equa-
cdes Sy sdo integradas transversalmente, o termo fonte é tratado analiticamente e é
introduzida uma aproximacao para o termo de fuga transversal. A aproximacao deste
termo pode ser feita por uma constante chamado método spectral Green’s function -
constant nodal (SGF — C'N) ou por um polinémio de primeira ordem chamado método
spectral Green’s function - linear nodal (SGF — LN).

Ao contrario dos métodos citados anteriormente, que solucionam a equacao de
transporte de néutrons de forma aproximada, CASE; ZWEIFEL (1967) propdem uma
solucéo exata para este problema. Para encontrar tal solucéo eles consideram a equa-
cao de transporte de néutrons em geometria cartesiana unidimensional para o caso
estacionario, monoenergético, com simetria azimutal e espalhamento isotrépico, utili-
zando o método de expansdao em autofuncdes singulares ou método de Case. Este
método consiste na separacao de variaveis conveniente para o fluxo angular de néu-
trons do qual resulta em um conjunto completo de autofungdes singulares ortogonais.
Assim, a solucdo da equagéao de transporte de néutrons € expressa como uma com-
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binacao linear de autofuncoes.

Com base nos resultados obtidos por Case, GONGALVES (2003) soluciona a equa-
cao do transporte de néutrons em geometria cartesiana unidimensional para o caso
monoenergético, estacionario e isotrépico utilizando o método de derivagdo angular
(GONCGALVES, 2003). Este método consiste em derivar a equacao de transporte de
néutrons em relagéo a variavel angular um numero suficiente de vezes até obter uma
equacao diferencial e a solucdo desta equacao € proposta como resultado do pro-
blema original. Os autovalores que compdem a solucéo deste problema sao idénticos
aos determinados por CASE; ZWEIFEL (1967). Em GONcALVES (2003) também
estende-se este método para os problemas com anisotropia linear e quadratica e em
geometria cartesiana bidimensional.

A solucédo da equagéo de transporte de néutrons em geometria cartesiana bidi-
mensional também é determinada atraves de outros métodos. Em HAUSER (2002)
apresenta-se a solucéo deste problema para o caso monoenergético e isotropico atra-
vés do método LTSy, onde os termos de fuga transversal sdo representados de duas
formas. No método LT Sy2D — Diag estes termos sdo expressos como combinagao
linear dos autovetores multiplicados por exponenciais dos respectivos autovalores. Ja
no método LT SN2D — DiagFExp estes termos sdo representados por uma funcao ex-
ponencial com constante de decaimento identificada heuristicamente com parametros
materiais caracteristicos do meio.

Com relacao a resolugao da equacao de transporte de néutrons em geometria car-
tesiana bidimensional pelos métodos espectro nodais pode-se citar MENEZES (2012)
que utiliza o método SGF — C'N para solucionar este problema considerando fonte ex-
terna isotropica e modelo multigrupo de energia. J& DOMINGUEZ (2006) aplica o
método SGF — LN para solucionar esta equacao considerando o caso estacionario,
monoenergético e com fonte de espalhamento isotrépico. Este mesmo problema é
solucionado por CABRERA (2009) utilizando método ADO (Analytical Discrete Or-
dinates), uma versao analitica do método de ordenadas discretas. Neste método é
possivel utilizar um esquema de quadratura mais arbitraria e a solugéo é analitica na
varigvel espacial. Em FILHO (2012) este problema é estendido para o caso com
espalhamento anisotrépico.

Para a equacéo de transporte de néutrons em geometria cilindrica pode-se citar
a solugao proposta por MITSIS (1963). Ele generalizou o método de expansdo em
autofuncoes singulares (CASE; ZWEIFEL, 1967) para esta equacao considerando
0 caso isotropico com simetria azimutal para um cilindro de altura infinita. Em SI-
EWERT; THOMAS (1984) este problema é solucionado através do método Fy (Sl-
EWERT, 1979) e considerando os termos de fonte externa isotrépica e fluxo incidente
constante no contorno. O método Fy usa parcialmente a técnica de Case para derivar
um conjunto de equagdes singulares para as distribuicées angulares no contorno.
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Em KAVENOKY (1978) soluciona-se a equacao de transporte de néutrons em geo-
metria cilindrica através do Nodal Constante (C'N). Este método é similar aos métodos
espectro nodais no entanto, os termos de fonte e de fuga transversal sdo aproxima-
dos por constantes. J& FLETCHER (1983) desenvolve uma solucao semianalitica
para a equacgao de transporte de néutrons em geometria cilindrica com espalhamento
anisotropico através do método Py descrito anteriormente.

Em GONCcALVES (2003) aplica-se 0 método HT'Sy para solucionar a equacao
de transporte de néutrons em geometria cilindrica desenvolvida por Mitsis para um
cilindro de altura infinita, espalhamento isotropico, simetria azimutal do fluxo, fonte
externa isotrépica e fluxo incidente no contorno. Neste mesmo trabalho, Gongalves
utiliza 0 método HT'Sy em conjunto com o método de decomposicdo (ADOMIAN,
1984) para resolver a equagéao de Boltzmann para um cilindro infinito, com simetria
azimutal e espalhamento anisotrépico.

Em VELHO et al. (2004) apresenta-se a solucdo da equacao linear de Boltz-
mann unidimensional em geometria cilindrica com espalhamento isotrépico pelo mé-
todo HT'Sy (GONCALVES, 2003). Posteriormente, VELHO et al. (2005) solucionam
esta equacdo para o caso com espalhamento anisotrépico, utilizando o método de
decomposicao em conjunto com o método HT'Sy.

Para problemas com espalhamento anisotrépico GONGALVES; LEITE; VILHENA
(2009) solucionaram a equacao de transporte de néutrons para o caso estacionario e
monoenergético em um cilindro de altura infinita pelo método de decomposigéo. Ja no
trabalho de GONGALVES; VILHENA; BODMANN (2010) € proposto a construgcéao heu-
ristica para o termo de anisotropia linear o qual é adicionado a equacgao desenvolvida
por MITSIS (1963) para um cilindro infinito com simetria azimutal. Apés, esta equa-
céo é solucionada pelo método HT'Sy. Para a equacao de transporte de néutrons
com termo de espalhamento linearmente anisotrdpico pode-se citar ainda o trabalho
de TEKKALMAZ; ALTA¢ (2007) aplicado a resolucao de problemas de transferéncia
radiativa. A solucao deste problema é obtida através do método SK que consiste
em aproximar o kernel da integral de transporte por uma soma de kernels analogos
aos da equacao de difusdo gerando assim, um conjunto de equacdes acopladas. As
equacoes resultantes deste processo tem a mesma forma da gerada por Mitsis.

Este trabalho € estruturado da seguinte forma, o segundo capitulo apresenta a
deducao da equacao de transporte de néutrons obtida a partir do balanco entre os
néutrons que entram e saem de um volume arbitrario (BELL; GLASSTONE, 1970).
O terceiro capitulo apresenta uma breve descricdo da solu¢ao proposta por CASE;
ZWEIFEL (1967) para a equacéao de transporte de néutrons em geometria cartesiana
unidimensional para o caso estacionario, monoenergético e isotropico com simetria
azimutal para um meio infinito pelo método de expansdao em autofung¢des singulares.
Este resultado obtido por Case é utilizado como base para a solugdo dos problemas
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em geometria cilindrica e cartesiana apresentados deste trabalho.

O quarto capitulo apresenta a formulacao da equacéao de transporte de néutrons
em geometria cartesiana bidimensional no plano zy para o caso estacionario, isotré-
pico e monoenergético em um plano infinito homogéneo. Na sequéncia, soluciona-se
esta equacao a partir do método de decomposi¢ao angular e por fim, mostra-se que
a solucao deste problema é solugdo da equacao de difusdo em geometria cartesiana
bidimensional.

O quinto capitulo apresenta a deducao da equacao de transporte de néutrons em
geometria cilindrica bidimensional para o caso isotrépico, monoenergético e estacio-
nario para um cilindro infinito em um meio homogéneo. Determina-se a solugéo desta
equacao tomando como ponto de partida o resultado obtido para a equacao de trans-
porte de néutrons em geometria cartesiana bidimensional. Por fim, mostra-se que a
solucédo do problema é solucdo da equacado de difusdo em geometria cilindrica bidi-
mensional e ainda, compara-se a solucao do problema em geometria cilindrica com
os resultados determinados por Mitsis para o fluxo escalar em um cilindro infinito com
simetria azimutal. Apresenta-se também a formulacao e solu¢ao da equacao de trans-
porte de néutrons em geometria cilindrica bidimensional para 0 caso monoenergético
e estacionario com espalhamento linearmente anisotropico para um cilindro infinito
em um meio homogéneo. A solugéo deste problema é obtida com base na solugéo do
problema em geometria cilindrica com espalhamento isotropico.

O sexto capitulo tem como base a equacao de transporte de néutrons desenvolvida
por MITSIS (1963) para um cilindro infinito com simetria azimutal e espalhamento iso-
trépico a qual adicionou-se, considerando o trabalho de SIEWERT; THOMAS (1984),
os termos de fonte externa isotropica e fluxo incidente constante no contorno. Con-
siderando esta equacgéo se propde neste trabalho adicionar os termos referentes as
anisotropias linear e quadratica. Estes termos sdo construidos com base na hipé-
tese de que as solugdes destes problemas sdo dadas pelos mesmos autovalores de-
terminados por CASE; ZWEIFEL (1967) para o caso unidimensional e mesmo grau
de anisotropia. Na sequéncia, solucionam-se ambas equacdes pelo método HT'Sy
(GONCGALVES, 2003) e por fim, comparam-se os resultados numéricos dos problemas
em geometria cilindrica com anisotropia linear e quadratica com os problemas em
geometria cartesiana unidimensional para os mesmos graus da anisotropia.



2 EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS

Na teoria do transporte, a distribuicdo das particulas neutras em um meio é des-
crita pela equacéao de transporte de néutrons que deriva da equacao desenvolvida por
Ludwig Boltzmann em 1872 em seus estudos sobre cinética dos gases. Esta equacao
€ obtida a partir de um balango entre os néutrons que entram e saem do volume ar-
bitrario V. Este capitulo apresenta a deducao da equacgao de transporte de Néutrons,
suas limitacbes com base em BELL; GLASSTONE (1970) e algumas simplificacdes
que podem ser feitas no modelo para facilitar sua resolucéo.

2.1 Deducao da equacao de transporte de néutrons

A equacdo de transporte de néutrons pode ser determinada a partir de um balanco
entre os néutrons que entram e saem do elemento de volume V, representado na
Figura 1,

ds

Figura 1: Volume arbitrario V'

onde dS € um elemento de area, 7 € o vetor unitario na direcdo de saida dos néutrons
do volume e S é a superficie do volume.

Para descrever a populacado de néutrons em V' utiliza-se a densidade angular de
néutrons representada por:
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[ NG9, B v, (1)
JV

e definida como o numero provavel de néutrons na posicao 7, com direcao Q, energia
E no instante de tempo ¢, por unidade de volume, por unidade de angulo sélido, por
unidade de energia, sendo €} um vetor unitario.

Por sua vez o fluxo angular de néutrons é definido como,

—

/ ¢(f,ﬁ,E,t)dvE/ oN(F, G, E,D)aV, 2)
1% 1%

onde v é a velocidade escalar de propagacao dos néutrons. Assim, o fluxo angular de
néutrons € definido como o numero provavel de néutrons na posi¢do 7, viajando na
direcdo do angulo sélido 3, com energia E e no instante ¢, por unidade de &rea, por
unidade de angulo sélido e por unidade de energia.

Considerando a dependéncia temporal da equacgao de transporte tem-se a taxa de
mudanca do numero néutrons. Ela é definida como a diferenga entre os néutrons que
entram e saem do um elemento de volume arbitrario IV com o passar do tempo. Assim,
a relagao anterior é escrita da seguinte forma:

. (3)

[ 2IN(F & B BV [ ganhos em V. com o ] [ perdas em V com o
V ot r,ak, L, = —

passar do tempo passar do tempo

Pode-se ainda reescrever a taxa de mudanga do niumero em V' em fungéo do fluxo
angular como,

14

ot Jv v ot

A variacado da populagao de néutrons em V pode ser descrita pelas formas que
os néutrons com dire¢do € e energia £ sdo introduzidos e removidos do elemento de
volume V, as quais sdo dadas por:

—

. Néutrons que "nascem" em V devido a uma fonte.
2. Néutrons que entram em V' pela superficie S.

3. Néutrons com diferentes diregdes ou energias que sofrem interacdes dentro de
V de modo que sejam espalhados para a energia E e direcdo Q.

4. Néutrons que sofrem interagdes em V' e sdo absorvidos ou mudam de direcao
Ou energia .

5. Néutrons que podem deixar V' pela superficie S.
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Expressando matematicamente os processos pelos quais os néutrons entram no
elemento de volume arbitrario V' representados pelos itens 1, 2 e 3 e saem do volume
V representados pelos itens 4 e 5 tem-se,

1) Termo fonte

Néutrons que ingressam em V' através de uma fonte externa na posigéo r, viajando
na diregao do angulo sélido €}, com energia E e no instante ¢,

/V Q(F, G, E,1)av. (5)

2) e 5) Diferenca entre os néutrons que entram e que saem do volume V pela
superficie S

Considerando um elemento de area d.S na superficie de V. com vetor normal a essa
superficie 77 entdo o numero de néutrons que cruzam a superficie d.S é dado por:

ol

it - Qp(7,Q, B, t)dSAQdE, (6)
onde Ou (7, Q, E, t) = j(7, €, E, t) denominada corrente angular de néutrons.
Integrando a equagéao (6) ao longo de toda a superficie S do volume V' tem-se,

/S - Gu(F, G, B, 1)ds. (7)

Utilizando o teorema da divergéncia pode-se reescrever (7) como uma integral de
volume
/ﬁ - Ou(F, G, B, 1)dS = / v - Gy (7, G, B, DAV (8)
s \4

3) Néutrons com diferentes direcoes ou energias que sofrem interacées dentro
de VV de modo que sejam espalhados para a energia £ e direcéo ¢

Este termo representa a probabilidade de um néutron com energia E’ e direcéo ¢
sofrer interacées em V' e ser espalhado para dentro da direcao dQ em torno de (3 e
energia d¥ em torno de E. Assim, tem-se

/ /°° S(7, BNV (70 B — O, EYo(F, 0, B, )dVdEaV, 9)
VvV JO 47

onde (7, E') é a se¢cdo de choque macroscépica total definida como a probabili-
dade de interacdo dos néutrons com o meio por unidade de comprimento. O termo
G O E — Q, E) representa a fungao probabilidade definida como a probabilidade
de um néutron com direcéo (' e energia £’ sofra uma colisdo e desta surja um néutron
com direcdo d$) em torno de ) e energia dE em torno de E.



22

A secao de choque macroscépica total pode ser representada como um somato-
rio das se¢des de choque parciais ¥, onde o subscrito z indica o tipo de interagéo
néutron-nucleo,

S(FENVF( B — QL E) =Y SR, BN fo (Y, E = Q,F). (10)

Alguns dos tipos possiveis de interagbes néutron-nucleo sao:

¥, (7, E")= Secgéo de choque macroscépica de espalhamento elastico;
Y. (7, E")= Segéo de choque macroscopica de espalhamento inelastico;
Y (7, E')= Secdo de choque macroscépica de fissgo.

4) Néutrons que sofrem interacées em 1 e sao absorvidos ou mudam de
direcao ou energia

Néutrons que apds sofrerem interagées sdao removidos do volume dV por terem
mudado de energia E ou de direcido ), sdo representados por:

[ S By 6., av. 11)

Substituindo os itens 1 a 5 no balanco (3) obtém-se,

Jo

/ [/m/ S(F, BNV (7, B — O, EYyo(F, 6, B, )dGdE + Q(F, G, E,t)] dv = 0. (12)
1% 0 47

10y(7 0, B, t)

5 + V- Qu(F,Q, B, t) + 2(7F, E)(F, Q, E, t)
v

dV +

Como o volume é arbitrario a integral do volume é zero somente se o integrando for
igual a zero logo, a equacéo de transporte de néutrons é dada por:

/Oo/ S(7, EN (70, B — O, By (7,0, E,0)AVdE + Q(7, 0, E, t). (13)
0 4

A equacéao de transporte de néutrons (13) desenvolvida por Boltzmann apresenta
algumas limitagcdes como (BELL; GLASSTONE, 1970):

Flutuacoes estatisticas do fluxo angular

Na equacdo de Boltzmann flutuacdes estatisticas ndo sédo consideradas em
virtude de sua pequena magnitude quando comparada com valor médio da densidade
angular de néutrons.
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Interacao néutron-néutron

A interagao entre néutrons € desconsiderada em virtude da baixa densidade de
néutrons (10'° - 10! néutrons/cm?®) em comparagdo com a densidade de nucleos no
meio (10*? ndcleos/cm?). Logo, o nimero de interagdes néutron-nlcleo é maior e como
resultado desta restricdo tem-se a equacao de transporte de néutrons linear.

Comportamento ondulatério

Na equacao de Boltzmann, o néutron é tratado como uma particula pontual, no
sentido que ele pode ser descrito completamente pela sua velocidade e posicao. A
natureza ondulatéria do néutron ndo é considerada, pois seu comprimento de onda
em geral é muito menor do que as dimensdes envolvidas na teoria do transporte.

Néutrons atrasados

Para o estudo de reatores no estado estacionario, os efeitos devido a néutrons
atrasados podem ser desprezados no entanto, eles sdo importantes no estudo de
cinética de reatores onde o fluxo de néutrons varia com o tempo.

Como a equacgao de transporte de néutrons apresentada em (13) é definida por
trés variaveis espaciais, duas variaveis angulares, as quais definem a direcao de pro-
pagacao dos néutrons, uma variavel energética e uma variavel temporal sua solucao
e dificil de ser determinada. Portanto, algumas simplificagdes podem ser realizadas
nesta equacao.

Com relagcédo a dependéncia temporal pode-se considerar o sistema no estado es-
tacionario, ou seja, independente da variavel temporal. Esta simplificacdo implica que
as propriedades do sistema ndo se alteram em um determinado intervalo de tempo.

A dependéncia energética da equacao de transporte de néutrons pode ser tratada
por meio de um modelo monoenergético, ou seja, considera-se que todos os néutrons
possuem a mesma energia. No entanto, como a energia dos néutrons em um rea-
tor varia de 10 MeV para menos que 0,01 eV uma forma mais realistica de tratar a
dependéncia da energia € utilizando o modelo multigrupo. Neste modelo, o intervalo
de energia de interesse é dividido em um numero finito de grupos e os parametros
que definem a dependéncia energética sdao aproximados pela avaliacao das secoes
de choque em cada grupo de energia.

O termo de espalhamento pode ser considerado dependente da variavel angular
chamado de caso anisotropico, ou independente caso isotropico. No caso anisotré-
pico, a dependéncia angular do termo de espalhamento pode ser expandida em Po-
linbmios de Legendre. Truncando a série no termo de grau zero tem-se um problema
com espalhamento isotrépico, truncando no termo de grau um o espalhamento € line-
armente anisotrépico e assim por diante.



3 METODO DE EXPANSAO EM AUTOFUNCOES SINGULA-
RES OU METODO DE CASE

Este capitulo descreve a solugédo da equacao de transporte de néutrons unidimen-
sional em geometria cartesiana proposta por CASE; ZWEIFEL (1967) pelo método
de expansao em autofuncdes singulares ou método de Case. Esta solucédo é utilizada
como base para os resultados obtidos no trabalho.

3.1 Descricao do método de Case

A equacao de transporte de néutrons unidimensional em geometria cartesiana para
0 caso estacionario, monoenergético, com espalhamento isotrépico e simetria azimutal
para um meio infinito é dada por (CASE; ZWEIFEL, 1967):
Op(z, p)

c 1 ! /
P +(w, p) = 5/_1w(x,u)du, (14)

onde = € uma coordenada espacial, 1 € uma variavel angular que define a direcao
de propagagéao do fluxo, ¥ (z, 1) é fluxo angular de néutrons e ¢ € o niumero medio de
néutrons que emergem por coliséo.

Aplicando o método de separagao de variavel propéem-se que o fluxo angular de
néutrons € dado pelo produto de duas fungées como:

Y(x, 1) = x(2)p(p)- (15)

Substituindo (15) na equagéo (14) e dividindo por ux(x)¢(i) obtém-se,

1 dx(») c /1 N
- dy’ — =. 16

x(@) dv 2up(p) J- P )dp 1 (16)
Percebe-se que o lado esquerdo da equagéao (16) € uma fun¢ao que depende somente
de z e o lado direito uma fung¢ao que depende somente de .. Portando, estas funcdes
somente s&o iguais a uma constante definida como —1/v.
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Assim, determina-se a equacgdo para a fungéo x(x) dada por:

1 dx(x) 1
x(x) dz v (17)
a qual tem como solugao
X(7) = c1 exp (—f) : (18)

onde c¢; € uma constante arbitraria tomada como 1. Substituindo este resultado em
(15) tem-se a solucédo da equacéao (14) dada da seguinte forma:

Ui, ) = oy exp (1) (19)

v

onde ¢, (1) sdo autofungdes e v os autovalores correspondentes a estas autofungodes.
Por sua vez, substituindo a solugdo (19) na equacao de transporte de néutrons
(14), tem-se que as autofungdes ¢, () sédo determinadas a partir da seguinte equagéo

= moun) = % [ 6, (20)

Considerando a normalizagédo da autofuncéo ¢, (x') como sendo,

[ ot =1, @1)

e substituindo na equacéao (20) obtém-se ¢, (1) dada por:

cv 1

¢V(M) = ?V_Iuv (22)

parav # u,istoév ¢ (—1,1).
Substituindo (22) na condicdo de normalizacéo (21) tem-se,

onde \(v) € chamada de funcdo de dispersao.
Resolvendo a integral da equacgao (23) obtém-se,

)\(y)zl—wln(y+1>. (24)

A fungéo de dispersao apresenta a seguinte propriedade: A(v) = A(—v), ou seja,
se 1y € uma raiz da funcao de dispersao entdo —v, também é raiz. Logo, observa-se
qgue a equacao (24) possui apenas duas raizes +v.
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Analisando a fung¢ao de dispersao (24) no eixo real positivo, 1 < v < oo, verifica-se
que:
e lim, 1+ A\(v) = —o0;
o lim, . A(v)=1-—c.

Como a variavel c representa o nimero médio de néutrons que emergem apds uma
colisdo néutron-nucleo tem-se as seguintes possibilidade para c:

e ¢ < 1: A funcdo de dispersdo \(v) possui duas raizes reais, uma raiz v, no inter-
valo 1 < v < oo e outra raiz —y, no eixo negativo de acordo com a propriedade
da funcéo de dispersao descrita anteriormente;

e ¢ > 1: As raizes da fungéo de dispersao A\(v) sdo imaginarias;
e ¢ = 1: A fungéo de dispersdo \(v) apresenta raiz dupla no infinito.

As raizes +v, da funcao de dispersao determinadas anteriormente representam os
autovalores discretos, também chamados de autovalores assintéticos, associados as
autofuncgdes

cVy 1
2 1y —pu

¢:tuo (/vb) == . (25)

Considerando a possibilidade de v = u, isto é v € (—1,1), deve-se acrescentar o
seguinte termo a solugéo (22),

AW)o(v — p), (26)
onde (v — p) € a funcdo delta de Dirac e A(v) € uma func¢do arbitraria. Logo, tem-se

gue a solucao (22) para este caso é dada por:

e 1

bu(p) = +AW)o(v — p). (27)

20— 7!
Substituindo (27) na condicdo de normalizacéo (21) tem-se,

cv 1

el AW)o(v —p) =1, (28)

onde P denota o valor principal de Cauchy.
Solucionando a integral utilizando o valor principal de Cauchy obtém-se,

)\(y):l—cgln(z—l_1>. (29)
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Verifica-se que no caso da funcao de dispersao (29), em é considerado a possibilidade
de v = pu, existe um espectro continuo de autovalores v, com v € (—1,1), sendo as
autofuncgdes a ele associadas dadas pela equacao (27).

Apoés estabelecer as autofungdes discretas e continuas pode-se escrever a solugéo
geral do problema como:

vleun) = s (~2 ) + [ Al exp (-2 ) av (30

onde A.,, e A, séo os coeficientes da expansao.



4 SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE TRANSPORTE
DE NEUTRONS EM GEOMETRIA CARTESIANA BIDIMENSI-
ONAL

Este capitulo apresenta a solucao analitica da equacao de transporte de néutrons
bidimensional para o caso isotropico, monoenergético e estacionario em geometria
cartesiana no plano xy para um meio infinito homogéneo. Inicialmente, mostra-se a
formulacao desta equacao a partir de simplificacoes feitas na equacao de transporte
de néutrons apresentada no capitulo 2. Na sequéncia, soluciona-se a equacao de
transporte pelo método de decomposicao angular (GONGALVES, 2003), o qual con-
siste em derivar a equacao com relagéo a variavel angular um numero suficiente de
vezes até obter uma equacéo diferencial. Apds, resolve-se esta equagéao e substitui-se
a solugcao encontrada na equacgao original.

A solucao obtida para a equacao de transporte de néutrons em geometria carte-
siana bidimensional é composta pela combinacao linear de autofung¢des singulares
associadas a um conjunto de autovalores analogos aos determinados por CASE;
ZWEIFEL (1967) no problema de transporte de néutrons em geometria cartesiana uni-
dimensional. Por fim, mostra-se que a solugédo desta equacéao é solu¢do da equacao
de difusdo em geometria cartesiana bidimensional.

4.1 Formulacao da equacao de transporte de néutrons em geo-
metria cartesiana bidimensional

Esta secao apresenta a construgdo da equacéao de transporte de néutrons bidimen-
sional para o caso isotrépico, monoenergético e estacionario em geometria cartesiana
no plano xzy em um meio infinito homogéneo. Para obter esta equacao as seguintes
simplificac6es devem ser feitas na equacgao de transporte de néutrons (13):

Termo fonte

A equacao de transporte de néutrons considerada nao possui termo fonte.
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Estado estacionario

O modelo considerado é independente do tempo logo, tem-se que taxa de mu-
danca do numero de néutrons € igual a zero, ou seja,

19) L=
a[@b(r,Q,E, t)] =0, (31)

e o fluxo angular de néutrons é dado por:
V(7 Q, B t) = (7, Q, E). (32)
Monoenergético

Assumindo que as sec¢des de choque da equacéao de transporte de néutrons nao
dependem da energia, isto é,

X(r, E) = (1), (33)

€ possivel determinar o fluxo angular monoenergético integrando este termo sobre a
energia e assim obter,

v G = /0 T (.0, E)dE. (34)

Para o caso monoenergético a fungao probabilidade independente da energia E’ é
dada por:

|7 HGEEE = 6 E)E = () (75 - ), (35)
0
onde ¢(7) € o numero médio de néutrons que emergem por colisdo em 7 representado

como

o) = Y (7) + Xy (mzz;)y(F)zf(F) + ... (36)

onde:
¥, ()= Secéo de choque macroscépica de espalhamento elastico;
Y ()= Segao de choque macroscépica de espalhamento inelastico;
Y ()= Segdo de choque macroscopica de fisso;
Y ()= Secgéo de choque macroscépica total;
v(r)= Numero de néutrons emitidos por fisso.
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Meio homogéneo

Em um meio homogéneo os parametros nucleares independem da posicéo i por-
tanto tem-se

SR =3%, ((P=c e f(FY —=Q)=Ff Q). (37)
Espalhamento isotrépico

Considerando a funcao probabilidade f(' — ), uma fungéo de ., = €'- € onde ¢/

e () sdo as direces dos néutrons antes e depois do espalhamento, pode-se expandi-

la como uma soma de uma série de polindbmios de Legendre (BELL; GLASSTONE,
1970) isto é,

== X 20+1

=0

fiPi(po), (38)

sendo f; os coeficientes da expanséo dados pela ortogonalidade do polinémio de Le-
gendre como

fi=2m [ Fluo) Plao) o, (39

-1

e P,(uo) de acordo com o teorema da adigéo do polindmios de Legendre é dado por:

Ppo) = P(p)Pi(p') +2 Y 8 J_r Z;:

m=1

B () B (') cos[m(p — ¢)], (40)

onde p e 1/ s@o as dire¢gdes cosseno, ¢ e ¢’ sdo os angulos azimutais e dire¢cdes Qe
()’ respectivamente e P/ (1) sdo polindmios de Legendre associados.

Como esta sendo considerado o caso isotrdpico toma-se [ = 0 na equacao (38)
assim tem-se

fo=2m[1 flpo)dpo =1 e Po(uo) =1, (41)
logo a fungao probabilidade para o caso com espalhamento isotrépico € dada por:

fY = Q)= —. (42)
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Geometria cartesiana bidimensional

De acordo com BELL; GLASSTONE (1970) para o caso em geometria cartesiana
bidimensional escreve-se o termo 1 - V(7, Q) da seguinte forma

—

Q- VY, Q) = ( (1 —p?) COS(@);E, + /(1 = p?) Sin(sf));y,> Oy ), (43)

e o termo integral, [ (7, ')dSY, como
= AN 10/ ! 2m A N Y] ’
[ @ad = [ [T ey g (44)

Com base nestas simplificagbes a equagao de transporte de néutrons (13) é dada
por:

0 0
— 2 _ 2\ o e o
< (1= ) cos(p) 5 + /(1 —p )Sm(w)ay,> CICARTINTRE)
/ / . CZ ! I / / / / / /
+E¢($,y,u,<ﬂ)—*4ﬁ/_l/o sy s @ )de'du (45)

Tomando as variaveis 2’ e iy em termos do livre caminho médio como,

r=%2x" e y=Xy, (46)
tem-se que,
0y p) _ (@9, 1 0) (47)
ox’ Ox
e

Ov('y' ) _ 00y 1 )
oy dy

. (48)

Substituindo (47) e (48) na equacao (45) e simplificando X tem-se a equacédo de
transporte de néutrons bidimensional para o caso isotrépico, monoenergético e esta-
ciondrio em geometria cartesiana no plano zy em um meio infinito homogéneo dada
por:

ox

c Lo 1o 1y

( (1 —p?) COS(@)2 + /(1 — p?) Sin(¢)5y> V(x,y, 1, )
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4.2 Desenvolvimento da solucao analitica da equacao de trans-
porte de néutrons em geometria cartesiana bidimensional

Nesta secao determina-se a solugédo analitica da equacao de transporte de néu-
trons em geometria cartesiana bidimensional para o caso isotropico e monoenergético
no plano xy em um meio infinito homogéneo. Esta equacao é dada por (BELL; GLAS-
STONE, 1970):

%) : 9
(Mcos(gp)ax + /1 — p? sm(gp)a—y + 1) (@, y, )
C 1 2 ! / /
- /_1/0 (x,y, 1, @) de'dp. (50)

A equacao (50) é solucionada aplicando o método de derivagdao angular (GON-
cALVES, 2003). Este método consiste em derivar a equacao em relagdo a variavel
angular um numero suficiente de vezes até recair em uma equagao puramente dife-
rencial. Apds resolver a equacao diferencial sua solucao é proposta como solugéao do
equacao original. Assim, deve-se derivar a equacao (50) uma vez em relacao a varia-
vel angular ¢ para eliminar o termo integral e obter a seguinte equacéo diferencial:

2 0 2

VI (—sin(e) 2+ cos() o+ cos() o+ sin(e) 5o ) ) (e, )
2 Yy yoy

0

Para resolver a equacgéao (51) aplica-se o0 método de separacao de variaveis. Assu-
mindo que o fluxo angular de néutrons é dado pelo produto de trés funcoes,

U,y p, ) = f(y)g(x)h(p, ), (52)

onde f é uma fungédo que depende somente de y, ¢ € uma fungdo que depende so-
mente de x e h € uma fungédo que depende de u e ¢.

Substituindo o fluxo angular de néutrons dado em (52) na equacao diferencial (51)
e isolando o termo ¢'(z)/g(x), obtém-se uma equagdo em que seu lado esquerdo é
uma funcao que depende somente de x, enquanto que no lado direito € uma funcéao
gue depende de y, 1 € . Estas duas fungdes somente sdo iguais a uma constante
definida como —1/w assim, tem-se

gz [ (= /(1 = i) (cos(@)(p, ) + sin(@)hp, 9)g)) = F(W)h(1, 0), _ 1 sg

9(x) F) (1 = 1) (= sin(@)h(p, ¢) + cos(p)h(i, ¢),.)) w

A partir da equacéo (53) encontra-se a equagéo diferencial ordinaria para a fungéo
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g(x) dada por:

dg(z) 1 =
o T =0 (54)
a qual tem como solugao
gu(x) = c1exp (—f}) ) (55)

Isolando o termo f'(y)/f(y) da equagao (53) obtém-se do lado esquerdo uma fun-
céo que depende somente de y e o lado direito uma fungdo que depende de u € .
Novamente ambas fun¢des somente séo iguais a uma constante definida como —1/k,

) _ Y (sin(o)h(p, 0) — cos(@)h(p, 9)o) + b @)y 1 56)
1) (1= p2) (= cos(2) 1, ) — sin()h(p, 0),) r
A partir de (56) encontra-se a equacao diferencial ordinaria para a fungéo f(y),
df(y) 1 _
“dy + Ef(?J) =0, (57)
a qual tem como solugao
fuly) = eaesp (<L) (58)

Por fim, a fungéo h(u, ¢) € dada pela equagéao diferencial parcial

Ohlp. ¢) ( /=n cos (p) — —— sm )
dp
( /- sm R cos ) 0, (59)

que tem como solucao

kWl (1) .
(1 = p?)rcos(p) — /(1 — p*)wsin(p) + Kw

how (1, 0) = (60)

Substituindo os resultados encontrados para cada fungao em (52) e considerando
c1coF (1) = ¢/2 tem-se a solugao para a equacao diferencial (51) dado por:

CKW exp (—% — %)

(1 — p?) (K cos(p) + wsin(p)) + mu)

V(x,y, 1, o, w, k) = : (61)
2(

sendo w e k 0s autovalores da solugéo.
Substituindo a solugéo (61) na equacao (50) e simplificando o termo exponencial
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tem-se,

Pwk

L (\/u — 1) (—r cos(ip) — wsin()) + wr

onde P denota o valor principal de Cauchy.

Os autovalores w e x devem satisfazer a equacgéo (62) para que (61) também seja
solugao da equagéao de transporte de néutrons. Portanto, o dominio permitindo, que
constituird o espectro de autovalores, é aquele que faz com que o lado direito da
igualdade seja 1.

Para determinar o espectro de autovalores resolve-se a integral com relacdo a
variavel ¢ utilizando o valor principal de Cauchy e na sequéncia a integral em relacao
a p. Assim, obtém-se,

2 + 2 +
joCwn g (VR en ) (63)
2\ /(w? + K2) —/(W? + K?) + wk

) dedp, (62)

Dividindo o argumento da fungéo In por /(w? + k2) € propondo a seguinte igual-
dade

p= (64)
v/ (w? + K2)
reescreve-se a equagao (63) como,
— 2 "\

Assim, o espectro de autovalores admissiveis é constituido pelas raizes da funcéo
dispersao dada por:

A@):l—c”m<”+1): | (66)

Esta equacédo possui a mesma forma que a equacgao que define os autovalores uni-
dimensionais determinados por CASE; ZWEIFEL (1967). E ainda esta funcao apre-
senta duas raizes que sdo 0s mesmos autovalores assintéticos, +v,, do problema
unidimensional determinado por Case.

Elevando ao quadrado a expressao (64) obtém-se,

11 1
== (67)

a qual é a equacao de uma circunferéncia centrada na origem e com raio igual a 1/v.
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Observa-se que o conjunto de autovalores w e « € real quando disposto sobre uma
circunferéncia de raio real 1/v e imaginario quando dispostos sobre uma circunferéncia
de raio 1/v imaginario, conforme representado na Figura 2.

1

K

N
< | =

Figura 2: Circunferéncia que contém o inverso dos autovalores.
A partir da igualdade (67) é possivel definir as seguintes relagdes paramétricas:
L=1lcos() e +=1Lsin(d), (68)

onde v sdo autovalores positivos.
Substituindo (68) na autofuncdes (61) e utlizando a relagao trigonométrica

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b), (69)
obtém-se,

veexp (—% (xcos(f) +y sin(@))) .
2 (v = /(1= 12) (cos(y - 0)))

Y(x,y, p, o, v,0) = (70)

Sabe-se através do problema unidimensional solucionado por CASE; ZWEIFEL
(1967) que a funcao de dispersao (66), para v ¢ (—1, 1), admite somente duas raizes
gue sao os autovalores discretos +1, chamados de autovalores assintoticos os quais
sdo associados a autofungdes (70).

Seguindo o desenvolvimento de CASE; ZWEIFEL (1967), se admitir a possibilidade
de v € (—1,1) deve-se acrescentar a autofungéo (70) o seguinte termo

2 A(v)d (1/ — /(1 — p?) cos(p — 0)) : (71)
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onde \(v) é uma fungéo arbitraria e ¢ (u — /(1 — p?) cos(p — 0)) é a fungéo de delta
de Dirac. Logo, reescreve-se (70) como,

U(x,y, 1, @, v,0) = exp (—i (x cos(0) + ysin(&)))

v + 27 A (V) (v — /(1 — pu2) cos(p — 6 : (72)
(2(1/— (1 — p2) cos(p — 0)) <)( Hmpeests )>)

Substituindo a autofuncéo (72) na equagéo de transporte de néutrons (50) e sim-
plificando o termo exponencial obtém-se,

% + (— (1 — p?)cos(p —0) + V) (271’)\(V)5<V — /(1 — p?) cos(p — 6’))) =

v 1 oo P
+87T/1/0 (V—MCOS(Q@—@))dSOdM

2 [ [T (300 = = i) costo - 0) ) dodi, (73)

onde P denota o valor principal de Cauchy.
Para resolver a equacgéo (73) aplica-se no segundo e quarto termo as propriedades
da funcao delta de Dirac dadas por:

(x —a)"é(x —a) =0, Vn > 0; (74)
b
/ d(z —c)der =1 onde a<c<b, (75)

e para solucionar o terceiro termo utiliza-se o valor principal de Cauchy. Logo, tem-se:

c c Av 1 1
— = =)\ — du. 76
3~ MW+ _1( (V2_1+M2)) a (76)

Multiplicando ambos os lados da equagéo (76) por 2/c e resolvendo a integral com
relagéo a n obtém-se a funcdo de dispersao para v € (—1, 1) dada por:

cv v+1
)\(y):1—|—21n<y_1). (77)
Verifica-se que para a funcao de disperséo (77) existe um espectro de autovalores
continuos para v, com v € (—1,1), associados as autofungdes (72). Assim, pode-se
escolher A\(v) de modo que satisfagca a equagao (77). Novamente, observa-se que
a equacao (77) é idéntica a que surge no problema unidimensional solucionado por
CASE; ZWEIFEL (1967).
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Logo a solucao geral do problema é dada por:

27T 1
IERTNTNG) :/0 (Au0(9)¢ue($,y,u7 ©,0) +L1A(V, OU(z,y, 1, o, v, 9)dV> do  (78)

onde ¢ sédo as autofungdes dadas em (72) e A sdo os coeficientes da expansdo em
termos das autofuncgoes.

4.3 Solucao da equacao de difusao em geometria cartesiana bidi-
mensional

Esta se¢cdo mostra que a solugcédo da equacao de transporte de néutrons em geo-
metria cartesiana bidimensional é solucao do problema de difusao bidimensional para
a mesma geometria.

A equacao de difusdo em geometria cartesiana é dada por:

62 82
D (g + s ) ¥l + (1= o) =0, (79)
onde D é o coeficiente de difusao.

Propondo a solugédo encontrada para a equagao de transporte de néutrons em geo-
metria cartesiana bidimensional determinada anteriormente como solucéo da equagao
de difusdo (79) deve-se primeiramente integrar a solugédo (70) com relagao as variaveis
angulares ¢ e u para obter o fluxo escalar. Assim, tem-se

ey o0 6) / /27r (exllj — 2 (z cos(0) —i—ysin(G)))) dood. (80)

= /(1= ) cos(p — 0))

Utilizando o resultado (62) apds substituir as relagbes paramétricas dadas em (68)
pode-se simplificar (80). Logo, tem-se

U(z,y,v,0) = ;exp (—i(a: cos  + ysin 9)) ) (81)

Substituindo a autofuncao (81) na equacéao (79) e simplificando o termo exponen-
cial obtém-se,

—-D (1 cos?(6) + 1/12 sin2(9)> +(1—¢)=0. (82)

Utilizando a identidade trigonométrica cos?(a) + sin?(a) = 1 nesta equagio determina-
se o coeficiente de difusdo dado por:

D =121 —c¢). (83)
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Na teoria da difusdo para um problema com espalhamento isotrépico o coeficiente de
difusdo € aproximado por D = 1/3. Sendo assim, o autovalor assintético sera expresso
como,

Vg = ——. 84
0 =0 (84)



5 SOLUGCAO ANALITICA DA EQUACAO DE TRANSPORTE
DE NEUTRONS EM GEOMETRIA CILINDRICA BIDIMENSIO-
NAL

Este capitulo apresenta a solucao analitica da equacao de transporte de néutrons
em geometria cilindrica bidimensional para o caso isotrépico, monoenergético e es-
tacionario para um cilindro infinito em um meio homogéneo. Inicialmente, mostra-se
a formulacao desta equacao tomando como base a equacgéo de transporte em geo-
metria cartesiana bidimensional. Na sequéncia, toma-se a solugdo encontrada para o
problema em geometria cartesiana, determinada no capitulo anterior, como ponto de
partida para obter a solucdo do problema em geometria cilindrica ap6s fazer algumas
mudancas de coordenadas.

A solucao obtida para este problema é composta por uma combinacgao linear de
autofuncdes singulares associadas a um conjunto de autovalores analogos aos de-
terminados por CASE; ZWEIFEL (1967) para a equacgao de transporte de néutrons
em geometria cartesiana unidimensional. Apds, mostra-se que a solugdo encontrada
para o problema em geometria cilindrica € solu¢do da equacao de difusao bidimen-
sional para a mesma geometria. Por fim, compara-se o resultado do problema em
geometria cilindrica obtido por MITSIS (1963) para o fluxo escalar em um cilindro
infinito com simetria azimutal.

Soluciona-se também a equacéo de transporte de néutrons em geometria cilindrica
bidimensional para o caso monoenergético e estacionario para um cilindro infinito em
um meio homogéneo considerando espalhamento linearmente anisotrépico. Inicial-
mente apresenta-se a formulacao do termo de anisotropia linear o qual é adicionado a
equagéao de transporte em geometria cilindrica bidimensional com espalhamento iso-
tropico. Na sequéncia, resolve-se essa equacao tomando como base a solucédo do
problema isotropico em geometria cilindrica.
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5.1 Equacao de transporte de néutrons em geometria cilindrica
bidimensional com espalhamento isotropico

5.1.1 Formulacao da equacao de transporte de néutrons em geometria cilin-
drica bidimensional com espalhamento isotrépico

Esta subsecédo apresenta a formulacdo da equacao de transporte de néutrons
em geometria cilindrica bidimensional para o caso isotrépico, monoenergético e es-
tacionario para um cilindro infinito em um meio homogéneo. Pata tal formulacédo
considerou-se as simplificacoes feitas na deducao da equacgao de transporte de néu-
trons para o caso em geometria cartesiana apresentada na secao 4.1. Portanto,
apresenta-se aqui apenas as simplificagdes que diferem do caso em geometria carte-
siana.

De acordo com BELL; GLASSTONE (1970) para o caso de geometria cilindrica
bidimensional o termo 1 - V4 (7, ) é dado por,

Q- Vy(F Q) =

0 (1—p?)sin(e) (0 0
1— 2 g g _9
( (=)o) + S (D D un, (@9)
e o termo integral, [ (7, )dSY, é escrito como,
= ANIO/ L2 ro IS
Jo@@ad = [ 7w n g (86)
-1J0

Logo a equacgéao de transporte de néutrons bidimensional para o caso estacionario,
isotrépico e monoenergético para um cilindro infinito em um meio homogéneo é dada
por:

1— p2)si o 0
( N)Sm‘p<ax_aw>+1)¢(r,xaﬂ,sﬁ)=

C ! 2 / / / /
:E/—I/O QZJ(T,X“U,?QO)dQOd,u, (87)

onde r € a coordenada radial, x € o angulo polar, ¢ e « sdo os angulos que definem a
direcéo de propagacao do fluxo com p = cos a.

5.1.2 Desenvolvimento da solucao analitica da equacao de transporte de néu-
trons em geometria cilindrica bidimensional com espalhamento isotro-
pico

Nesta subsecgédo apresenta-se a solugdo analitica para a equagao de transporte
de néutrons em geometria cilindrica bidimensional (87). Para tal toma-se como ponto
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de partida a solucao do problema bidimensional cartesiano determinada no capitulo
anterior.

A solucao da equacéao de transporte de néutrons em geometria cartesiana bidi-
mensional para o caso isotropico, estacionario e monoenergético € dada por:

cv exp (—%(1’ cos 0 + ysin 9))

Y(x,y, 1, o, v,0) = (88)

2 (V — /(1 — p?)(cos pcos + singpsin&)) '

Para propor (88) como solucao do problema em geometria cilindrica bidimensional
realiza-se inicialmente a rotagdo no sentido anti-horario em um angulo x do sistema
de coordenadas ry. Assim estas sdo reescritas em fungdo das novas coordenadas
como:

x=x'cosy —y'siny e y=a'siny+y cosy, (89)
e a autofuncao (88) como:

v exp (—%(x’ cos( — x) + ¢ sin(f — X)))

) 90
) (u — /(1 = p?)(cos pcos(d — x) + sin psin(d — X))) %)

V(@' Yy, o, v, 0) =

Nesta circunstancia o angulo y é considerado como um parametro de deslocamento
do sistema de coordenadas.

Reescrevendo as coordenadas cartesianas z’ e ' em termos de coordenadas ci-
lindricas como,

' =rcosy € y =rsin~y, (91)
e substituindo no argumento da exponencial da expressao (90) obtém-se,
1
—r cos((0 — x) —)- (92)

Fazendo o eixo radial » coincidir com a coordenada 2/, isto é, v = 0 e além disso
considerando o angulo x como coordenada polar no sistema de coordenadas polares
a expressao (90) é dada por:

cV exp (—%r cos(f — X)) '
2 (1/ — /(1 = p2)(cos(¢p) cos(0 — x) + sin(yp) sin(0 — X)))

V(r, X, 1, p, v, 0) = (93)
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Utilizando a relacao trigonométrica (69) reescreve-se a equacao (93) como:

cv exp (—%r cos(f — X))

2(v—VT—pZcos(p—(0-x)))

(r, X, o, v, 0) = (94)
Considerando que v ¢ (—1,1) propdem-se (94) como solucdo da equagao bidimensi-
onal em geometria cilindrica (87) e simplificando o termo exponencial tem-se,

— /(1= p2) cos(p) cos (0 — x) — /(1 — p?) sin(p) sin(0 — x) + 1
v— /(L= p?)cos(p — (6 — X))
P

E/—l/o (1/ — MCOS(@ — (0 — X))) e

onde P denota o valor principal de Cauchy.
Multiplicando a equacao (95) por v e reescrevendo o primeiro termo desta equacao
utilizando a relagao trigonométrica (69) tem-se,

(95)

c [l gom Pv
_c dedp. (96)
4%/—1/0 (V_MCOS(SO—(G_X))) o

Integrando a equacéao (96) com relagao a ¢, utilizando o valor principal de Cauchy
e apos integrando com relacao i obtém-se

cv v+1
=Y . 7
: 2ln<u—1) (97)

Assim, para v ¢ (—1, 1) tem-se que o espectro de autovalores admissiveis € cons-
tituido pelas raizes da fungéo dispersao:

A@)_l—c”m<”+1>_ | (98)

Novamente, tem-se a mesma expressao determinada por CASE; ZWEIFEL (1967)
para o problema unidimensional, a qual possui duas raizes que sdo os autovalores
assintéticos +1, associados as autofungdes (94).

Assim como para 0 caso em geometria cartesiana bidimensional para considerar a
possibilidade de v € (—1, 1) inclui-se na autofungéo (94) o termo,

2eA()3(v — /(1 — 1) cos(p — (6 — X))). (99)

sendo A(v) uma funcgéo arbitraria e §(v — /(1 — u?) cos(¢ — (0 — x))) a funcéo delta de
Dirac.
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Logo a autofuncao (94) é reescrita da forma,

1
1/’(7“7 X Ky P,V 9) = eXp <_I/T COS(Q - X))

cv 27N (v — /(1 — u2) cos(w — (0 — 100
QK” U—u%mdw—w—xn)+ ()( (1= p?) cos(yp = ( mﬁ) )

Substituindo a autofuncao (100) na equacéao (87) e simplificando o termo exponen-
cial obtém-se,

2\ ()6 (v = /T = i costp = (6= X)) (=1 = 2) coslip = (0 = x) + v)

cv VP oo P
L ded
> sl ((V\/(luz)COS(so(@X)))> -

+ ST (s (v = = @y costo = (6 1)) ) e, (101)

onde P denota o valor principal de Cauchy.
Aplicando as propriedades (74) e (75) da fung¢ao delta de Dirac na equacao (101)
e multiplicando por 2/cv obtém-se,

w 1 rom P
1_477/71/0 ((ymcos(go(ex)n

Solucionando agora o termo integral desta equacao utilizando o valor principal de
Cauchy tem-se

)dwm+A@) (102)

cv v+1
A@):1—21HCP_J, (103)
verifica-se que para a fungéao de dispersao (77) existe um espectro continuo de auto-
valores para v, com v € (—1, 1), associados as autofungdes (100) e ainda esta fungéao
de dispersao ¢é idéntica a equagéao resultante do problema cartesiano unidimensional
obtido por CASE; ZWEIFEL (1967).

Assim, tem-se a solucao da equacao de transporte de néutrons em geometria ci-
lindrica bidimensional (87) dada por uma combinacgao linear de autofungdes

2 1
V) = [ (@l o p.0) + [ AW 0wl x. g, v,0)dv ) 46, (104)

onde v sdo as autofuncdes dadas em (94) e A sédo os coeficientes da expansdo em
termos das autofuncgdes.
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5.1.3 Solucao da equacao de difusdao em geometria cilindrica bidimensional

Nesta subse¢do mostra-se que a solugcao encontrada para a equacgao de transporte
de néutrons em geometria cilindrica bidimensional é solugéo do problema de difusdo
bidimensional para a mesma geometria.

A equacao de difusdo em geometria cilindrica bidimensional € dada por:

2 2
(g 1ar + o) Y0+ (1= 00 = (105)
onde D é o coeficiente de difusao.

Propéem-se que a solucdo encontrada para a equacéo de transporte de néutrons
em geometria cilindrica determinada na subsecao anterior é solucdo da equacéo de
difusdo. Para fazer esta substituicao integra-se a autofuncédo (94) com respeito as
variaveis angulares ¢ e u para obter uma expressao para o fluxo escalar. Assim tem-
se

cv exp (—%r cos(f — X))

1 -1 2T
R A A P e T s

(106)

Utilizando o resultado (96) pode-se simplificar a equacao (106) e assim obter

W(r, x, 1, 0) = ;exp <—ir cos(f — X)> . (107)

Ao substituir (107) na equagéao de difusdo (105) e simplificar o termo exponencial
obtém-se,

1 1
—D? COSQ(Q — X) — Dﬁ Sin2(9 — X) +

5 — 0. (108)

Reescrevendo a equagao (108) utilizando relagao trigonomeétrica sin?(a) +cos?(a) =
1 obtém-se coeficiente de difusdo dado por:

D =1*(1—¢). (109)
Este resultado é idéntico ao encontrado para o problema bidimensional cartesiano.

5.1.4 Solucao para fluxo escalar em um cilindro infinito proposta por Mitsis

Nesta subsecdo compara-se a solucao da equacao de transporte de néutrons em
geometria cilindrica bidimensional com o resultado determinado por MITSIS (1963)
para fluxo escalar em um cilindro infinito com simetria azimutal.
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A solucao obtida por Mitsis é apresentada como:

O(r) = Buoly <:> + /: B, (Z) dv. (110)

0

Para comparar com este resultado integra-se a autofuncédo (107) com respeito a
variavel x para determinar o fluxo escalar médio nesta variavel azimutal. Assim, tem-
se

™

P(r,v,0) = 21 /027T exp (—ir cos(f — X)) dx = Iy (Z) : (111)

onde [, € uma fungéo de Bessel modificada do primeiro tipo e ordem zero.

Como o problema considerado tem simetria azimutal o fluxo escalar médio em x é
o proprio fluxo escalar. Logo, a solucéo é dada pela combinacéao linear como mostra
em (104) e (111) e é reescrita como:

b(r) = /027r (AVO(Q)IO (Z) + /01 A, 0)1, (Z) dy> do. (112)

Resolvendo a integral com respeito a variavel 0 tem-se,

O(r) = Buoly (;) + /01 BT, (Z) dv, (113)
onde
B(v) = 217r/02ﬂ A(v, 0)d6, (114)

0 mesmo vale para o coeficiente B,,.

Com esse processo mostra-se a igualdade entre a solucao obtida por MITSIS
(1963) e a solucao para a equacéao de transporte de néutrons em geometria cilindrica
bidimensional em func¢ao do fluxo escalar.

5.2 Solucao analitica da equacao de transporte de néutrons bidi-
mensional em geometria cilindrica com anisotropia linear

5.2.1 Formulacao da equacao de transporte de néutrons bidimensional em ge-
ometria cilindrica com anisotropia linear

A subsecao apresenta a formulacédo da equacgao do transporte de néutrons em ge-
ometria cilindrica bidimensional com anisotropia linear para o caso monoenergético
e estacionario para um cilindro infinito e em um meio homogéneo. Tomando como
base a equacao do transporte em geometria cilindrica com espalhamento isotrépico
dada em (87), acrescenta-se a esta equacao o termo de anisotropia linear. Para tal,
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considera-se a funcao probabilidade expandida como uma soma de uma séria de po-
linbmios de Legendre dada (38).

Para o caso linearmente anisotrépico considera-se | = 1 na equagéo (38) assim,
tem-se que os polinbmios de Legendre para este caso sao dados por:

Po(p) =0 e Pi(p) =p, (119)
e o0s polinbmios de Legendre associados
Pi(p) = —\/(1 = 12). (116)

Substituindo na equacéao (38) tem-se que a funcao probabilidade para o caso line-
armente anisotrépico é dado por

1

JO =) = 4 i (T @I =i eosto— o)) (17)

Pela relacéo trigonométrica (69) tem-se que,

FY = Q) = 1 Z;fluu’ + j;fl\/(l — 12)y/(1 = ) cos(ip) cos(¢')

4m
+4?;f1\/(1 — 1)/ (1 = p?)sin(p)sin().  (118)

Substituindo na equacao (87) para o caso isotrépico tem-se a equagao de trans-
porte de néutrons em geometria cilindrica bidimensional para 0 caso monoenergético
e estacionario com anisotropia linear para um cilindro infinito em um meio homogéneo
dada por:

(1 —p?)sing 0
(\/ 1_ COSSO <8X_890>+1) ¢(TaX7M7w):

3ucfi
4

IS 1 2 1 2
+- / / i, x, 1 @) de'dp + / ' (r, x, 1, @) de'dp +
mwJ—-1J0 —-1J0
3 1 2w
V(L= p?)cos(e Cfl/ / V(=) cos( )Y (r, x; 1 ¢ )de'dp’ +
3 2
47 (1 — p2)sin(ep cfl/ / (1= p2)sin( ) (r, x, i1, @ )de'dy’,  (119)

onde r é a coordenada radial, y € o angulo polar, ¢ e o sdo os angulos que definem
a diregéo de propagacao do fluxo sendo x = cosa, ¢ € 0 numero médio de néutrons
que emergem por colisdo e c¢f; é a secao de choque de espalhamento do termo de
anisotropia linear.
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5.2.2 Desenvolvimento da solucao analitica da equacao de transporte de néu-
trons bidimensional em geometria cilindrica com anisotropia linear

A subsecdo apresenta a solucédo analitica da equacédo (119). Para tal, tomou-se
como base a solugcédo da equacéao de transporte de néutrons em geometria cilindrica
com espalhamento isotropico.

Primeiramente o terceiro termo da equacao (119) é nulo pois, pela simetria, ja que
o problema esta estabelecido no plano zy, a corrente na dire¢éo do eixo z € zero. Em
outras palavras a seguinte integral é nula:

1 2 / / / / /
[ [ vt ¢agdu =o. (120)
—-1J0

Com base na solugao determinada para a equagao do transporte de néutrons em
geometria cilindrica para o caso isotropico propdéem-se a seguinte solugao para o pro-
blema (119)

(1, X, 1, o, v, 0) = exp (—ir cos(f — X))

( [ve+ 302 fi(1— )\ /(1 = 12) (cos(p — (8 — X)))] ) | (121)

2[v = /(1 = p?) (cos(p = (0 = X)))]

Substituindo a proposta de solucéo (121) no lado esquerdo da equacédo (119) e
simplificando o termo exponencial obtém-se,

g+;m (1 — p2) cos(p — (0 — x))v(1 - ¢). (122)

Por sua vez, a substituicdo da solugéo (121) na primeira integral do lado direito da
equacao (119) obtém-se,

C

- 12

5 (123)
Considerando a parte da equacao (119) que trata do espalhamento linearmente

anisotropico, substituindo a solugao proposta (119) e simplificando o termo exponen-

cial tem-se,

3Cf 1

2
. (1— ) cos(p / / V(1 )cos(@')(Ry)de'dp’

2
—i-?jfl (1 — p?)sin(y / / V(1 — w2)sin(") (Ry)de'dyd, (124)

onde R, = ( vle+Buefi (1-c)y/(T—p) cos(i (6 x))])

2[v—/(1-p"2) cos(i2’ = (6—x))]
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Fazendo a mudanga de variavel v = (¢’ — (0 — x)) em (124) tem-se,

= @eosto) [ [0 eonts + (0 = )R
2B st [ [T i) sinG + 0 - )Ry, (125)

onde R, = <"[C+3”Cf_1il/(f)"/g v COS(V)). Pode-se reescrever este termo utilizando

as relagbes trigonométricas Cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) e sin(a + b) =
sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) como,

3Cf1 1 2 ,
1 (1 — p?) cos(p) cos(f — x / (1 — p'?) cos(y)(Rs3)dydpu
s 0
3Cf1 27r
2 V(L= p?) cos(p)sin(0 — x /1 V(- V(1 = p?) sin(y) (Rs)drydyd
3Cf1 1 27r

—1—4— (1 — p?) sin(p) cos(0 — x) (1 w?) sin(y)(R3)dydy'
7r -1Jo
3cf1 2w
+F\/(1 — p?) sin(y) sin(d — x / / V(1 — ') cos(y)(R3)dydy/, (126)

1J0
onde R = <u[c+3ucfl<1c>\/<1w2>cos(w>1)_
2v—/(1-p'2) cos(7)]
Pelas relagbes trigonomeétricas cos(a —b) = cos(a) cos(b) +sin(a) sin(b) € sin(a—b) =

sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) reescreve-se o termo (126) como,

2
3;]:1 (1 — p?)cos(p — (0 — x) // /(1 — w'?) cos(y)(Rs)dydy'
s
3;‘]:1 (1 — p?)sin(p — (0 — x) // (1 — w?)sin(y)(Rs)dydy'. (127)

O ultimo termo de (127) anula-se quando resolve-se a integral com relacéo a va-
riavel v, entdo (124) é apresentado na forma,

Aircfu/(l — p?) cos(p — (6 — x)) /_11 /027r V(1= ) cos(7)(S)dydy'. (128)

Fazendo o integrando do termo (128) v — ¢’ , ja que esta é uma variavel muda, e
reconsiderando a componente espacial tem-se,

ZepJa=eoste— 0-0) [ [0 cos@ it s 05 (129)

Assim, do termo (129) tem-se que a corrente é dada por:

/_11 /027r VA= ) cos(@ )i (r.x. ¢ v, 0)dg'dp’ = w(1 ), (130)

e o lado direito da equacéao é igual a equacao (122) entao, a solugéo proposta (121)
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€ autofuncao da equacgéo de transporte em geometria cilindrica bidimensional com
espalhamento linearmente anisotropico.



6 EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS PARA UM
CILINDRO DE COMPRIMENTO INFINITO COM ESPALHA-
MENTO ANISOTROPICO

Este capitulo tem como base a equacgéo de transporte de néutrons desenvolvida
por MITSIS (1963) para um cilindro infinito com simetria azimutal e espalhamento
isotrépico a qual adicionou-se, com base no trabalho de SIEWERT; THOMAS (1984),
os termos fonte externa isotrépica e fluxo incidente constante no contorno. A partir
da equacgéao propdem-se neste trabalho solucionar os casos com anisotropia linear e
quadratica.

Inicia-se cada subsecdo deste capitulo construindo os termos de espalhamento
anisotropico os quais sao baseados na hipétese de que as solugdes dos problemas
em geometria cilindrica sdo compostas pelos mesmos autovalores determinados por
CASE; ZWEIFEL (1967) no problema em geometria cartesiana unidimensional com
mesmo grau de anisotropia. Na sequéncia, solucionam-se estas equacdes através
do método HT'Sy (GONCALVES, 2003), o qual consiste na aplicacdao do método Sy
para a discretizagao da variavel angular juntamente com a transformada de Hankel de
ordem zero. Por fim, compara-se os resultados numéricos de cada equagcao com o
problema em geometria cartesiana com mesmo grau de anisotropia.

6.1 Equacao de transporte de néutrons desenvolvida por Mitsis
para um cilindro infinito

A equacao de transporte de néutrons proposta por MITSIS (1963) para um cilindro
de comprimento infinito com simetria azimutal e espalhamento isotropico é dada por:

( 2 10 1 du’

1
67“2+r(’37“_;ﬂ> (I)(T“LL) :_CA CI)(T’,,U,)W7 (131)

onde ®(r, 1) é o pseudofluxo angular, 1« é a pseudovariavel angular, que define a dire-
cao de propagacao do fluxo, r € a variavel radial e ¢ € o numero médio de néutrons que
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emergem por colisdo. Como a equacao (131) é definida para o pseudofluxo angular e
este ndo possui sentido fisico define-se o fluxo escalar, v (r), como

[ dp
vir) = [ @) (132)

A equacéo (131) esta sujeita a condicao de contorno,

0 (R) (R, 1) + ko <R> 00 1)
I m

o —0, (133)

r=R

onde K, e K, sdo fungdes de Bessel modificadas do segundo tipo e ordem zero e um
respectivamente ' e R é o raio do cilindro.

Com base no trabalho desenvolvido por SIEWERT; THOMAS (1984) acrescenta-se
a equacao (131) os termos de fonte externa isotropica, @, e fluxo incidente constante
no contorno, F', assim tem-se,

(f . j) Blrp) = ¢ [ Brp) Py + (1= QM) - F), (136)

onde F' é definido por:

no dominio p € [—1,1] e p € [—7/2,7/2].
Para a equacéo (136) define-se o fluxo escalar como,
_ ! dp
W(r) = /0 O(r, M)E + F. (138)

6.2 Equacao desenvolvida por Mitisis com anisotropia linear

6.2.1 Formulacao do termo de anisotropia linear

Esta subsecdo apresenta a construgdo do termo referente a anisotropia linear o
qual é adicionado a equacao desenvolvida Mitsis (131) considerando o termos de fonte

A funcdo de Bessel modificada do segundo tipo e ordem n , K, é definida por:

s

Kn(z) [—n(z) = L ()] (134)

T2 sin(n)

onde n ndo é um numero inteiro e I,,(x) é uma fungéo de Bessel modificada do primeiro tipo e ordem n
definida por:

e 1 7\ 2k+n
1) =3 p ) () (199

onde I'(k + n + 1) é a funcdo gama.
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externa isotropica e fluxo incidente constante no contorno. O termo de anisotropia é
definido a partir da hipétese de que a solugdo do problema deve ser composta pelos
mesmos autovalores determinados por CASE; ZWEIFEL (1967) para o problema em
geometria cartesiana unidimensional com anisotropia linear.

Adicionando o termo de espalhamento linearmente anisotrépico a equacgao (136)
tem-se que esta é dada por:

2 !
(5 +10 :) B = ~(c+3efu - ) [ ey, (139)

onde cf, é a secao de choque de espalhamento do termo de anisotropia linear.

Verifica-se a hipétese de construcdo do termo de anisotropia linear resolvendo a
equacao (139) pelo método de derivagdo angular (GONCALVES, 2003). Assim, deri-
vando a equacao (139) trés vezes em relagcao a variavel angular ;. obtém-se,

( ok 1 ot 24 18 0 6 0? 1 o
0

r STt e T 55| @ = 0. 140
7"28u3 + r ara/ﬁ + M5 M4 aﬂ + Iu3 alu2 M2 (9,&3) (’I", /]J) ( )

Solucionando a equacéao diferencial (140) pelo método de separagao de variaveis
assume-se que o pseudofluxo angular é dado pelo produto de duas fun¢des como,

(r, ) = f(r)g(w), (141)

onde f(r) € uma fungcéo que depende de r e g(x) € uma fungéo que depende de .
Substituindo o pseudofluxo angular (141) na equacéo diferencial (140) e isolando
os termos que dependem das variaveis r e . tem-se

dBg(p) [ 24 18dg(n) 6 d?g(n) 1 d’g(w)\" _
dy? <_u59(ﬂ)+u4 dp @ A2 dpd > N
(et e

onde o lado direito da equagado € uma fungdo que depende da variavel r» e o lado
esquerdo é uma funcéo que depende da variavel i.. Estas duas fungdes somente séo
iguais a uma constante definida aqui como 1/v2.

A partir disso tem-se que a equagéo diferencial para a fung¢éo g(u) é dada por:

dzglff) V12<_24 ) 18dg(p) 6 d?g(p) +1d3g(u)>7 (143)

N P ptodpopdodp? o dp?

a qual tem como solucgao,

_ (2v2 (er + copt + czp®)

i , (144)

g(p) ”
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onde c1, ¢, € c3 SA0 constantes.
A equagéo diferencial para a funcao f(r) é dada por:

d? d
o= 5 (54124,
a qual tem como solucao,
F(r) = ealy (Z) 5Ky (Z) , (146)

sendo [y e K, funcdes de Bessel modificadas de primeiro e segundo tipo respectiva-
mente e ¢, € ¢; constantes. Como fungcao de Bessel K € infinita na origem, esta nao
possui sentido fisico para o problema aqui tratado assim, considera-se a constante
¢s = 0 e a solugao (147) é reescrita como:

Fr) = ealy (Z) . (147)

Substituindo as funcdes f(r) e g(x) em (141) tem-se a solugéo para a equagao
(140) como a seguinte expressao,

212 (¢ +cou + ¢ 2 r
(r, ), = - (lyg _252 i), (V) (148)

Para determinar as constantes da solugao (148) propdem-se ela como solugao da
equacao (139) de onde obtém-se que,

c1=c¢, =0 € c3=3cfi(1-0), (149)

substituindo estas constantes em (148) tem-se que a autofung¢ao é dada por:

(e +3ch(1 - c)/f)]O <Z> ’ (150)

(I)<T7 /I’)V 1/2 _ ,UQ

sendo valida para v ¢ (—1, 1) e portanto a autofungéo admite duas raizes.
Seguindo o desenvolvimento de CASE; ZWEIFEL (1967) para considerar a possi-
bilidade de v = p, isto é v € (—1, 1), deve-se acrescentar a autofungéo (150) o termo,

Aw)d(v — p), (151)

onde \(v) é uma fungéo arbitraria e 6(v — ) € a fungé@o delta de Dirac. Portanto, a
solucao (150) é da forma,

w2t (c+ 3cfi(1 — c)u?)
V2 _ 2

B(r, 1), = ( AW m) n(L). (152)
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Substituindo a componente angular da solucao (152) na normalizacao da variavel
angular dada por:

d
AﬂmwngzL (153)
tem-se,
U PutA(c + 3fie(1 — c)u? d
[ (DA AL s wyste - ) =1 (154

onde P denota o valor principal de Cauchy.

Resolve-se o primeiro termo da integral da equacéao (154) utilizando o valor prin-
cipal de Cauchy e segundo termo aplicando a propriedade (75) da funcédo Delta de
Dirac. Assim, os autovalores para o problema (139) sdo dados por:

v—+1
1) _3(1—)efy — 1, (155)

Av) = 5(3(1 —c)efir’ +¢)In (

2 v —
0s quais sao idénticos aos autovalores determinados por CASE; ZWEIFEL (1967)
para o problema em geometria cartesiana unidimensional com espalhamento linear-
mente anisotrdpico. Isto pode ser verificado a partir da componente angular da auto-
funcéo para o caso anisotropico determinado por CASE; ZWEIFEL (1967) expressa
por:

c N
¢y (1) = ST @1+ 1) figuPi(w), (156)
=0

2(V_M) l

onde P,(u) s@o polinbmios de Legendre, f; sdo os coeficientes da expanséo e ¢,; €
uma fungéo definida por,

[ B = 6. (157

Para o caso com anisotropia linear considera-se I = 1 na equacao (156) cujos
polinbmios de Legendre para este caso sao:

P =1 e Pi(u)=p, (158)

e as funcbes (157) como,

¢VO =1 e Cbul = I/(]_ — C). (159)
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Ao substituir (158) e (159) na equacéao (156) tem-se,

. (1+3fipv(l —c)). (160)

Agora substitui-se a equacgao (160) na normalizagcdo com respeito a componente
angular,

[ outran =1, (161)

obtém-se

v+1
1) ~3(1 = d)efi — 1. (162)

Av) = g(?)(l —c)efiv’ +¢)ln (

Sendo assim, os autovalores (155) sdo idénticos aos determinados por CASE; ZWEI-
FEL (1967) para o problema em geometria cartesiana unidimensional com anisotropia
linear dado em (162).

6.2.2 Solucao da equacao desenvolvida por Mitisis com anisotropia linear

Nesta subsecédo soluciona-se a equacao de transporte de néutrons para um cilindro
infinito com simetria azimutal, espalhamento linearmente anisotropico, fonte externa
isotrdpica e fluxo incidente constante no contorno pelo método H7T'Sy (GONGALVES,
2003). Este método consiste na aplicacdo do método Sy para a discretizacdo da
variavel angular seguida pela aplicacao da transformada de Hankel de ordem zero.

A equacao (139) considerando os termos fonte externa isotropica e fluxo incidente
constante no contorno (SIEWERT; THOMAS, 1984) é expressa por:

(;’2 " iaar N ,j2> (r,u) = —(c+3chi(l = )) /01 o(r, u’)(i/,é
+(1 = o)(Q(r) = F), (163)

sendo o fluxo escalar definido em (138).
A equacao (163) esta sujeita a condigdo de contorno de superficie livre ou corrente
nula no contorno conhecida como condicao de Marshak (demonstrada no anexo A),

0D(r, 1)
or

r=R
onde K; e K, sdo fungdes de Bessel modificadas do segundo tipo e 2D = —u(3v%(1 —
c)efr +1).

Solucionado a equacao (163) através do método HT' Sy deve-se inicialmente apli-
car o método Sy. Este método faz uso da quadratura Gaussiana para a aproximagao
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do termo integral e na sequéncia utiliza-se o método de colocagéo, tomando as N/2
raizes positivas do polindémio de Legendre de ordem N como pontos de colocagcéo. Ao
aplicar este método tem-se a equacgao (163) dada por:

<§ﬂ+i;—ﬁg>¢j(m e+ 3efut(l— o) g (> (1—¢)[S(r)], (165)

onde ®;(r) = ®(u;,7), u; S@0 as raizes positivas do polinémio de Legendre de ordem
N, w; s&o 0s pesos gerados pela quadratura Gauss-Legendre e S(r) = Q(r) — F.
Como esta equacéo diferencial é ndo-homogénea sua solugao € dada pela soma da
solugéao particular com a solugdo homogénea do problema.

Determina-se a solucéo particular aplicando a transformada de Hankel de ordem
zero definida como:

Seja ®(r) uma fungéo de varidvel real tem-se que a transformada de Hankel de
®(r) é dada por:

Ho[®(r);r — €] = /0 T D)y (r)dr (166)

onde J,(r¢) € uma fungdo de Bessel de primeiro tipo e ordem n 2 e £ é a variavel
transformada.

Para o caso particular da transformada de Hankel de ordem zero (n = 0) da parte
radial do Laplaciano tem-se que:

: ((f + 15) @(r)] — —€20(¢), (168)

sendo ®(¢) a transformada de Hankel de ordem zero de ®(r). Assim, aplicando a
transformada (166) na equacgéo (165) obtém-se,

N2 F _
<_§2 - ;) (€)= ~(c+defu1 =) YT (1= alS(E). (169

onde HyS(r) = S(¢).

2Seja n € R um ndmero real que ndo é um inteiro negativo. A funcdo de Bessel de primeiro tipo e
ordem n, J,,, € definida por:

B S (_1)k N\ 2k+n
In(z) = 2RI (k +n+ 1) (5) (167)

m [0, +00), se n > 0,e em (0,00) se n < 0. Onde I'(k + n + 1) é a fungcdo gama.
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Separando o termo de indice j do somatério pode-se reescrever (169) como sendo,

_ , N/2 D.
5 2 i=1,i#1 H1

(1= ¢)[S(£)170)

Reescrevendo a equacéao (170) na forma matricial tém-se,
(&1 + A) 2(&) = (1= )[S()], (171)

onde ®(¢) é a matriz do fluxo transformado, I € a matriz identidade e A é uma matriz
de ordem N/2 x N/2 cujos elementos s&o,

—(c+3cfrp2(1—c w; - -
B (c+3 fll/é(l ) = j£i -
Aij = 17(c+30f1;5(1fc))w¢ = j =i ( )
Hi
Se a matriz A for diagonalizada na forma
A=UDU!, (173)

onde U é a matriz dos autovetores e D € uma matriz diagonal cujos elementos sao os
autovalores da matriz A, pode-se reescrever a equagao (217) como:

U+ D)UT'P(€) = (1 —)[S(€)], (174)
a qual tem como solugéo para o fluxo transformado,
(&) =U(EI+D)"'U (1 -o)[S(9)]. (175)

Tomando o j-ésimo elemento da solucao (175) dado por:

N/2

B(6) = (1-9 3 5 I5) (176)

onde uj; € v; S0 os elementos das matrizes U e U~! respectivamente e A\, so os
autovalores da matriz A.

Determina-se o fluxo escalar aplicando a inversa da transformada de Hankel de
ordem zero definida por:

Hy @6 1] = [ €u(en@()ds, (177)
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na equagao (176). Assim, obtém-se

N/2

b, 1—czujkum[/ ek re)e|. (1789

Para solucionar a integral da equacgéao (178) considera-se os teoremas.

Teorema 1 (Teorema da Inversdo e Hankel) (SNEDDON, 1972) Se \/r' f(r') é seccio-
nalmente continua e absolutamente integravel ao longo da reta real positiva, entdo se
v > —1/2, £,(&) = H,[f(r");r" — €] existe e

[ €006 = S107+) + ) (179)

Teorema 2 (Relacéo de Parseval) (SNEDDON, 1972) Se as fungées f(r') e g(r') sa-
tisfazem as condigées do teorema 1 e se £, () e g, (£) denotam suas respectivas trans-
formadas de Hankel de ordem ~ > —1/2, entdo

|06 = [T ef e (180)

Assim tomando f;(¢) e go(&) como Jo(ré) /(2 + \i) e S(€) respectivamente obtém-
se pelos teoremas que

o JO(Té) a o -1 ‘]0<Tf) / /
/0 §§2+Ak5(§)dg_/o ' H {£2+)\k}8(r)dr, (181)

onde J, € uma func¢do de Bessel do primeiro tipo e ordem zero e

Hy {§2Hk} [ et nirae (182)

O termo integral da equacgéao (182) tem como solucao (BARTMAN, 1954):

(183)

(HE)de — { In(apr ) Ko(agr) = 0<r' <r
Iy(apr)Ko(agr’) = r<r' <oo,

onde [, e K, sédo funcgdes de Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo respecti-
vamente e «, € a raiz quadrada de ).
Também considera-se as seguintes condigbes para a fungao S(r),

S(r) = r<R

(184)
0 = R<r<oo.

S(r) = {

Substituindo a igualdade (183) em (182) e esta em (181) e considerando a condi-
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cao (184) na equacgao (178) tem-se a solugao particular da equacao (165) dada por:
N/2
Di(r)=(1-c¢) Z UjkVki

ik

erKg(akr')S(r’)dr/} : (185)

{Ko(ozkr) /OT ' Io(agr’)S(r")dr" + In(agr) /

T

A solugdo homogénea da equacao (165) € obtida considerando sua parte homo-
génea, que na forma matricial € escrita da forma,

<a2 10

W+mr> (r) — AD(r) = 0. (186)

Para determinar a solugdo da equacao (186) considera-se a matriz A diagonalizada
na forma (173) sendo seus elementos dados em (218),

? 10 -1 —
(W + rar> O(r) — UDU'®(r) = 0. (187)

Multiplicando esta equagdo matricial por U~! tem-se,

(0 10 B

Como os elementos da matriz U~! sdo constantes pode-se reescrever (188) como,
0?2 10 1
——+-=—|U'®(r) - DU '®(r) = 0. 189
<8r2+m‘9r>U (r) U ®(r)=0 (189)
Tomando,
H=U"d, (190)

e substituindo na equacao (189) tem-se,

2
<§ﬂ+i£> H(r)— DH(r) =0, (191)

a qual pode ser reescrita como,
+—D> H(r)=0. (192)
Solucionando a equacéo diferencial (192) obtém-se,

H(r) = Bly(ar) + CKy(ar), (193)
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em que B e C sdo matrizes diagonais dos coeficientes e [y(ar) e Ky(ar) sdo vetores
compostos por fungdes de Bessel na forma,

In(aqr) Ko(aqr)
Iy(ar) = ]O((:XQT) e Kolar) = KO(:OQT) ) (194)
To(onyar) Ko(onar)

Como a funcao de Bessel Ky(ar) € infinita na origem, ela ndo possui sentido fisico
para o problema aqui tratado, sendo assim, considera-se a matriz C' como sendo nula
e a solucéo (193) é reescrita como:

H(r) = Bly(ar). (1995)
Retornando a relacao (190),
O(r) = UBIy(ar), (196)
e tomando seu j-ésimo elemento obtém-se a solugdo homogénea da equagéo (165)
dada por:
N/2
(I)j<7’) = Z Ujklo(akT)Bkk. (197)
k
Portanto a solugdo da equacao (165) € dada pela soma da solugao particular (185)
com a solu¢cao homogénea (197),
N/2 N/2
@j(r) = Z Ujkfo(OékT’)Bkk + (1 — C) Z ujkl/ki
k ik

r R
{Ko(ozkr) /0 v Io(cur’) S () + To(agr) / r’KO(ozkr’)S(r’)dr’}, (198)

a qual esta sujeita a condi¢éo de contorno,

0P;(r)
0

onde 2D = —p;(3v*(1 — ¢)cfr + 1).
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Por fim, aplicando a condi¢ao de contorno (199) na solucéo geral (198) constitui-se
um sistema de equacdes algébricas dado por:

N/2
> sk [2Dag Ko(R/ps) Io(anR) + K1 (R/ ) Io(arR)] By =

k=1
N/2

R
(c— 1)) ujpvii lZDakKU(R/uj)Kl(akR)/o r’[o(akr')S(r’)dr’]
ik
N/2 R
—(c=1) > ujvpi [KI(R/uj)KO(akR)/O T’]O(akr')S(r')dr'] : (200)

ik
o qual possibilita a definicao dos coeficientes By, e permite determinar o pseudofluxo
angular.

6.2.3 Resultados numéricos

Apresenta-se a seguir a comparagao entre os resultados numéricos do problema
em geometria cilindrica com anisotropia linear com os do problema em geometria car-
tesiana com mesmo grau de anisotropia. Para tal proposta considera-se que o com-
primento da placa e do raio do cilindro sdo grandes em comparagéo ao livre caminho
médio (Icm) 3. Assim, os resultados dos problemas sio equivalentes.

Para obter os resultados numéricos considera-se que o comprimento da placa e do
raio do cilindro sdo L = R = 100000 com condi¢ao de contorno dada em (164). Para a
solucéo do problema em geometria cilindrica toma-se a ordem de quadratura N = 50.

De modo a verificar a diferenca entre os resultados do problema em geometria
cartesiana com o problema em geometria cilindrica calcula-se a diferenca percentual
dada por:

Fluxo Cartesiano — Fluxo Cilindrico
- *
Fluxo Cartesiano

Diferenca percentual (DP) = 100.  (202)

SLivre caminho médio é a distancia média entre duas interacdo. Usualmente denota-se por \ e é
definida por:

A=1/%, (201)

sendo esta o inverso da se¢ao de choque macroscopica total, ¥;.



62

Caso 1

Neste primeiro caso, Tabela 1, considera-se o fluxo incidente constante no contorno
F = 1/47 e o termo de fonte externa isotrdpica Q = 0. O nimero médio de néutrons
que emergem por colisdo e a secdo de choque do termo de anisotropia linear séo
dados por ¢ = 0,99 e cf; = 0, 8 respectivamente.

Caso 2

Neste segundo caso, Tabela 2, considera-se o fluxo incidente constante no con-
torno ' = 0 e o termo de fonte externa isotrépica (Q = 1. O numero médio de néutrons
que emergem por colisdo e a secado de choque de espalhamento do termo de aniso-
tropia linear sdo dados por ¢ = 0,99 e ¢f; = 0, 8 respectivamente.

Caso 3

Neste terceiro caso, Tabela 3, considera-se o fluxo incidente constante no contorno
F = 1/4r e a fonte externa isotrépica ¢ = 0. O numero médio de néutrons que
emergem por colisdo e a se¢ao de choque de espalhamento do termo de anisotropia
linear dados por ¢ = 0,7 e cf; = 0,6 respectivamente.

Caso 4

Neste quarto caso, Tabela 4, considera-se o fluxo incidente constante no contorno
F = 0 e a fonte externa isotrépica Q = 1. O numero médio de néutrons que emergem
por colisdo e a segcdo de choque de espalhamento do termo de anisotropia linear
dados por ¢ = 0,7 e cf; = 0,6 respectivamente.

Tabela 1: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com
c=0,99,¢cf1 =08, F=1/4re Q=0

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 4,5450 4,5270 0,40
99991 4,9095 4,8901 0,40
99992 5,3033 5,2823 0,40
99993 5,7287 5,7059 0,40
99994 6,1882 6,1636 0,40
99995 6,6846 6,6581 0,40
99996 7,2212 7,1927 0,40
99997 7,8022 7,7715 0,39
99998 8,4351 8,4025 0,39
99999 9,1474 9,1150 0,35

100000 10,3470 10,3420 0,05
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Tabela 2: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com
c=0,99,¢cfi =08 F=0eQ=1

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 63,8321 63,9755 0,22
99991 60,9312 61,0861 0,25
99992 57,7977 57,9650 0,29
99993 54,4127 54,5935 0,33
99994 50,7561 50,9513 0,38
99995 46,8054 47,0161 0,45
99996 42,5351 42,7625 0,53
99997 37,9122 38,1567 0,64
99998 32,8754 33,1346 0,80
99999 27,2073 27,4648 0,94
100000 17,6611 17,7009 0,22

Tabela 3: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com

c=0,7,¢cfi =06 F=1/dre Q=0

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 2,5022E-002 2,3555E-002 6,23
99991 4,2699E-002 4,0196E-002 6,23
99992 7,2869E-002 6,8600E-002 6,22
99993 1,2437E-001 1,1709E-001 6,21
99994 2,1232E-001 1,9993E-001 6,20
99995 3,6265E-001 3,4157E-001 6,20
99996 6,2005E-001 5,8435E-001 6,10
99997 1,0627 1,0029 5,96
99998 1,8328 1,7356 5,60
99999 3,2262 3,0880 4,80
100000 6,7925 7,0045 3,02
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Tabela 4: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com
c=0,7,cf1=0,6,F=0e@ =1

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 3,3267 3,3267 0,01
99991 3,3220 3,3227 0,02
99992 3,3140 3,3151 0,03
99993 3,3003 3,3023 0,06
99994 3,2770 3,2803 0,10
99995 3,2371 3,2427 0,17
99996 3,1688 3,1783 0,30
99997 3,0514 3,0673 0,52
99998 2,8472 2,8729 0,90
99999 2,4775 2,5142 1,46
100000 1,5316 1,4754 3,81

6.3 Equacao de transporte de néutrons em geometria cilindrica
com anisotropia quadratica

6.3.1 Formulacao do termo de anisotropia quadratica

Esta subsecédo apresenta a construcdo do termo referente a anisotropia quadra-
tica o qual é adicionado a equacao desenvolvida por MITSIS (1963) considerando os
termos de fonte externa isotrépica e fluxo incidente constante no contorno. O termo
de anisotropia é definido a partir da hip6tese de que a solugéo do problema deve ser
composta pelos mesmos autovalores determinados por CASE; ZWEIFEL (1967) para
0 problema em geometria cartesiana unidimensional com anisotropia quadratica.

Adicionando o termo de anisotropia quadratica a equacgao (131) tem-se que esta é
dada por:

2 10 1 ) .
(873+r87" - /L2> (r,p) = — (C+3Cflu (1—0))/0 @(T,M)ﬁ
_? 2 Lo . N

(b =) [ e (203)

onde cf, é a secao de choque do termo de anisotropia quadratica.

Para construcédo do termo de anisotropia quadratica considerou-se que a solucao
da equacgao (203) é composta pelos mesmos autovalores do problemas em geome-
tria cartesiana unidimensional com equivalente grau de anisotropia determinados por
CASE; ZWEIFEL (1967). Pode-se verificar a formulagédo deste termo solucionando a
equacao (203) pelo método de derivagdo angular (GONCALVES, 2003).

Derivando a equacao (203) trés vezes em relagao a variavel angular . obtém-se
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Po(r,p)  10'®(r,p) 24 189®(r,pu) 6 *®(r,p)
Z il _° >
or2ou? * r orou? + JIE (r, 1) ut o op + JTEEG)TE:
1 B3(r, u)
__ R 204
PER 0 (204)

A equacao diferencial (204) € a mesma obtida no problema com anisotropia linear,
logo segue do desenvolvimento dado em (141)-(147) que a solucédo da equacéo dife-
rencial (204) é dada por:

2.,2 2
e (] (205)
vE— U v
onde ¢y, c; € ¢3 Sao constantes e [, € uma funcao de Bessel.
Para determinar as constantes da equacgao (205) propéem-se estd como solugao
da equacao original (203) e assim obtém-se,

a = c—jchBr*(l—c)(1 —cfi) - 1];
o = 0; (206)
cs = 3cfi(l—c)+ Lefo[3p*(1— ) (1 —cfr) — 1],

logo tem-se que a solucéo (205) é dada por:

@, (r. ) = A@)S(v — 101 ()

P02 (e 4 3cfip?(1 = o) + Scfa(3u — 1)(3p2(1 - o) (1 — cfr) — 1)) . (

+ V) . (207)

1/2—,u2

assim como no caso linearmente anisotrépico acrescenta-se o termo A(v)d(v — u) a
solucéo (207) de modo a admitir a possibilidade de v € (-1, 1).

Substituindo na condicao de normalizacdo da componente angular dada em (153)
tem-se,

V2—,L62

/1 (/ﬁy?P (c +3cfipt(1—¢) + 2efo(Bu? = 1)(3p*(1 — ¢)(1 — ¢fr) — 1))) du

+ [ 08— ) =1, (208)

onde P denota o valor principal de Cauchy.
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Solucionado a primeira integral da equacgao (208) utilizando o valor principal de
Cauchy e a segunda utilizando a propriedade (75) da funcéo delta de Dirac tem-se
como solucao,

AMv)=—-1+ 145V26f2 {1 +3v%(1 —¢)(efi — 1)} —3v%cfi(1—c)

+1In (V i 1) (CV (1 + 37 f1(1 - c)) + 5ch2)

v—1 2 8
+1n (Z - 1) {15”436f2 [(1 —¢) (szlu — 307 + Z’ﬁ) + (; - 1)] } . (209)

Os autovalores dados em (209) séo idénticos aos determinados por CASE; ZWEI-
FEL (1967) no problema em geometria cartesiana unidimensional com anisotropia
quadratica. Isto pode ser verificado por meio da componente angular da autofuncao
determinada por Case dada em (156).

Para o caso de anisotropia quadratica considera-se [ = 2 na equacgao (156). Assim,
para este caso os polinémios de Legendre sao dados por:

Po(p) =1, Pi(p)=p e Py(p)=1-3p% (210)

e as fungoes ¢,, definidas em (157) como:

¢l/0 = 17 ¢V1 = V(l - C) € ¢V2 = %V2<1 - Cf1)<1 - C) - % (211)
Substituindo (210) e (211) na equacéo (156) obtém-se
v (c—l— 3cfip?(1 —¢) + 5efo (%/ﬂ(l —cfi)(1—c)— %) (%/ﬁ - %))

o (1) = 20— . (212)

Considerando a normalizagcao da componente angular dada em (161) obtém-se,

AMr)=—-1+ 145V20f2 {1 +3v%(1 — ¢)(efi — 1)} —3v%cfi(1—c)

+1n (Z i_ 1) <c27/ (1 + 37 f1(1 — c)) + 5V80f2)

+1n (Z - 1) {15”430f2 [(1 —0) (02101(1 —30%) + Z’ﬂ) + (; - 1)] } . (213)
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Assim, os autovalores determinados no problema (209) sao idénticos aos determi-
nados por CASE; ZWEIFEL (1967) no problema em geometria cartesiana unidimensi-
onal com anisotropia quadratica.

6.3.2 Solucao da equacao de transporte de néutrons em geometria cilindrica
com anisotropia quadratica

Nesta subsecédo soluciona-se a equacao de transporte de néutrons para um cilindro
infinito com simetria azimutal, fonte externa isotrépica e fluxo incidente constante no
contorno com anisotropia quadratica, pelo método HT'Sy (GONCALVES, 2003).

A equacéao (203) considerando os termos de fonte externa isotrépica e fluxo inci-
dente constante no contorno SIEWERT; THOMAS (1984) é dada por:

P 10 1 B ) .
(W +12_ M) 20,0 = (e + 3efui1 - ) [ 00 ) Yy
e -1 [[me - ety -0 -0 - B @)

onde Q(r) representa a fonte externa isotrépica e F' o fluxo incidente constante no
contorno definido por (137). Como a equacgéao (214) esta definida para o pseudofluxo
angular e este ndo possui sentido fisico define-se o fluxo escalar dado em (138).

Considera-se que a equacao (214) esta sujeita a condicao de contorno de super-
ficie livre, ou corrente nula no contorno conhecida como condicdo de Marshak (de-
monstrada no anexo A) apresentada em (164).

Solucionando a equacéao (214) pelo método HT'Sy deve-se inicialmente aplicar o
método Sy nesta equacao. Assim obtém-se,

92 10 1
(arz Y M) %) =
K ) 5 o;(r)
_ Z w; <c + 3cf1uj(1 —c)+ 4cf2njni> 2 — (1 —=¢)[S(r)], (215)
i=1 7

onde y,; sao as raizes positivas do polinémio de Legendre de ordem N, w; S0 0S
pesos gerados pela quadratura Gauss-Legendre, n, = 3u; — 1 e S(r) = Q(r) — F.
Como a equacgéo diferencial (215) € ndo-homogénea sua solucdo € dada pela soma
da solucao particular com a solucao homogénea do problema.
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Determina-se a solucéo particular da equacéao (215) aplicando a transformada de
Hankel de ordem zero. Assim tem-se,

N/2

_Zw4m@%@u—@+}ﬁwﬁ &) 1o, (216)

=1

onde ®;(¢) e S(€) é a transformada de Hankel de ®;(r) e S(r), respectivamente.
Reescrevendo a equagéo (216) na forma matricial obtém-se

(€14 A4) 3(¢) = (1 = 9[S(9)], (217)

onde ®(¢) é a matriz do fluxo transformado, I € a matriz identidade e A é uma matriz
de ordem N/2 x N/2 cujos elementos séo,

—w; (c+3cf1/u?(12—c)+%cf2njm) - j 7& ;

Qi = ) 5
tJ 1—w;(c+3cfip2(1—c)+2cfon? . .
w (c Cfl#flg <) 4cf2n]) = ] =1

(218)

Como a equacgao (217) é igual a obtida no problema com anisotropia linear segue
do desenvolvimento dado em (173)-(184) que a solucao particular da equacao (215) é
expressa por:

N/2
i(r)=(1-c¢) Z Uk Vi
ik

R

{Ko(akr) /OT ' Io(agr’)S(r")dr" + In(agr) / T’/Kg(OékT,)S(T/)dT,} : (219)
A solucao homogénea da equacao (215) € obtida a partir da forma matricial de sua

parte homogénea que é dada por:

<82 19

&a+rm>mm—Amm:o (220)
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Como a equacao (220) € igual a do problema com anisotropia linear segue do
desenvolvimento dado em (187)-(196) que a solucao da equacgéo é

N/2
®;(r) = > = ujplo(owr) By (221)
k
Portanto a solugéo geral da equacéo (215) é dada pela soma da solugao particular
(219) com a solugédo homogénea (221)

N/2 N/2

(Dj(r) = Z Ujkfo(akT)Bkk +(1—2¢) Z UjkVki
k ik

{Ko(ozkr) /OT ' Io(agr’)S(r")dr" + In(agr) /TR T’/KO(O%T‘,)S(T/)dT,} : (222)

Esta equacao esta sujeita a condicdo de contorno,

0P;(r)

Ki(R/uj)®;(R) + 2DKo(R/ ;) 5

=0, (223)

r=R

onde 2D = —p;(3v*(1 — ¢)cfr + 1).
Por fim, aplicando a condi¢ao de contorno (223) na solugao geral (222) constitui-se
um sistema de equacgdes algébricas dado por:

N/2

> uk [2Dog Ko(R/ ) Io(awR) + K1 (R/ ;) Io(awR)] Bry =
k=1
N/2

R
(c— 1) ujpvpi [ZDakKO(R/uj)Kl(akR)/o r']o(akr’)S(r')drll
ik
N/2 R
—(c=1) > ujvi; lKl(R/,uj)Ko(akR)/o r’[o(akT’)S(r’)dr’] (224)
o qual possibilita a definicdo dos coeficientes By e permite determinar o pseudofluxo
angular.

6.3.3 Resultados numéricos

Esta subsecéo apresenta a comparacao entre os resultados do problema em ge-
ometria cilindrica com os do problema em geometria cartesiana com anisotropia qua-
dratica. Para tal, considera-se que o comprimento da placa e do raio do cilindro séo
grandes em comparagdo ao livre caminho meédio (lcm). Assim, os resultados dos
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problemas sao equivalentes.

Para os casos apresentados a seguir considera-se que o comprimento da placa
e do raio do cilindro sédo iguais a L = R = 100000icm e condi¢cdo de contorno dada
em (164). Para a solugao do problema em geometria cilindrica considera-se a ordem
de quadratura N = 50. Verifica-se também a diferenca entre os resultados do pro-
blema em geometria cartesiana com o problema em geometria cilindrica calculando a
diferenga percentual dada na equacao (202).

Caso 1

Neste primeiro caso, Tabela 5, considera-se o fluxo incidente constante no contorno
como F' = 1/4w e a fonte externa isotrdpica dada por @ = 0. O ndmero medio de
néutrons que emergem por colisdo e as se¢des de choque para o termo de anisotropia
linear e quadratica sdo dados por ¢ = 0,8, c¢f;1 = 0,6 e cfy = 0,5 respectivamente.

Caso 2

Neste segundo caso, Tabela 6, considera-se o fluxo incidente constante no con-
torno como F' = 1/4x e a fonte externa isotrépica dada por Q = 0. O numero médio de
néutrons que emergem por colisdo e as secoes de choque para o termo de anisotropia
linear e quadratica sdo dados por ¢ = 0,8, ¢f; = 0 e cf, = 0,5 respectivamente.

Caso 3

Neste caso, Tabela 7, considera-se o fluxo incidente constante no contorno como
F = 0 e a fonte externa isotrdpica dada por @ = 1. O nimero médio de néutrons
que emergem por colisao e as sec¢des de choque para o termo de anisotropia linear e
quadratica sdo dados por ¢ = 0,9, ¢f; = 0,8 e ¢fs = 0, 6 respectivamente.

Caso 4

Neste caso, Tabela 8, considera-se o fluxo incidente constante no contorno como
F = 0 e a fonte externa isotrdpica dada por @ = 1. O numero médio de néutrons
que emergem por colisdo e as secdes de choque para o termo de anisotropia linear e
quadratica sdo dados por ¢ = 0,9, c¢f; = 0 € c¢f, = 0, 6 respectivamente.



Tabela 5: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com

c=0,8¢f1=0,6,cfo=05F=1/dreQ =0

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 8,206189E-002 7,487351E-002 9,60
99991 1,250380E-001 1,140906E-001 9,60
99992 1,905418E-001 1,738756E-001 9,59
99993 2,904260E-001 2,650715E-001 9,57
99994 4,428726E-001 4,043584E-001 9,52
99995 6,759838E-001 6,176694E-001 9,44
99996 1,033909 9,462618E-001 9,26
99997 1,588579 1,459180 8,87
99998 2,467331 2,285593 7,95
99999 3,944663 3,734640 5,62
100000 7,335153 7,636765 3,95

Tabela 6: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com
c=0,8,¢cfi=0,cfo=05F=1/4dreQ =0

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 8,076954E-003 8,076551E-003 4,99E-003
99991 1,547559E-002 1,547490E-002 4,46E-003
99992 2,967462E-002 2,967344E-002 3,98E-003
99993 5,697423E-002 5,697225E-002 3,48E-003
99994 1,096220E-001 1,096187E-001 3,01E-003
99995 2,116850E-001 2,116797E-001 2,50E-003
99996 4,113609E-001 4,113527E-001 1,99E-003
99997 8,085310E-001 8,085189E-001 1,50E-003
99998 1,623960 1,623944 9,85E-004
99999 3,415949 3,415932 4,98E-004
100000 8,686643 8,686643 0,00
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Tabela 7: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com

c=0,9,cfi =0,8cf=06F=0eQ=1

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 9,477665 9,511637 0,36
99991 9,347166 9,389613 0,45
99992 9,184030 9,237054 0,57
99993 8,980034 9,046232 0,73
99994 8,724761 8,807296 0,94
99995 8,404796 8,507373 1,21
99996 8,002150 8,128646 1,56
99997 7,490510 7,643370 2,00
99998 6,824023 6,998094 2,49
99999 5,893739 6,049430 2,57
100000 4,035663 3,800053 6,20

Tabela 8: Fluxo escalar para os problemas em geometria cilindrica e cartesiana com

c=0,9¢cfi=0,¢cfo=0,6,F=0e@Q =1

Posicao Cilindrica Cartesiana DP

99990 9,958379 9,958379 0,00
99991 9,931904 9,931905 1,01E-005
99992 9,888550 9,888552 2,02E-005
99993 9,817486 9,817490 4,07E-005
99994 9,700794 9,700801 7,22E-005
99995 9,508556 9,508566 1,05E-004
99996 9,189963 9,189978 1,63E-004
99997 8,655952 8,655970 2,08E-004
99998 7,740559 7,740580 2,71E-004
99999 6,091989 6,092008 3,12E-004
100000 2,396022 2,396022 0,00




7 CONCLUSAO

Este trabalho tem como um dos principais resultados a determinagao da solucao
analitica para o problema bidimensional em geometria cartesiana e cilindrica. A solu-
cao para a equacao de transporte de néutrons em geometria cartesiana bidimensional
para o caso isotrdépico, monoenergético e estacionario é obtida a partir da aplicacao
do método de derivacao angular. Ao aplicar este método foi possivel obter uma so-
lugdo composta por uma combinacéo linear de autofungdes singulares, associadas a
um conjunto de autovalores, analogas aos determinadas por Case para o problema
em geometria cartesiana unidimensional.

Para a equacao de transporte de néutrons em geometria cilindrica bidimensional
estacionaria e monoenergética considerou-se os casos com espalhamento isotrépico
e com espalhamento linearmente anisotropico. A solugdo do problema isotrdpico foi
obtida a partir da solucdo do problema em geometria cartesiana apos fazer algumas
mudancas de coordenadas. Novamente, encontrou-se a mesma equacao de define
os autovalores determinados por Case para o problemas em geometria cartesiana.
Comparou-se a solugéo deste problema com os resultados obtidos por Mitsis para o
fluxo escalar em um cilindro infinito com simetria azimutal. E ainda percebe-se que ao
substituir as solugdes para os casos em geometria cartesiana e cilindrica com espa-
lhamento isotropico na equacgao de difusdo para as respectivas geometrias obtém-se
0s mesmos resultados da teoria da difusdo. No caso da solucédo do problema em ge-
omeétrica cilindrica com anisotropia linear esta foi determinada a partir da solucao do
problema em geometria cilindrica isotrépica.

Como as solugdes encontradas para os problemas em geometria cilindrica e geo-
metria cartesiana sdo analiticas pode-se determinar as raizes da funcao de dispersao,
a qual define os autovalores, a partir da variacao do ¢, o numero médio de néutrons
que emergem por colisgo.

Para a equacao do transporte de néutrons desenvolvida por Mitsis para um cilindro
infinito com simetria azimutal e espalhamento isotrépico considerando os termos de
fonte externa isotropica e fluxo incidente constante no contorno tem-se como princi-
pal resultado a construcao do termo de anisotropia linear e quadratica, os quais sao
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uma melhor aproximacao do termo de espalhamento. A formulagdo dos termos de
anisotropia teve como hipo6tese de que os autovalores que compdem a solug¢ao desse
problema sao idénticos aos determinados por Case para o caso em geometria carte-
siana unidimensional e mesmo grau de anisotropia 0 mesmo pode ser verificado ao
aplicar o método de decomposi¢éo angular na equacao de transporte.

Verifica-se nos resultados obtidos para o problema com anisotropia linear que os
resultados da equagao em geometria cilindrica apresentam boa concordancia com
0s do problema em geometria cartesiana com mesmo grau de anisotropia. A me-
nor diferengca percentual para este caso de anisotropia ocorre no problema em que
considera-se ¢ proximo a 1 como mostra as Tabelas 1 e 2.

Ja os resultados numéricos do problema com anisotropia quadratica sao similares
ao problema em geometria cartesiana unidimensional com mesmo grau de anisotro-
pia. Percebe-se ainda que ao considerar a secdo de choque do termo de anisotropia
linear igual a zero os resultados aproxima-se ainda mais do problema em geometria
cartesiana. Isto pode ser notado nos resultados dos casos 2 e 3 apresentados nas
Tabelas 6 e 8.
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ANEXO A APROXIMACAO PARA A CONDICAO DE CON-
TORNO DE SUPERFiICIE LIVRE E DE REFLEXAO

Considerando a dependéncia angular do fluxo angular de néutrons em geometria
plana, ®(z, 1), expandida em uma série de polindbmios de Legendre dada da seguinte
forma,

© 2l +1
4

q)(x, M) =
=0

o) Bi(p), (225)

onde P,(u) sdo polindmio de Legendre e ¢;(x) sdo coeficientes da expansdo dados
por (BELL; GLASSTONE, 1970):

1

&i(w) = 21 / O, 1) Po(p)dpe. (226)

-1
Tomando a aproximagao P; para o fluxo angular de néutrons tem-se para este caso
gue os polinémios de Legendre P, e P, sao dados por:

Po(p) =1 e Pi(p) =p, (227)

e os coeficientes da expansao

-1

dolw) =27 [ (e, p)du = o(x), (228)

-1

o qual representa o fluxo total de néutrons e

br(e) =2n [ () = I(x) (229)

o qual representa corrente angular de néutrons.
Substituindo (227), (228) e (229) na equacao (225) obtém-se

D, ) = -6() + I (x). (230)
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Considerando uma placa de comprimento L a condigdo de contorno de superficie
livre, ou corrente nula no contorno conhecida como condicdo de Marshak (BELL;
GLASSTONE, 1970) para = = 0 é dada por:

[ L t0(0) + 3 (0), (231)
e para xz = L € dada por:
[ 1(0) + 3L (232)

Igualando as equacdes (231) e (232) tem-se

0

[ #16(0) + 30T O)dge = [ plo(L) + 3 (L)]dn (233)

A partir da hipétese de que o integrando zera no contorno quando . pertence ao
intervalo de [0, 1], ou seja, nao ha corrente no dominio, tem-se que para = = 0,

16(0) + 3u°J(0) =0, (234)
eparazr =1L,
po(L) + 3u*J(L) = 0. (235)

Agora considerando a equacgao de transporte de néutrons para o caso e monoe-
nergético, estacionario com anisotropia linear dada por:

0P(z, p)
ox

3ucfi
2

(& 1 ! / 1 ! !
+ 0w, = 5 [ @ + [ (e (236)

Multiplicando a equacgéo (236) por u e integrando no intervalo de [—1, 1] obtem-se a
corrente angular de néutrons dada por:

[

du+/ pu®(x, p)dp = / M/ (x, 1" )dp/dp +

[ 11 3M26f1 / f®(x, p)dp'dp. (237)

Utilizando o polindmio de Legendre de ordem dois pode-se reescrever o termo p?
como,

W= 2Pe)+ 5, (238)
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e o termo integral como,

1@ = [ gl wan (239)

onde J(x) represent a corrente angular de néutrons.
Substituindo (238) e (239) na equacao (237) obtém-se

0

o [ (GR35 ) Bl = ~(1 - ef) (@), (240)

-1 \3 3

Reescrevendo a equacao (240) utilizando as autofuncées de CASE; ZWEIFEL
(1967) @, (z, u) = x.(x)¢. (1) € considerando que J(x) agora € dada por J,(x) tem-se,

2

Swl@) [ (GPaiont) + 50u(0)) d = (1= cfi) (), (241)

Sabe-se da solugcéo de Case que,

[ P06, = (), (242
onde para [ = 0 tem-se,
[ outran =1, (243)
e para | = 2 tem-se,
[ Paionod = 520 -1 = efi) - 5. (244)

Substituindo (243) e (244) na equacao (241) obtém-se

dXV(SL’)

e (V21 —c¢) = (1 —c)efr) = —(1 —cfi) . (z). (245)

Considerando a Lei de Fick dada por:

Jo(z) = =21 — ¢ @) (246)

e substituindo na equacgao (245) obtém-se

dx.(z)
dx

(—2(1 = c)cfr) = cfid,(x). (247)

Somando em ambos os lados da equacéo (247) —1/3dxd”—f) e multiplicando a
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mesma por —3 obtém-se

qu(fE)
dz

(302(1 — ¢)efr + 1) = =3cfid,(z) + Cixl,(@. (248)

Agora considerando a aproximacao para o fluxo angular (230) em termos das au-
tofuncbes de Case como,

1 3
yo —vdy(2), (249)

bu ()X () = g

Xu(x) +

e substituindo na equacgéao (237) obtém-se,

[ g (Gt + o )du+ / i (o) fwy(x)) =
<417TXV 7M "J,(x )) dy/dp
+f i Cf L (oele) + o)) dufdg. (250)

Solucionando as integrais da equacéao (250) e multiplicando esta equacao por —
obtém-se

dX,,(I) '

—3J,(z) = =3cfid,(x) + 1

(251)

Assim, como o lado direito das equagdes (251) e (248) sdo iguais comclue-se que,

dx, ()
dx

(3V%(1 — c)efr + 1) = —=3J,(x). (252)

Tomando as condi¢des de contorno (231) e (232) reescritas em termos das auto-
funcbes de Case como,

1x(0) + 34 7, (0) = 0, (253)

pixv(L) + 3u*J,(L) =0, (254)

e substituindo na equacgéao (252) obtém-se

Xw(0) 4 3p1J,(0) = 0 = x,(0) — u(32(1 = c)efr +1)— =0, (255)




L)+ 800, (L) = 0= (L) — (32— defi + DD o (asp)

z=L

Denotando 2D = —u(3v*(1—c)cf; + 1) tem-se que a condigdes para superficie livre
€ dada por:

dx,
Xo +2DX —0 (257)
dx r=0,x=L
sendo esta nula para o caso difusivo.
De forma geral pode-se reescrever (257) como,
X + bV x,(z) =0 (258)

em que b € ndo negativo.

Se b éigual a 2D tem-se que a equacao (258) € a condicao de contorno de superfi-
cie livre, se b for grande em relacao ao fluxo yx, no contorno, a equagéo (258) se torna
uma condicao de contorno de corrente zero e se b for pequeno em relagao ao fluxo y,
no contorno, a equacgao (258) é uma condicao de fluxo nulo no contorno.
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