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RESUMO

LEITZKE, Bruna da Silva. Solucoes Assintéticas Formais de Segunda Ordem na
Homogeneizacao Assintotica de Meios Microperiédicos. 2017. 130 f. Dissertacao
(Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduagcdo em Modela-
gem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2017.

Nesta dissertacdo o método de homogeneizacdo assintotica é utilizado como
ferramenta na obtengédo de solugdes para alguns problemas fisicos, lineares, unidi-
mensionais e multidimensionais. O estudo se baseia em modelos matematicos que
descrevem o comportamento de sélidos heterogéneos na microestrutura. O método
busca um novo problema, denominado problema homogeneizado (meio homogéneo),
que € equivalente ao problema original (meio heterogéneo). Assim, de um para-
metro geométrico pequeno, separam-se as escalas macroscépica e microscopica e
aplica-se o método de homogeneizacao assintética a partir da célula basica. Essa
célula apresenta uma regularidade e periodicidade na microestrutura do material,
onde contém todas as caracteristicas fisicas do meio. Portanto, os resultados obtidos
podem ser estendidos ao longo do dominio da estrutura. Assim, uma solucao
para o problema original é proposta através de uma solugédo assintética formal. No
desenvolvimento do método sdo encontrados os problemas locais, os coeficientes
efetivos e o problema homogeneizado. Os problemas locais sdo referentes ao
comportamento do material na célula basica e devem ser resolvidos para a obtencao
das solucdes dos termos da solucdo assintética e dos coeficientes efetivos. Esses
coeficientes, juntamente com a solugcao do problema homogeneizado, proporcionam
o comportamento efetivo (global), equivalente ao que ocorre fisicamente no meio
heterogéneo. O problema original apresenta equacdes diferenciais parciais com
coeficientes rapidamente oscilantes. Portanto, buscam-se os coeficientes efetivos,
pertencentes ao problema homogeneizado, correspondentes aos coeficientes do
problema original. Finalmente, a solugdo do problema original deve convergir para a
solugédo do problema homogeneizado, e isto é mostrado matematicamente através
da relacdo de proximidade entre as solugdes. Em particular solugdes assintéticas
formais de segunda ordem sao obtidas para aproximar melhor os detalhes locais das
solucdes exatas, pois nas abordagens mais tradicionais do método de homogeneiza-
cao assintética procuram-se apenas solugdes assintéticas formais de primeira ordem
gue nado fornecem tais detalhes. Para ilustrar os resultados obtidos sdo propostos
exemplos, com o intuito de verificar a proximidade entre as solugdes encontradas.

Palavras-chave: Método de homogeneizagao assintética, Materiais microperiédicos,
Comportamento efetivo, Solucdes assintéticas formais de segunda ordem.



ABSTRACT

LEITZKE, Bruna da Silva. Second-Order Formal Asymptotic Solutions in the
Asymptotic Homogenization of Microperiodic Media. 2017. 130 f. Dissertacao
(Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de P6s-Graduacdo em Mode-
lagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2017.

In this dissertation, the asymptotic homogenization method is used as a tool to
obtain solutions for some physical, linear, one-dimensional and multidimensional
problems. The study is based on mathematical models that describe the behavior
of heterogeneous solids in the microstructure. The method looks for a new problem,
called homogenized problem (homogeneous medium), which is equivalent to the
original problem (heterogeneous medium). Thus, from a small geometric param-
eter, the macroscopic and microscopic scales are separated and the asymptotic
homogenization method is applied from the basic cell. This cell presents a regularity
and periodicity in the microstructure of the material, and it contains all the physical
characteristics of the medium. Therefore, the results obtained can be extended over
the domain of the structure. Thus, a solution to the original problem is proposed as a
formal asymptotic solution. In the development of the method the local problems, the
effective coefficients and the homogenized problem are found. The local problems are
related to the behavior of the material in the basic cell and must be solved to obtain the
solutions of the terms of the formal asymptotic solution and the effective coefficients.
These coefficients, together with the solution of the homogenized problem, provide the
effective (global) behavior, equivalent to what occurs physically in the heterogeneous
medium. The original problem presents partial differential equations with rapidly
oscillating coefficients. Therefore, effective coefficients of the homogenized problem,
corresponding to the coefficients of the original problem are sought. Finally, the
solution of the original problem must converge to the solution of the homogenized
problem, and this is shown mathematically through the proximity relation between
the solutions. In particular, second-order formal asymptotic solutions are obtained to
improve the approximation of the local details of the exact solutions, as the traditional
approach of the asymptotic homogenization method seeks only first-order formal
asymptotic solutions which do not provide such details. In order to illustrate the results
obtained, examples are proposed to verify the proximity between the solutions found.

Keywords: Asymptotic homogenization method, Microperiodic materials, Effective be-
havior, Second-order formal asymptotic solutions.
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INTRODUCAO

Motivacao

Meios micro-heterogéneos possuem propriedades fisicas que variam de forma ra-
pida e sdo uma opcao muito utilizada em projetos onde se deseja obter proprieda-
des fisicas melhoradas em comparacédo com aquelas dos meios homogéneos (PANA-
SENKO, 2005). Eles podem ser encontrados na natureza, como na estrutura 6ssea
ou na madeira (Figura 1), ou ainda, podem ser fabricados pelo homem para algumas
aplicacdes especificas, exemplos disso sdo o compésito bifasico e a ceramica que sao
ilustrados na Figura 2.

Figura 2: Estruturas micro-heterogéneas construidas pelo homem.

Além disso, esses meios possuem duas caracteristicas fundamentais que séao a
separagao de escalas e a hipotese do continuo. Isto é, sdo caracterizados por apre-
sentarem propriedades efetivas na escala macroscépica, ou seja, esses materiais na



maioria das vezes possuem uma aparéncia homogénea, mas ao se aproximar deles
percebe-se a presenca de heterogeneidade. Dessa forma tem-se a escala microsco-
pica, essa que é heterogénea e continua, pela hipétese do continuo, e que € grande
o suficiente se comparada com a escala atdmica em que a matéria € discreta. Essa
explicagéo esta ilustrada na Figura 3, onde [ e L sdo comprimentos caracteristicos da
microescala e da macroescala, respectivamente. A separacao de escalas é caracteri-
zada por um parametro geométrico ¢ dado por e = [/L, onde 0 < ¢ < 1 (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989).

Escala macroscépica Escala microscopica Escala atomica

Figura 3: Processo de separacao de escalas.

Através da heterogeneidade da microestrutura tem-se uma rapida variagdo nas
propriedades fisicas, que podem estar relacionadas a aplicagdes que envolvam elas-
ticidade ou condutividade térmica, por exemplo. Com isso os modelos matematicos
que descrevem a forma em que esses materiais se comportam sao formulados por
problemas que apresentam equacdes diferenciais parciais com coeficientes que osci-
lam de forma rapida. Mas se a separacao de escalas e a hip6tese do continuo séo
satisfeitas, entao vale a hip6tese de homogeneidade equivalente (Figura 4). Ou seja,
existe um meio homogéneo ideal com propriedades constantes que representa o com-
portamento efetivo do meio heterogéneo. Esse meio homogéneo € modelado por um
problema com coeficientes constantes.

Material micro-heterogéneo Material homogéneo
real equivalente ideal

e—-0
Homogeneiza¢ao

Figura 4: llustracao da hipétese de homogeneidade equivalente.



Alguns dos materiais micro-heterogéneos também podem ser periédicos. Dessa
forma, se considera uma amostra de material, que se repete de forma regular e pe-
riédica ao longo de todo o dominio, chamada célula bésica. Essa célula recorrente
engloba todas as propriedades fisicas e geométricas do meio. Para ilustrar consi-
dere dois tipos de materiais, os materiais funcionalmente graduados e 0os compdési-
tos. Os materiais funcionalmente graduados sdo compésitos manufaturados variando
quase continuamente a densidade de particulas dentro de uma matriz, e podem ser
modelados idealmente com propriedades que variam continuamente (SADD, 2014).
Na Figura 5 a heterogeneidade é dada de forma unidimensional na dire¢cdo z;, com
(x1, 29, x3) representando os eixos na macroescala, e (y1,y2, y3) correspondendo aos
eixos na microescala, na qual aparece a célula de periodicidade.

V2

x, V3

X3
Figura 5: Material funcionalmente graduado microperiédico.
Ja os materiais compdésitos sdo estruturas formadas por dois ou mais materiais
homogéneos constituintes, chamados fases, que séo insoluveis entre si, e onde suas

propriedades sédo constantes (KAW, 2006). Uma ilustracao desse tipo de meio € apre-
sentada na Figura 6, onde a heterogeneidade é bidimensional no plano z; e z,.

V2

X3

Figura 6: Material compdésito bifasico microperiodico.



Neste trabalho o interesse € resolver modelos matematicos que descrevem o com-
portamento fisico de meios microperidédicos. Do ponto de vista matematico, ao for-
mular esses modelos, se encontram sistemas de equacdes diferenciais parciais com
coeficientes rapidamente oscilantes e que cumprem condi¢gées de contorno. E assim,
na maioria das vezes esses problemas sdo muito dificeis de resolver. Um exemplo
disso seria solucionar esses problemas de forma numérica, mas isso requereria uma
discretizacao muito fina do dominio, pois o interesse é analisar o comportamento do
meio levando em conta suas caracteristicas locais em cada parte do material. Isso
provavelmente teria um alto custo computacional e também poderia haver a possibili-
dade de comprometimento da convergéncia do método na procura da solugdo. Com
isso, uma forma alternativa de resolver esses problemas é dada através de um mé-
todo matematico rigoroso chamado método de homogeneizagéao assintética (MHA).
Esse método busca encontrar o comportamento global (ou comportamento efetivo) do
meio, considerando suas propriedades fisicas e geométricas (BENSOUSSAN; LIONS;
PAPANICOLAU, 1978; BAKHVALOV; PANASENKO, 1989; CIORANESCU; DONATO,
1999; PANASENKO, 2005).

O MHA consiste em propor uma solugcao em série de poténcias de ¢, chamada so-
lucdo assintotica formal (SAF) para o problema original. Assim, ao substituir essa so-
lug&o no problema obtém-se uma sequéncia de problemas recorrentes para encontrar
os coeficientes dos termos da SAF proposta como solugédo. Além disso, encontram-se
0s problemas locais, o0s coeficientes efetivos e o problema homogeneizado. Os pro-
blemas locais descrevem o comportamento local do meio e 0s coeficientes efetivos
sao referentes ao problema homogeneizado, que é o problema sobre o meio homogé-
neo ideal equivalente ao problema sobre 0 meio micro-heterogéneo em estudo. Além
disso, com o intuito de validar o método demonstra-se que a norma das diferengas das
solucdes exata e assintética do problema original e a solugado do problema homoge-
neizado sdo de ordem ¢, ou seja, 0s problemas sdo equivalentes quando as solugdes
do problema original convergem para a solucao do problema homogeneizado ao fa-
zer ¢ — 0. Assim, a aplicacéo direta do MHA produz uma SAF do problema, o qual
inclui a obtencao dos coeficientes efetivos do meio. De fato, na atualidade, este tem
sido o objetivo fundamental da aplicacdo do MHA, ou seja, a obtencao de coeficientes
efetivos de meios heterogéneos.

Revisao Bibliografica

Materiais compdésitos, sejam eles naturais ou fabricados pelo homem atrairam
a atencdo de estudiosos como MAXWELL (1873), RAYLEIGH (1892) e EINSTEIN
(1906), que procuravam determinar as propriedades fisicas dessas estruturas, se-
gundo HASHIN (1963). Em particular, o MHA foi desenvolvido anos depois (LIMA,
2016), com as obras de SANCHEZ-PALANCIA (1970, 1980), DE GIORGI; SPAG-
NOLO (1973), MARCHENKO; KRUSLQOV (1974), BAKHVALOV (1974, 1975a,b), OLEI-
NIK (1975), BABUSKA (1976a,b,c), BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAU (1978),
CHRISTENSEN (1979), BAKHVALOV; PANASENKO (1989) e BENVENISTE (1995).

Os avancos na teoria desse método se deram pela necessidade em solucionar
problemas de valor de contorno locais em estruturas micro-heterogéneas. Com isso,
pesquisas vem sendo realizadas em diversas areas e com diferentes objetivos. Alguns
trabalhos serdo mencionados a seguir.



No trabalho de RODRIGUEZ-RAMOS et al. (2001) foi aplicado o MHA em um com-
pésito elastico de duas fases paralelamente reforgcado com fibra e com propriedades
transversalmente isotrdpicas. Assim, pode-se encontrar expressoes fechadas para as
propriedades efetivas e solugdes analiticas dos problemas locais. Um estudo seme-
lhante foi realizado por GUINOVART-DIAZ et al. (2001), onde resolveram o problema
elastico de um compdsito bifasico e, assim, os resultados foram utilizados para de-
terminar numericamente o comportamento elastico linear de dois tipos de compdsitos
fibrosos. Além disso, CIORANESCU; PAULIN (1979) aplicaram o MHA no problema
elastico que descreve o comportamento de uma barra cilindrica, onde se pretendeu
estudar esse meio com relagédo as suas tensodes elasticas.

Os materiais piezoelétricos possuem o efeito de converter energia elétrica em ener-
gia mecanica e vice-versa. A ultrassonografia € um exemplo de aplicacao desse efeito,
pois é realizada através de um aparelho que produz ondas ultrassénicas por meio
da deformacao de um material piezoelétrico, geralmente um compdsito com inclu-
sOes de ceramica piezoelétrica. No ambito do MHA muitos autores se preocuparam
em resolver os problemas que envolvem materiais piezoelétricos, entre alguns estao:
OTERO; BRAVO-CASTILLERO; RODRIGUEZ-RAMOS (1997), SABINA et al. (2001)
e BRAVO-CASTILLERO et al. (2001). O osso, por exemplo, € um material natural com
comportamento piezoelétrico (HOLLISTER et al., 1989). Nesse sentido, pode-se fazer
um estudo a respeito das propriedades efetivas desses materiais utilizando o MHA.
BRAVO-CASTILLERO et al. (1998) apresentaram esse estudo em um material lami-
nado bifasico, onde encontraram expressoes para as constantes efetivas envolvidas
no problema. Esse enfoque também teve a atencao de OTERO (2005) que resolveu
0 problema sobre meios porosos, piezoceramicos e termo-magneto-eletro-elasticos,
respectivamente.

Outro exemplo de aplicacao do MHA ¢é na otimizagao estrutural, em que procura-
se encontrar o melhor projeto para determinadas estruturas; alguns trabalhos s&o:
BENDSOE (1989), SUZUKI; KIKUCHI (1991), ROZVANY; ZHOU; BIRKER (1992),
HASSANI; HINTON (1998a,b,c), TORQUATO (2010) e BENDSOE; SIGMUND (2013).
Em particular, na otimizagéo topoldgica tem-se o objetivo de minimizar uma variavel
a partir de restricbes adequadas. Neste contexto, alguns trabalhos sobre otimizacao
via MHA foram desenvolvidos a partir de meios microperidédicos com células recorren-
tes com vazios ou compostas por laminas. BENDSOE; KIKUCHI (1988) encontraram
a distribuicdo étima de um meio anisotropico via MHA e método dos elementos fini-
tos, onde o objetivo era encontrar uma nova estrutura através da original, essa que
era composta por uma infinidade de pequenas inclusbes vazias distribuidas periodica-
mente no material. SUZUKI; KIKUCHI (1991) utilizaram o MHA para estudar a melhor
otimizacao de forma e topolégica de uma estrutura elastica, onde se basearam no
trabalho de BENDSOE; KIKUCHI (1988).

Além de todas as aplicagdes do MHA em areas distintas, seu estudo formal mais
aprofundado também pode gerar resultados interessantes. Um deles € a respeito da
influéncia de mais termos na SAF proposta como solu¢ao do problema original. Essa
solucdo pode ser obtida através da solucdo do problema homogeneizado corrigida
com a solugéo do problema local. Dessa forma tem-se uma SAF de primeira ordem, a
qual é utilizada em abordagens mais tradicionais do MHA. Entretanto, diversas situa-
¢Oes mostram que as SAFs de primeira ordem n&o s&o suficientemente precisas para
reproduzir os detalhes locais da solugédo exata do problema, pois elas representam
apenas pequenas variagbes em torno do comportamento efetivo do meio. Nesses ca-



s0s, é necessario considerar SAFs de ordem superior, com mais termos, tendo assim
uma aproximacao mais precisa da solucao exata do problema.

Nesse contexto, SU et al. (2011) encontraram uma solu¢do aproximada de equa-
céo parabdlica com oscilagédo rapida dos coeficientes através do MHA. E ainda, SU
et al. (2011) continuaram esses estudos para sistemas de elasticidade linear com es-
truturas quase periddicas. Com isso, a aplicacdo do método dos elementos finitos
foi utilizada para resolver os problemas apresentados, encontrando assim suas so-
lucbes exata, homogeneizada e assintéticas formais de primeira e segunda ordens.
Dessa forma, eles ilustraram que sé a SAF de segunda ordem conseguiu reproduzir 0
comportamento local da solugdo exata. Similarmente DONG; CAO (2014) utilizaram
o MHA para resolver equacdes de onda em dominios perfurados, onde também ficou
evidente que a SAF de segunda ordem aproximou melhor a solucao exata.

O MHA também foi combinado com cotas variacionais para estudar o comporta-
mento efetivo de compositos ndo lineares. PEREZ-FERNANDEZ; LEON-MECIAS;
BRAVO-CASTILLERO (2005) resolveram o problema de encontrar as propriedades
efetivas em compdsitos fibrosos bifasicos dielétricos em um meio néo-linear, de forma
que as fibras fossem periodicamente distribuidas em uma estrutura quadrada. E mais
tarde PEREZ-FERNANDEZ et al. (2007a,b) estenderam os resultados para meios
elasticos. E ainda, esses resultados foram generalizados para compdsitos magneto-
eletro-elasticos por PEREZ-FERNANDEZ; BRAVO-CASTILLERO; SABINA (2008).

Muitas outras aplicacbes sobre o MHA podem ser encontradas na literatura
da éarea, por exemplo: DIMITRIENKO (1988a,b) que resolveu o problema sobre
meios porosos com transformagdes de fase de soélida para gasosa; BECK; PEREZ-
FERNANDEZ (2014) ilustraram a ideia de que a falha global de estruturas complexas
pode ser detectada ao incluir uma distribuicdo de elementos eletroativos que atuam
como sensores; CAPDEVILLE; GUILLOT; MARIGO (2010a,b), através do estudo de
ondas sismicas, solucionaram problemas elastodinamicos unidimensional e bidimen-
sional; ALLAIRE; BAL (1999) modelaram e resolveram o problema de autovalor para
a equacao de transporte de néutrons.

Objetivos

Em trabalhos mais tradicionais do MHA busca-se uma SAF de primeira ordem que
seja uma boa aproximacdo da solucao exata do problema original em estudo. Mas
essa solucao fornece apenas o comportamento em torno da solu¢ao do problema ho-
mogeneizado, que por sua vez apresenta o comportamento efetivo do meio. Dessa
forma, a SAF de primeira ordem nao consegue reproduzir os detalhes locais da so-
lucdo exata. Portanto o objetivo geral dessa dissertacdo é encontrar uma SAF de
ordem superior, em particular de segunda ordem, para problemas lineares estaticos
unidimensionais e multidimensionais. Espera-se que a SAF de segunda ordem exiba
com mais precisao os detalhes locais do meio, e resulte numa solugao mais precisa
se comparada com a solugao exata de cada um dos problemas mencionados.



Os objetivos especificos deste trabalho, em cada capitulo e se¢ao, sao:

Aplicar o MHA nos problemas originais e encontrar em cada caso: a sequéncia
recorrente de problemas, as expressoes para os termos da SAF de segunda or-
dem, os problemas locais, o problema homogeneizado e os coeficientes efetivos;

Demonstrar a proximidade entre as solucbes exata e assintéticas do problema
original e a solugao do problema homogeneizado;

Demonstrar que os coeficientes efetivos herdam as propriedades de simetria e
positividade dos coeficientes constitutivos para os casos multidimensionais;

llustrar a aplicagcdo do MHA mediante exemplos.

Estrutura do Trabalho

No Capitulo 1 alguns conceitos preliminares sao apresentados sobre meios mi-
croperiddicos e o0s problemas que descrevem o comportamento desses meios. Além
disso, sdo exibidas definicdes iniciais importantes que estdo relacionadas ao MHA,
como: expansao assintotica; SAF e relacdo de ordem. Com isso, é exposto um breve
resumo do formalismo mateméatico do MHA.

O MHA ¢ aplicado em problemas unidimensionais no Capitulo 2, tais problemas
descrevem o comportamento de meios térmicos, lineares e estaticos. Dessa forma,
encontra-se a sequéncia recorrente de problemas, enuncia-se um lema que garante
existéncia e unicidade de solucdo para os problemas apresentados, e obtém-se os
problemas locais e homogeneizado, e expressdes para os coeficientes efetivos e os
termos da SAF de segunda ordem. No final do capitulo, a relacdo de proximidade
entre as solugdes dos problemas original e homogeneizado € provada, e sdo obtidas
solucdes analiticas para esses problemas.

Dois problemas multidimensionais séo resolvidos através do MHA, onde esse de-
senvolvimento é exibido no Capitulo 3. O primeiro problema descreve o comporta-
mento de meios térmicos, lineares e estaticos. E o0 outro problema modela o compor-
tamento de meios elasticos, lineares e estaticos. Cada problema possui suas parti-
cularidades, assim nos dois casos encontra-se a sequencia recorrente de problemas,
mas anuncia-se um lema especifico, que garante existéncia e unicidade de solucao,
para cada problema. Com isso, obtém-se os problemas locais e homogeneizado, 0s
coeficientes efetivos e os termos das SAFs correspondentes a cada problema. Além
disso, em cada caso, é provada a relacao de proximidade, e a conservacao das pro-
priedades de simetria e positividade pelo coeficiente efetivo.

Alguns casos particulares dos problemas apresentados sao resolvidos no Capi-
tulo 4. Para o caso térmico unidimensional dois exemplos sdo solucionados, com
isso pode-se observar as diferencas nas SAFs de primeira e segunda ordens. Em
seguida, essa mesma conclusdo pode ser analisada para um exemplo do caso tér-
mico multidimensional. E por fim, é resolvido um exemplo para o problema elastico
multidimensional, onde o objetivo € encontrar os coeficientes efetivos do problema.

Finalmente, no Capitulo 5 tem-se algumas conclusdes a respeito ao MHA aplicado
aos problemas apresentados nos Capitulos 2 e 3, e também aos exemplos resolvidos
no Capitulo 4. Alguns trabalhos futuros sdo mencionados no final do capitulo, com o
intuito de estender os objetivos desta dissertagdo para outros tipos de problemas, que
também podem ser resolvidos através do MHA.



1 CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 Meios Microperiédicos

Considera-se um material micro-heterogéneo unidimensional.  Além disso,
assume-se que o material seja periddico. Com isso, uma amostra do material na
microescala, chamada de célula basica, se repete de forma regular e periddica ao
longo de todo o dominio. Dessa forma os resultados obtidos na célula basica podem
ser estendidos para todo o dominio da estrutura.

No processo de separacao da macroescala e da microescala, cujos comprimentos
caracteristicos sdo L e [, respectivamente, define-se um parametro pequeno ¢ = [/,
0 < e < 1, que representa o comprimento da célula periddica na macroescala (BAKH-
VALOV; PANASENKO, 1989). Define-se = € [0,1] como uma variavel que atua na
macroescala, chamada variavel lenta ou global. Com o parametro « define-se uma
nova variavel para o estudo na microescala. Dessa forma, a variavel microscépica
y =z/e € [0,1/¢]|, também chamada de varidvel rdpida ou local, representa o compor-
tamento local da estrutura. Observe ainda que ao fazer e — 0" tem-se que y — +oc.

Para ilustrar o processo de homogeneizagao, considera-se uma estrutura unidi-
mensional e-periddica que descreve o campo térmico estacionario em um dominio
2 € R. Assume-se que a densidade de fonte de calor f*(z) = f(x,y) € uma
funcdo continua e periddica com relagdo a y. A temperatura «°(z) € uma fungéao
duas vezes continuamente diferenciavel. O coeficiente de condutividade térmica
a*(z) = a(z/e) = a(y) € uma funcdo continuamente diferenciavel. Assim, o modelo
matematico que descreve este fenébmeno € o seguinte problema de valor de contorno,
chamado de problema original

_d . duf o
ﬁ:%(amdx)—fm, req.

u8(0) = {1, ug(l) = {2,

em que ¢, ¢ € R sdo as temperaturas nas extremidades da estrutura.
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E ainda, a°(x) é positivo, limitado e 1-peridédico com respeito a y, ou seja,

0<a <a(z) <ap <oo,CcOMay,ay €RE, V€ [0,1]; (1.2)

aly) =a(z) =a*(x +¢)=a (x i— 8) =a (g + 1) =a(y+1), (1.3)

pois, por hipbtese, o coeficiente é s-periddico com relagdo a z: a*(z) = a*(z +¢) (CIO-
RANESCU; DONATO, 1999). Na Figura 7 esta representado o processo de separagao
das escalas, com coeficientes rapidamente oscilantes, para algum ¢.

(@) «@

az

a

0| € 2¢& 3¢ n—1De ne=1
(b) a(y)
az
a; X
0 1 2 3 T o (m-1) n y=7
©)  am
a
a; X
0 1 Y=z

Figura 7: (a) Periodicidade do coeficiente com relacdo a variavel lenta ou global z;
(b) Periodicidade do coeficiente com relacao a variavel rapida ou local y e (c) Compri-
mento de periodicidade referente a célula basica, em y.

1.2 Expansao Assintoética e Solucao Assintotica Formal

Define-se, primeiramente, o conceito de ordem, o qual sera utilizado ao longo
de todo o desenvolvimento deste trabalho. Seja B. o espa¢o normado das funcdes
¢(z,e), onde x € Q Cc RYee € (0,1), com d € N. Suponha que exista uma fun-
cao ¢° € B, tal que ¢° = p(x,¢), definida para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno.
Agora, se ¢ = O(Y(z,¢)), leia-se ¢° € aordem de ¢ (z,e), come — 07 nanormade B.,
entdo significa que existem A, ¢, > 0 constantes tais que ||p(z,¢)||5. < Al|[¢Y(z,¢)]|5.,
para 0 < ¢ < g,. Um caso particular é dado por ¢(z,¢) = O(eV), com N € N.
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o
Com isso, para a fungéo ¢° existe uma expansao assintética > ¢'g;(x,¢), tal que
=1
para N € N existe M, que cumpre a seguinte relacao

p(z,e) = > egi(x,e) = O(V), (1.4)
i=1
para cada m > M, com e — 0" na norma de B.. De onde define-se
oz, e) ~ Zsigi(x,a). (1.5)
=1

Assim, sendo £° um operador diferencial entre 0os espa¢cos normados B;. € B,
uma SAF para a equacao

Lo = (1.6)

tal que u* € By. € f € B, é da forma u(®)(z,e) = Y e'gi(x,¢), com g;i(z,¢) € Bi..
=1

Ainda, considerando u(™ (z,¢) = Y €'g;(z, ), tem-se que para algum N natural existe
=1

M que satisfaz a seguinte relacao
Lou™ — f = ON), (1.7)

para todo m > M com ¢ — 0" na norma de B,. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Além disso, se £¢ € um operador linear e existem constantes ¢; > 0 e ¢, indepen-
dentes de ¢ tais que ||u¢]|,. < 1| f]|B,., €Nnt@o de (1.7) tem-se que, para qualquer
N existe um nimero M tal que m > M, onde ||u™ — u¢||p,. = O(¢V) quando ¢ — 0*.
Ou seja, em presenca de linearidade uma SAF u(>) da equac&o (1.6) é uma expanséo
assintética da solucao exata u°.

1.3 Formalismo Matematico do MHA

O MHA propbe uma SAF, construida por uma expansao assintética em poténcias
de ¢, como solugdo equivalente a solugdo u° do problema original. Com u;(z, y) sendo
fungdes 1-periddicas com relacao a variavel rapida y, essa SAF é da seguinte forma

U(OO)(‘rvE) = Uo(l’,y) + Eul(xvy) + 52“2($7y> + 53U3($,y) + LS (18)

com y = x/e. Substituindo (1.8) na equacao do problema original (1.1) obtém-se

% af(m)%(w(%y)+€ul(x,y)+62uQ(x,y)+63u3(x,y)+---) = f(z,y).  (1.9)
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Ao utilizar a regra da cadeia nessa ultima equacao, ou seja, aplicar a seguinte defini-
cao

L fo(n ) - (i) 22| 110

pode-se assumir que as variaveis r e y sao independentes. Agrupando por potén-
cias de ¢ e igualando a zero os coeficientes dessas poténcias, a equacao (1.9) se
desacopla na seguinte sequéncia recorrente de equacdes

3 . ;nyUO = 0,
g : ;nyul = —nyuo - Exyu(b
£ . [,yyZLQ = —nyul - ﬁg:yul - E:ca:uo + f(xa y)a

e 1 Lyyug = —Lyzuy — Lyyus — Loz,

€ : »nyunJrQ = _['yxun+1 - Ewyun+1 - £wxun7

(1.11)

onde L,z € um operador linear, dado por

Log = % (@@%) . (1.12)

As equacdes (1.11) formarao, junto com as respectivas condi¢cdes de contorno, os
problemas cujas solugbes sao 0s u;(z,y) da SAF (1.8).

Nos proximos capitulos o MHA é aplicado, e matematicamente justificado para
problemas lineares estaticos unidimensionais e multidimensionais.



2 APLICACAO DO METODO DE HOMOGENEIZACAO AS-
SINTOTICA EM MEIOS UNIDIMENSIONAIS

2.1 Aplicacao do MHA

Uma aplicacdo do MHA ¢é feita para o problema unidimensional apresentado em
(1.1). Declara-se z pertencente ao dominio Q = [0, 1], o coeficiente de condutividade
as(x) € C([0,1]) positivo, limitado e e-peridédico com relagdo a variavel =, f¢(z) €
C°([0,1]) sendo a densidade de fonte de calor e «*(x) € C?([0,1]) como a temperatura
para cada x e . Tendo assim, o problema original dado por

d oo adut
{ . (a (x) dx) = fe(z), =€ (0,1), 2.1)

w(0) = g1, w(1) = g2

Supde-se, com y = z /¢, a seguinte SAF de segunda ordem para o problema original
U(Q) (‘Ta 6) = U()(l’, y) +euy (ZE, y) + 52“’2(Ia y) (22)
Substituindo (2.2) na equacao do problema original, obtém-se

% {a(y) (duog,y) +€du1§§,y) +€2du26(li,y))] o) =0, 2.3)

Aplicando a regra da cadeia dada por (1.10) em (2.3) chega-se em

2
( 9 .1 8) [a(y) (auo 100, 0w, O | p0u E—%ﬂ — f(x,y)=0.

or Za_y or e oy or e dy ox e Oy
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De onde tem-se
0 Ouyg 10 Oug 10 Oup 10 Oug
I (a(y)a—x> + coy (a(y)a—x) T o <a<y>6_y> + 20y (G(?J)a—y)
0 8U1 0 8u1 0 aul
Toeg (a(y)%) + oy (CL(?J)%) T (Cb(y)a—y> +
0 ou 0 ou 0 ou 0 ou
2 7 2 il 2 il 2 = Z2) =
b (a2 ) veg (w2 ) +eg (aw52) + 5 (a52) - e =o.

Agora, agrupando essa Ultima equagédo em poténcias de ¢ tem-se

[ (o)) + 2 (o022 2 (s 2) + 2 (o)

+ & {% (Mzﬂ%) + (% (a(y)%) + 8% (a(y)%—l;l) + a% (a(y)%—?> - f(x,y)l
= Ofe). (2.6)

™M

Observa-se que o lado direito da equacao (2.6) tende a zero quando ¢ tende a zero,
pois corresponde as poténcias positivas de . Dessa forma, para que (2.6) seja satis-
feita, € necessario que cada expressao que acompanha as poténcias restantes de ¢
seja nula. Chegando-se assim numa sequéncia recorrente de equacdes

—2 8 6%0 .
-1 . 0 8u0 0 8u0 0 8U1 .
€ : 8_3/ (a(y)%> + 9 (a(y)a—y) + 8_y <a(y)a—y) =0, (2.8)
0 a’LLO 0 8u1 0 3u1 0 8U2
e’ B (a(y)%) + oy (@(9)%> T oy (a(y)a—y) + oy (a(y)(‘)—y)
—f(z,y) = 0. (2.9)

Para encontrar as solugbes dos problemas para cada u; em (2.2), é necessario de-
terminar as condi¢gdes de contorno correspondentes. Assim, do problema original em
(1.1) e da SAF (2.2) tem-se

u(2) (07 6) = UO(Oa 0) + €U1(O, 0) + 82”2(07 O) =41, (21 O)

1 1
u(2)(1,5) = g (1, %) + euq (1, g) + e%u, (1, E) = (5. (2.11)
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Obtém-se entao

U()(O, 0) = {1, Up (17 é) = (q9, (212)
u1(0,0) = uy (1, é) — 0, (2.13)

Observe que, pela 1-periodicidade de u;(z,y) com respeito a y, ou seja, w;(z,y) =
uwi(x,y+1)emy=10,1/¢], tem-se

U()(0,0) = ({1, Uo(l,O) = ({2, (215)
u1(0,0) = uy(1,0) =0, (2.16)
u2(0,0) = ug(1,0) =0, (2.17)

E assim, (2.15)-(2.17) s&o as condi¢gées de contorno que complementam as equa-
¢coes em (2.7)-(2.9), respectivamente. E com o operador linear £,z definido em (1.12)
chega-se em

Lyyio =0, (2.18)
up(0,0) = q1, up(1,0) = go,

‘nyul = _‘Cyl'uo - E:ch”Oa (2 19)
uy(0,0) = uy(1,0) = 0, '
Lyyu2 = _Emzuo - Lyxul - Emyul + f(l’, y)7 (2 20)
u(0,0) = uy(1,0) = 0. '

Tais problemas fornecem as solu¢des para cada u;. Do problema (2.18) encontra-
se uma expressao para uy. Do problema (2.19) encontra-se o problema local referente
a célula béasica e uma expressao para u; em termos de u,. E do problema (2.20)
encontra-se uma expressao para u, em termos de u, € uy, € 0 problema homogenei-
zado. Para resolver esses problemas € necessario enunciar o Lema 2.1.1, que for-
nece uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia e unicidade de solucées
1-periddicas em y dos problemas (2.18)-(2.20).

Lema 2.1.1. Sejam F(y) e a(y) fungdes diferencidveis e 1-periédicas, com a(y) posi-
tiva. Uma condicdo necessdria e suficiente para existir uma solugdo 1-periodica para
a equacgdo L,,N = F é que (F(y)) = 0. Onde o operador (-) representa o valor médio,
dado por (-) = fol(-) dy. Além disso, a solugdo é tnica e da forma N(y) = N(y) + C,
onde C' é uma constante arbitraria e N é solugdo 1-periédica de L,,N = F com a
condigdo de que N(0) = 0 (BAKHVALOV: PANASENKO, 1989).
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Demonstragédo: Necessidade. Seja N(y) uma solugdo 1-periédica de £,,N = F.
Entao, aplicando o operador de valor médio na equagéao, chega-se em

<£ny> = <F>7

que equivale a

ou seja,

que implica em

Pela 1-periodicidade de a(y) e N(y) com relagao a variavel y, tem-se

(F) = / Fy)dy = 0.

Suficiéncia. Deve-se encontrar uma solugao geral para a equagao diferencial ordinaria
L,,N = F. Integrando a equagéo obtém-se

dN(y)

a(y) i) :/OyF(s)ds+Cl,

onde C; = a(0)N’(0). E assim,

d];f;y) —a'(y) ( /0 " F(s)ds + 01> |

Integrando novamente a equagao, chega-se em

N(y) = /Oy a*(r) (/0 F(s)ds + Cl) dr + Cs,

em que r é uma variavel muda de integracdo e C; = N(0). Dessa forma, N(y) =
N(y) + C, onde C = C,. Pela periodicidade de F(y) tem-se

Fly+1)—F(y) =0,
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logo

[ #s = [ Fyas = / " Plsyas =,

ou seja, a integral [/ F(d)ds é 1-periédica em y. E assim, toda a expressdo
a”'(r) (f; F(s)ds+ Cy) é uma fungdo 1-periédica em y. Entdo,

N(y+1)— N(y) = /yy+1 aL(r) (/0 F(s)ds + 01) dr — <a_1(r) (/0 F(s)ds + 01) > |

Escolhendo convenientemente C; como

e =~ (o) ([ Flas) ),

chega-se em
N(y+1)—N(y)=0.

E portanto, a fungéo N(y) é 1-periddica em y. Dessa forma, encontrou-se a solugao
1-periédica para a equagédo L,,N = F. Observe que a solugdo N(y) depende da
constante C,. Exigindo que N(0) = 0 satisfaga £,,N = F, entdo C; = 0 e, com a
condi¢do (F') = 0, a solugdo N (y) existe e é Unica. O

O Lema 2.1.1 garante que o problema para uq, em (2.18), tem solucao 1-periddica
com relacdo a variavel microscopica y, da forma ug(x,y) = uo(x,y) + co(z). Pois L =
L,,, N =uye F =0,ouseja, (F) =0. Assim, integrando a equacao, tem-se

a(y)aa—uyo = co(x). (2.21)

E ainda,

% _ co()
dy  aly)’ (2:22)

pois a(y) > 0. Logo, aplica-se o operador de valor médio obtendo
3u0 > < Co (SL’) >
_ , 2.23
< dy a(y) (229

1 1
Ouo g / (@) 4. (2.24)
o Oy 0 a(y)

ou seja,
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Pela 1-periodicidade de y e uy entao

Ly _ — up(z,0) =
co(x)/o @—uo(x,l) o(z,0) =0, (2.25)

logo
co(x) =0, (2.26)

pois o termo integral é estritamente positivo. Com isso, da substituicdo de (2.26) em
(2.21) tem-se

8u0

-0 2.27
a(y) o 0, (2.27)
e entao
Guo _, (2.28)
Oy

Integrando a equacao (2.28) encontra-se uma expressao para a ug referente ao pro-
blema (2.18), onde pode-se observar que ela nao depende da variavel local y, ou seja,

uo(z,y) = up(x). (2.29)

Do problema para u;, obtido em (2.19) e a partir do Lema 2.1.1, a equacao deve
ser escrita naforma LN = F. Assim,se L = L,,,, N = uy € F' = —L,,ug — L, uo, €ntao

0 8u1 0 8u0 0 8u0

— — | =—= — | - = — . 2.

3y (a(y) &y) o (a(y) 8:1:) e (a(y) ay> (2.30)
Ao substituir a expresséo (2.29) em (2.30) o segundo termo do lado direito se anula,
pois uy ndo depende de y. Com isso, chega-se em

0 Ouy d dug
— ) =—— —. 2.31
3y (a(y) ay) a0 (a(y) dm) (2.31)
. ~ d dUO
E assim, a fonte na equagdo do problema (2.19) passa a ser F' = & a(y)% .

Lembrando que a(y) € 1-periddico com relagcao a variavel y, ao se aplicar o Lema
2.1.1 tem-se

(o (s} = e [0 gy~ Sy oo 0. 222
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Portanto, existe uma solugéo 1-periédica com relagdo a y para o problema (2.19).
Por separagéo de variaveis, supdem-se que u; = N;(y)M;(z). Entdo substituindo essa
expressao em (2.31) obtém-se

9 O(Ni(y)Mi(z))\ _  daly) dug
dy (a(y) dy ) T dy dx’ (2.33)
qgue é equivalente a
d dN(y) ~ da(y) dug

. d -
Convenientemente, se M;(z) = % entdo (2.34) passa a ser

xr
d AN () dug _ da(y) dug
ou seja,
d dN1<y) dUO
el AT/ 0. 2.
a0 (a(y) o +aly) | =0 (2.36)
A igualdade em (2.36) é satisfeita quando
d dNi(y) _
¥ (a<y) W)+ o) o (2.37)

. d : - . .
pois % # 0. E assim, em (2.37) tem-se a equacgao que, junto com a condicao de
T
unicidade N,(0) = 0, descreve o comportamento do meio sobre a célula basica. Disso,
tem-se o seguinte problema local

d dN1(y) _
{@(a@) - +a<y>)—o, .
N1 (0) = 0.

Pode-se verificar que esse problema possui solucao 1-periddica a partir do Lema 2.1.1.

: d . .-
Considerando L = L,,, N =N, e F = —#, aplica-se o operador de valor médio no
Y

problema (2.19), onde leva-se em consideracao a 1-periodicidade do coeficiente a(y)
comrelacédo a y

() - / )y = a(1) - a(0) =0 (2:39)
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Dessa forma, com y = z /¢, uy(z,y) pode ser escrita como

dUO

- (2.40)

uy(z,y) = Ni(y)

Com o intuito de resolver o problema local, retoma-se a hip6tese de que a(y) > 0 e
aplica-se a integral com relacdo a y na equacgéao (2.37)

L ( AN, (y) ) /1
—la +a dy = 0 dy, 2.41
/ody (y) i (y) | dy 0y (2.41)
que resulta em
dN-
a(y)% +a(y) = Ky, (2.42)
Yy
e tem-se entao
le(y) K,
= —1, 2.43
dy a(y) (2.43)

onde K; é uma constante real. Agora, aplicando o operador de valor médio em toda a
equacao (2.43) chega-se em

dN1<y>> _ <£_ >
< dy a(y) A (2.44)
que € equivalente a
LdNi(y) R
/0 ay W= <a(y)> b (249
e que resulta em
Ny(1) = Ny (0) = K, <$> Y (2.46)

logo, como N;(y) € 1-periddica em y, tem-se

0:K1<$>—1. (2.47)

E finalmente obtém-se
Ky ={a(y) ") ' =a, (2.48)

com a sendo o coeficiente efetivo, ou seja, é o coeficiente que descreve o compor-
tamento homogéneo equivalente ao coeficiente do problema original, sobre o meio
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heterogéneo. Substituindo (2.48) em (2.43) pode-se chegar numa expressao para
Ni(y) integrando ambos os lados da equagéo

/y ANi($) 4 _ /y (i - 1> ds, (2.49)
o ds o \a(s)
onde se chega em
Y[ a
Ni(y) — Ny (0) = /0 (@ - 1) ds. (2.50)
E da condicao de unicidade N;(0) = 0, chega-se em
Y0 oa
Ni(y) = /O (@ - 1) ds. (2.51)

E ainda, com a solugdo N,(y) do problema local, pode-se encontrar a expressao
para u;(z,y):

wi(z,y) = % /Oy (%3) - 1) ds. (2.52)

dN . ,
1) + a(y), e ainda, como a é cons-

dy
L . . dN:(y)
tante, ou seja, ndo depende de y, pode-se assumir que a = ( a(y) a0 + a(y)

Note que a pode ser escrito como a = a(y)

Substituindo as expressdes para uy € u; no problema para encontrar u,, obtido em
(2.20), pode-se aplicar o Lema 2.1.1 para que exista solugéo 1-periédica. Dessa forma,
primeiramente tem-se

o (0052) = 5 (w52 ) - o (052) - 2 (s 52) + 1),
(2.53)

ou seja,

0 Ouy d(a(y)N1(y)) d*uq dN1(y) d*ug d*uqg

— 2 =- —a(y) /= g (y) =2 (2.54

o (w52 PR T — o) P )T + f(a.).259)

Observa-se que na equacdo (2.54) tem-se L = L,,, N = u, e F =

d(a(y)N1(y)) d*ug B dNy(y) d*uqg B d*ug . )
i T3 a(y) TR a(y) T2 + f(z,y). Aplicando o operador de va

lor médio em F', de forma que o problema para u, tenha solucao 1-periédica, chega-se
em

<_d<a<y;zyv1<y>>c2;o _ sz“ N f(x,y>> o, (2.55)
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dessa forma, pode-se escrever essa Ultima equagao como

a 1 2u A u
B <d( (y;]yv (v)) Cflx20> _ <a%> + (f(z,y)) =0, (2.56)
e assim,
Ad2uo
i — {f(z,9)) =0, (2.57)

pois a(y) e N;(y) sédo 1-periédicos com respeito a y. Assim, chega-se no problema
homogeneizado, onde a equacgao € dada por (2.57) e que resulta na solugao u,. As
condi¢cdes de contorno para esse problema sdo dadas a partir de (2.12) e (2.29),
chegando em

Portanto, o problema homogeneizado &

L d? ;
{ a d;f = f(z), z€(0,1), (2.60)
up(0) = q1 uo(1l) = qo,

onde f(z) = (f(z,9)).

Em trabalhos mais tradicionais do MHA utilizam-se os resultados encontrados até
aqui, isto é, os coeficientes wuy(z,y), ui(z,y) € o problema homogeneizado que foi
obtido através da aplicagdo do Lema 2.1.1 no problema (2.20), para us(x,y). Por esse
motivo utiliza-se a SAF proposta em (2.2). Mas nesta dissertacdo um dos objetivos
principais € encontrar todos os termos dessa SAF, entdo basta encontrar a expressao
para us(z,y). Para isso, considerando (2.54) e (2.57) obtém-se
0 (a(y)auQ) d(a(y)Ni(y)) d*ug . d*ug

Supde-se que

d*u
uy(x,y) = Nay) 5" (2.62)
Entéo (2.61) passa a ser
d (o dNa()\ Puy __d(a(y)Niy) Py dus
dy <a( ) dy dx? dy 2 Vg T f(z,y). (2.63)
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Supondo que existe b = b(y) tal que f(z,y) pode ser escrita como’

F ) = bly) (2.64)

dx?’

da equacao (2.63) tem-se que

d dNa>(y)\ d*uy _d(a(y)MNi(y)) d*ug B _d*uy d*ug
dy (a( ) dy de? dy a2~ Vdr? +b(y)W’ (2.65)
. d2U0
considerando T2 # 0 chega-se em
d dNo(y)\ _  d(a(y)MNi(y) .
gue é a equacgao do segundo problema local:
d dNQ(y)> dla(y)Mi(y)) .
_ A ) o AN b
a0 (a(y) i i a+b(y), (2.67)

Para verificar que existe solucdo 1-periddica para o problema (2.67) aplica-se o

Lema2.1.1,onde L =L,,, N = Ny(y) e F' = —%jy\h(y)) —a+ b(y). Logo,
<——d(a(ygl]yv W) gy b(y)> = 0. (2.68)

E assim, como a(y) N, (y) € uma fungéo 1-periddica, tem-se a condi¢cdo

(b(y)) = a, (2.69)

e dessa forma a equacgao (2.68) é satisfeita. Observe que (2.69) também pode ser
obtida através da equacéao (2.57) do problema homogeneizado.
Integrando a equacao (2.66) e considerando K, constante, tem-se

a(y) d]?y(y)

+a(y)Ni(y) = /0 "(Ca+ b(s))ds + Ko, (2.70)

'Usualmente, nos modelos estudados na literatura, a fonte f ndo depende de y, o que implica
em (f(z)) = f(z). Dessa forma, considerando a equagao do problema homogeneizado, os ultimos
dois termos em (2.54) se anulam, o que gera calculos posteriores mais simples. Do conhecimento
da literatura utilizada, a proposta de decomposi¢ao para f(z,y) em (2.64) é original e permite dar um
tratamento a equacgéo (2.54) similar a abordagem tradicional.
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E ainda,

dNQ(y) - ! ’ —a s))ds —
dy  ay) (/O (—a+b(s))d +K2> Ni(y), (2.71)

onde aplicando o operador de valor médio chega-se em

<%y@)> - <@ (/j(-m b(s))ds + KQ) - Nl(y)>, (2.72)
ou seja,

/01 %y@) dy = <@ (/Oy(—a+ b(s))ds)> + Ky <$> - Mily),  (2.73)

que implica

Ny(1) — Ny(0) = <L) (/Oy(—a + b(s))d8>> LK, <L> (NG, (274)

a(y

ou ainda, pela 1-periodicidade de N,(y)

0= <$ (/Oy(—a + b(s))ds)> b K, <$> —(Ni(w)- (2.75)

E portanto,

Ky = — < /0 “cat b(s))ds> + (), (2.76)

com a obtido em (2.48). Logo, da condicao de unicidade N»(0) = 0 pode-se chegar
em uma expressado para N.(y) da seguinte forma

Ny(y) = /Oy @ (/0 (—a+ b(r)) dr — </Oy (—a+ b(s))ds> + (Nl(y))d) ds
_ /0 " Ny(s)ds. (2.77)

E assim, da equacéo (2.2) e das relagdes (2.40) e (2.62) referentes a u;i(x,y) e
us(x,y), @ SAF pode ser obtida a partir da seguinte expresséao

x\ dug(x x\ d*ug(x
'Ll/(2)<l',8) = Uo(.fﬂ) + €N1 (g) C(Z)i ) + €2N2 <g> di’g ), (278)
em que N; e N, sao calculadas como em (2.51) e (2.77), e a partir delas pode-se
analisar o comportamento local do meio na microescala. E resolvendo o problema
homogeneizado se chega na solugao uy. Assim, pode-se encontrar a SAF suposta
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para o problema original, pois u; € u; dependem de uy. E finalmente, encontra-se o
comportamento efetivo do meio homogéneo, que € equivalente ao meio heterogéneo.
A prova disso sera dada a seguir, onde é feito o estudo da relacdo de proximidade das
solucdes do problema original «° e do problema homogeneizado uy.

2.2 Relacao de Proximidade entre as Solucoes

Prova-se agora a proximidade entre as solugdes do problema original e do pro-
blema homogeneizado. Ou seja, € necessario demonstrar que

|[u® = wuolleqoay = Ofe). (2.79)

Supdem-se primeiramente, o problema auxiliar

cul) = —-F Q
Loul) = f(a,y) = Fle,e), 2€Q, (2.80)
ut(0) = qi, uV(1) = ga,
onde uY é uma nova SAF para o problema (1.1), dada por
uD(z,e) = up(x) + e (2, y), (2.81)

comy = z/e e F(x,¢) sendo o erro encontrado quando se supde u(!) como SAF do
problema (1.1).
Subtraindo (1.1) de (2.80) obtém-se

{ L5 (uf — u(l)) = F(x,e), x €, (2.82)

(uf —uM)(0) =0, (uf—uD)(1)=0.

Aplicando agora o Principio do Maximo (Anexo A.1), que se encontra na secao 2.1
do livro de LARSSON; THOMEE (2009), chega-se em

[lu® = ey < ClL@W = u)leqo), (2.83)
gue é equivalente a
llu® — uPlleqoy < CIF (=, €)lleqo.n)- (2.84)

Mas, do operador dado em (1.12) e da regra da cadeia (1.10) tem-se que

£ flo) = 7 (o) () + 2 (e) ) = Fla.). (2.85)
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que pode ser escrita como

d d d
£ flo) = 5 (4 (wio) +eM) ) ) = Fen), (289
e assim
d?uy 1da(y) duo d3uyg

Cout) = f(a,y) = aly) o+ dy de ca(y)Ni(y) 7
n d(a(y)N1(y)) d*ug N1 (y) d*ug +571da( y) &*Ni(y) dug

dy dx? () dy  da? dy dy? dr f(@.y),
(2.87)
que € equivalente a
d’ug  d(a(y)Ni(y)) d*uo
ey, (1) _ — 0
Lou f(fE,y) ga(y)N1<y) dr3 + dy dx2?
 d dN1(y) dugy dN1(y) d*up
+¢ a0 a(y) a0 + a(y) o + [ a(y) i + a(y) T flz,y).
(2.88)
Do problema (2.80), a equagéao (2.9) passa a ser
0 duyg 0 ouq 0 Ouy .
I (a(y)%> + oy <a(y)%) 50 (a(y)a—y) — f(z,y) =0, (2.89)

ou seja,

5 (a0 52) + 5 (g (M) ) + 5 (st (M52

logo
d? d N d? dN- d?
ofy) o + AT T ) THDLY 0y~ 0, (2.91)
que € equivalente a
d(a(y)Ni(y)) d*uo | . d*ug B
dy de de - f(.%', y) - 07 (292)
chegando em
d(a(y)N1(y)) d*uo _ i)+ flay). (2.93)
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E assim, substituindo (2.93) em (2.88) obtém-se

LU~ f(a.y) = caly) Ni (1) S . (2.9
Disso e de (2.80) tem-se que
Flx,e) = —ca(y)Ni(y) CS’;‘). (2.95)
E entdo
1,2l = max [F(r, )] = max |eal) V(o) 52 (2.96)

Se uy € C3([0, 1]), entédo pelo Teorema de Weierstrass (KUDRIAVTSEV, 1983) existem
constantes A;, A, e A3 positivas, tais que

a(9)] < Ar, M) < As, |20 < 4, 2.97)
Dessa forma, a partir de (2.96) e de (2.97) se tem
|F' (2, e)lleqo,)) < eA1A24s, (2.98)
ou seja, sendo A, uma constante, obtém-se
|F(z,€)lleqo < €Aa. (2.99)
Portanto, de (2.84) e de (2.99), conclui-se que
||t = uP|leqo,y) < ClF (2, )lleqo < s, (2.100)
gue é equivalente a
|uf = u W |eo. = Ofe). (2.101)

Assim, quando ¢ — 0% a solugéo u°(z) do problema original tende para a SAF u(V(z, ¢).
Da mesma forma, se mostra que quando ¢ — 0+ a SAF u"(z, ¢) tende para a solugéo
up(z) do problema homogeneizado, ou seja,

||u(1) — u0||c([071]) = O(E) (2.102)
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E ainda,
[lu® = wolleqo,y = |[u” = ut +u —uo|leo, (2.103)
da desigualdade triangular tem-se que
" =t +u —wglleqoy < [lwf = uMleqoy + [[u = wolleqoy-  (2.104)
Disso e das relagdes (2.101), (2.102) e (2.103) chega-se em
|[u® — uolle(o,1) = O(e). (2.105)

Portanto, a solugéo u°(x) do problema original tende para a solu¢éo u,(z) do problema
homogeneizado, quando ¢ — 0*.

2.3 Calculo das Solucoes Analiticas dos Problemas Original e Ho-
mogeneizado
As solucdes dos problemas original e homogeneizado podem ser encontradas de

forma analitica. Dessa forma, do problema original (1.1) pode-se integrar a equacao,
tendo assim

o) 20 /0 " pe(s)ds + e, (2.106)

com ¢; sendo uma constante real. E ainda, pode-se reescrever (2.106) como

du®(r) 1 T
T _af(x)/o fe(s)ds + ;. (2.107)

Integrando novamente a equacéo resulta em

w () :/Ow (aL(r) /OTfE(s)ds—l—cl) dr + ¢, (2.108)

onde ¢, € uma constante real. Das condi¢cées de contorno obtém-se

u*(0) = q1 = e, (2.109)

u(l) =qo = /01 (astr) /OT fe(s)ds + 01) dr + q1, (2.110)
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ou seja,

el (et f S ) @111)

o

Portanto, a solu¢ao analitica para o problema original é:

= [ gty ([ o ss(o-a- [ (g [ rem) )

(2.112)

A solucao do problema homogeneizado (2.60) é obtida de forma semelhante. As-
sim, integrando a equagao do problema chega-se em

d“° / F(s)ds + 3, (2.113)

onde c; € uma constante real. Entdo, integrando novamente a equacao chega-se em

uop(x) = %/O (/0 f(s)ds + 03> dr + c4, (2.114)

com ¢, uma constante real. Das condi¢cdes de contorno dadas no problema tem-se

UO(O) = 1 = (4, (2-115)

up(1) = o = é/ol (/Orf(s)dsﬂg) dr + qi, (2.116)
3 = alg—q) / (/ f ds) dr. (2.117)

Entao, a solugédo do problema homogeneizado é da seguinte forma

uo(z) = é/o (/0 f(s)ds + (g — 1) — /01 (/0 f(s)ds> dv) dr+q. (2.118)

Com isso, pode-se verificar e comparar a proximidade da solugdes analiticas u°
do problema original e u, do problema homogeneizado, respectivamente. Além disso,
pode-se comparar essas solugdes com as SAFs uV) (z,¢) e ul?(x, ¢).

ou seja,
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Neste capitulo mostrou-se que o MHA é uma boa forma de resolver problemas
unidimensionais térmicos estaticos com coeficientes rapidamente oscilantes. Outros
estudos podem ser realizados por meio de aplicagdes semelhantes, como problemas
lineares multidimensionais com coeficientes que variam de forma rapida que descre-
vem 0 comportamento de meios microperiddicos térmicos e elasticos. Esses dois
casos sdo apresentados no proximo capitulo, e séo resolvidos através do MHA.



3 APLICACAO DO METODO DE HOMOGENEIZACAO AS-
SINTOTICA EM MEIOS MULTIDIMENSIONAIS

Neste capitulo o MHA sera aplicado em problemas multidimensionais com coe-
ficientes rapidamente oscilantes. Como no capitulo anterior, serdo encontrados o
problema homogeneizado, os problemas locais e, consequentemente, os termos das
SAFs de primeira e segunda ordens. Em um primeiro momento o MHA é utilizado para
encontrar a solugao de problemas com coeficientes continuamente diferenciaveis, que
modelam o comportamento térmico e estatico de materiais micro-heterogéneos. E
logo apds, um desenvolvimento semelhante é proposto, com o intuito de solucionar
problemas que modelam o comportamento elastico e estatico de um compdsito perié-
dico. Neste caso, os problemas sdo apresentados com componentes funcionalmente
graduados e entdo sao consideradas condicdes de contato entre as fases do meio
micro-heterogéneo.

3.1 Desenvolvimento do Problema para Casos Térmicos Lineares
com Coeficientes Contantes

3.1.1 Aplicacao do MHA

Considera-se um dominio micro-heterogéneo e periddico dado por Q = [0,1]¢,
d = 2,3. Considera-se ainda que = = (z1,...,24) € y = z/¢, e utilizando a notagao
de Einstein', tem-se o problema dado pela equagdo que descreve o campo térmico
estacionério, com condicdes de contorno

0 N T .
o (6050 ) = o). sen,

uf(x) = h(z), x € 0,

(3.1)

'Essa notacdo é uma simplificacdo de escrita para somatérios. Com esse intuito, neste caso,
considera-se os indices mudos i, j = 1,...,d, e as definicdes = = (z1, ..., 74) € a*(x) = (aj;(v)). Dessa
forma, a notacdo de Einstein identifica a soma sobre os indices que aparecem repetidos em uma ex-
pressao, entdo na equacgao do problema (3.1) fica evidente a soma dos termos por i € j, podendo dessa

forma ignorar o simbolo de somatorio Eszl.
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onde f¢(z) = f(z,y) € C°(Q) é uma fungdo que representa a densidade de fonte
de calor, h(z) € C°(Q) é a temperatura no contorno do dominio Q, u® = uf(x) €

C*(Q) é a temperatura e, ainda, a;(z) € C'(Q) sdo as componentes do tensor de

condutividade, para cada i,j = 1,...,d. Definindo a célula basica como Y = [0, 1],
entdo os coeficientes com variagao rapida sao ditos Y -periédicos. Além disso, esses

coeficientes cumprem as seguintes propriedades

e Simetria
aij(y) = a;i(y), (3.2)
e Carater definido positivo

Vn e RY Fe> 00 aii(y)nim; > enm;. (3.3)

Aplicando-se o MHA, propdem-se uma SAF para o problema original (3.1)
U(Q) (Iv E) = Uo(l’, y) +ew (ZE, y) + 82“’2 (Ia y)7 (34)

com y = x/e e onde os termos u(x,y) € C*(2 x Y) para k = 0,1, 2 sdo Y-periédicos
com relacdo a y. Substituindo a SAF (3.4) na equacéao do problema (3.1) obtém-se

aixi (aij(y)a(m(x,y) +€U1€§i;y) +e uz(x,y))> - (3.5)

Com a regra da cadeia, dada por

9 z\ _ (9g(z,y)  19g(z,y)
Ga:i‘q(x’s)( ow; +€ Yi

tem-se que (3.5) passa a ser

0 Oug 10wy  Ouy  Ouy  ,0us  Oug
0w \7 c — 7
oz, (am(y) (a% + = +€8xj + oy, + € oz, +€8yj)> f(z,y), (3.7)
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que equivale a

R T S YT S R T P R 1
o (w52 i (w3 )+ g (G )+ (a5

8 8u1 (9 0u1 8 (9u1 1 8 8u1
e (aixy) axj)+ - (am<y> axj)+ (w) 8yj) el (am) ayj)

0
0 ou 0 ou 0 ou 0 ou
e O; (aw(y)ax) +€8yz‘ (%(y) 3%‘) +€5$z‘ (%(y) 3%) - y; (a”(y) 33/]')

= f(z,y). (3.8)

Agrupando essa ultima equagédo em poténcias de ¢ obtém-se

0 ou
=2 | 24 () 20
) {3% (a”(y) 5%)1
0 ou 0 ou 0 ou
1 L N0 o (N0 L () 2
vt g (w0 ) + o (w5 ) + o (0050 )]
0 ou 0 ou 0 ou
01 | g () 220 2 () 222 g () 222
e {3%‘ (%(y) 3%) "oy, (a” ®) 8%’) "o, (az] ) Gyj) i
(9 8’&2 .
o (w32 - sen] - 0@ G
Observa-se que (3.9) sé é satisfeita quando as expressdées que acompanham as po-
téncias de ¢ sdo nulas. Logo, chega-se na seguinte sequéncia recorrente de equacdes

8 (’3u

92 0

e : Qi s - - = () 310
9yl ( Zj(y) 93/]) ) ( )

0 ou 0 ou 0 ou.
—1 1 0 0
£ 8% (azj (y) ay] ) ayZ (CLZ] (y) 81'] ) a_:[;z (az] (y) 9y ) ) (3 )

J

d Ju 0 ou 9 o
g 0, <azj(y) 8.%‘) oz, (az] (y) &Ej) 9, (aw (v) —8%) (3.12)
0 8u1
~ow (az‘j(y)—ayj) + f(z,y).

E, da mesma forma que no capitulo anterior, obtém-se os problemas para cada
U,k(flj,y)

Lyyug =0, x €l (3.13)
wol,y) = h(z), = €0,

Ly = —Lyzug — Lyyug, x € €, (3.14)
U1<I?y) = 07 S an

*nyU'Q = _ﬁxxu() - *nyul - £ar;yu1 + f(xa y)7 VIS Qv (3 15)
U2<I?y) = 07 S an .
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onde o operador linear é definido como

Lor= 3 g (wslny ) (3.16)

1,j=1

E assim seréo resolvidos os problemas para cada u(x, y) da SAF (3.4), dados através
de (3.13)-(3.15). Para isso, enuncia-se o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Sejam F(y) e a;;(y) fungbes diferenciaveis e Y -periodicas, com a;;(y)
definido positivo e simétrico. Uma condigcdo necessaria e suficiente para existir uma
solugéo Y -periddica para a equagéo L,,N = F é que (F(y)) = 0. Além disso, a
solugdo é tnica e da forma N (y) = N(y) + C, onde C é uma constante arbitraria e N
€ solugéo Y -periodica de L,,N = F' com a condi¢gdo de que (Kf ) = 0 (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989).

Assim, pelo problema (3.13) observa-se que F' = 0, ou seja, (F) = 0. Portanto
existe uma solugdo Y -periddica da forma ug(z,y) = u(z,y) + co(x). Como no capitulo
anterior, chega-se em

uo(z,y) = uo(x), (3.17)

Ou seja, a expressao para uy hao depende da variavel local y.
Disso e da equacéo (3.11) tem-se que

9 Oup 0 Oy
9y (aw(y) 8yj) Oy (a”(y) &Uj) ’ (3.18)

pois 0 segundo termo se anula. Agora, é necessario verificar se existe solucao Y-
periddica para o problema (3.14) usando (3.18). Para isso, aplica-se o Lema 3.1.1
com L,,N = L,u; € F' = —L,,uy, COMo segue

0 au[) . 0 auo
< o (aw(y)a—%)> = /m o (%(y)a—%) dy, (3.19)
mas Y = [0, 1] € o dominio da célula basica, entdo |Y'| = Y. Logo, pode-se escrever
0 3 9to _ Ouy [ Day(y)
G (0553 = 3, | S5 020

Além disso, 0Y € a superficie do contorno de Y. Logo, do Teorema da Divergéncia
(BERTRAM, 1984) tem-se que

0 auo . 8u0 B
<ayi (%(?J)@%» ~ Bz, }éy aij(y)nidy = 0, (3.21)
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com n; sendo o vetor unitario em JY para cada z € 2. E como a;;(y) sdo Y-periodicas
com relagdo a variavel y, a expressao (3.21) se anula. Com isso, sabe-se que existe
solucao Y-periddica para o problema para u; (z,y). Supondo, por separac¢ado de varia-
veis, que

8u0

e substituindo na equacgao (3.18) resulta em
0 N aNl(y) 6%0 3am(y) 0u0 o
Oy; ( () dy; Oy * Oy; Oz 0 (3.23)

Readaptando o indice mudo j por [/, no segundo termo de (3.23), chega-se em

0 VONI(Y) Oug | Dan(y) Qug
AY; (a” (v) 0y, ox; * oy, Ox; 0 (3.24)
equivalente a
0 ON,(y) dug
o (00005 4 aat)) G2 . (3.2

Assumindo % = 0, a equacao (3.25) é satisfeita quando
l

0 aNz(Z/) _
8_%- (aij<y) Dy, + ail(y)) =0, (3.26)

onde (3.26) é a equagao do seguinte problema local

0 INi(y) _
{8%(%@)aw Fol) =0 vey (8.27)
(Niy)) = 0.

Pelo Lema 3.1.1 pode-se mostrar que, resolvendo de forma semelhante ao que foi feito

em (3.19)-(3.21), existe solu¢édo Y -periodica para este problema, pois £,,N = L,,N; e
dau(y)
o0 ogo (F) =0

A expressao para uy(z,y) sera encontrada aplicando-se o Lema 3.1.1 no problema
0 8U0 0 8u1 0 8u1
B F=— (a2 ) — — {a.()=—") — — [ a.(v)=—=
(3.15), onde se tem o (aw (v) &cj) o0 (a” (v) Ga:j> o <aw (v) (9yj) +
f(z,y). Logo, (F') = 0 para que exista solu¢do Y -periddica. Assim,

Pug | 0(aij(y)Nily)) 0uo ONi(y) 9ug
_<aij(y)8xi8xj + y; Ox;0x, + a5 (y) Oy; 0Ox;0x

>+U@w»—0
(3.28)
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Com o intuito de simplificar ou manipular os calculos obtidos modificam-se alguns
indices mudos. Na equacao (3.28) isso é feito para os dois primeiros termos, onde 0
indice j no primeiro termo é substituido pelo indice mudo [ e os indices i € j invertem
de posicao, obtendo-se assim

Pug | Oa(y)Nily)) 0*ug ONi(y) Pug _
B <ail(y)8xi8xl * y; 0x,;0x; +aii () Jy; Ox;0x +{fz.y)) =0,
(3.29)
e entao
s I(aji(y)Ni(y)) - INi(y)\ Pug .
(oaty) + LI ¢ 0y) ) P (g =0, (330
Como a;;(y) e N,(y) séo Y -periédicos
<3(ajz-(y)Nz(y))> o (3.31)
dy;
Portanto, a equacgao (3.30) passa a ser
ONi(y)\ 0%uo
—{a . - .32
(oat) + ) G2 ) St = ~(1(a), 332
ou ainda,
N 32“0 .
gy = (f(,0)) (3.33)
Com a; sendo o coeficiente efetivo
. ON,
;= <ail(y) + ai;(y) al<y)> . (3.34)
Yj

Esse coeficiente deve cumprir as condi¢des que o coeficiente a;; do problema origi-
nal cumpre. Dessa forma, mais adiante serdo provadas as condi¢gdes de simetria e
positividade de a;. Assim, com (f(z,y)) = f(x) chega-se no seguinte problema ho-
mogeneizado

.0 2
{ anon IO 0 (3.35)

up(z) = h(z), € 0.
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Resta ainda encontrar a expressao para us(x, y) da SAF (3.4). Supondo, por sepa-
racao de variaveis, que

82’&0

uy(7,y) = Npl(y)m- (3.36)
Substituindo (3.36) na equacéo (3.12) chega-se em
Pug  9ay(y)Nily)) Puo ONi(y) OPug
ij (y)ﬁxiaxj + y; Ox;0x, +aij () Oy; 0Ox;0x
0 ONu(y)\  0ug
.y — f(z,y) =0. (3.37
b (PR ) T e ~0. 337
g , . . 62U0 P
Modificando alguns indices mudos e assumindo que =+ 0 obtém-se
8%89@
Pug | INaw(y)Niy)) 0ug INi(y) 0ug
aPl(y)@xpaxl + Oy Ox,01, + ;i (y) dy; Ox,0x
0 ONu(y)\ 9*uo B
e () T ) S — ) 0. (3.38)
. . . Oug ()
Assumindo que existam fungbes b;(y), tais que f(z,y) = bu(y) =———, entdo
(9x,,8xl
0 ONp(y) Na(y)Nily)) [ ONily) Puyg
|:ayz (al] (y) ay] + apl (y) + ayl + a’p] (y) ayj pl (y) axpaxl - 9
(3.39)
logo

) +ap(y) + a(aip((gg)/fw(y)) + apj(y)a—yj —bu(y) =0. (3.40)

8 B aNpl<y)
90 (au(y) D,

Assim, tem-se o problema local para N, (y)

) ON(y) N aip(y)Ni(y)) ON,(y) _
{&h@mw @j)+%ww% S ) G0 = bal) =0 g
<Npl<y>> =0,

com y € Y. E necessario verificar se este problema admite solugdo Y-periédica, ou

N aip(y)Ni(y)) ON,(y)
ou; —apj(y)a—yj+

seja, se satisfaz o Lema 3.1.1. Logo, com F' = —a,(y)—

by (y) tem-se

(F) = <_apl(y) B a(az’p(g;jvl(y)) — apj<y>a];;y(jy) + bpl(y)> , (3.42)
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ou ainda,

<F> _ <a(a1p(y)Nl(y))

8y~ > — dpl + <bpl> =0, (343)

pois a;,(y) € N;(y) sdo Y-periddicos com relacdo a y e assume-se que a,; = (by(y)),
onde esta relacdo também pode ser obtida da equacao (3.33). Com isso, existe solu-
¢céo Y-periodica para o problema (3.41).
E portanto, a SAF de segunda ordem é da forma
x\ Oup(x)

u?(z,¢) = ug(z) + eN, (g) “omr + 2Ny <§>

82uo(x)
6xp8xl )

(3.44)

3.1.2 Conservacao de Propriedades pelo Coeficiente Efetivo
Conservacédo da Simetria

Serao realizadas agora as provas da simetria e do carater definido positivo do coefi-
ciente efetivo a;, referente ao problema homogeneizado (3.35). Para isso considera-se
d;; 0 delta de Kronecker, ou seja,

1 l=j
5, =4 0 %N (3.45)
0, se [ #j.
Note que (3.45) pode ser escrito como
Oy,
0y = ——. 4
lj 8y] (3 6)

Assim, a equacao do coeficiente efetivo (3.34) pode ser escrita como (CAMACHO,
2010)

. ON;
i = (st + o) G2, (8.47)
J
ou ainda,
N Oy 5Nl(?/)>
;1 = \ Q5 — + a;; > 348
= (a3 + a5 (3.48)
logo

i = ) 21 B, (3.49)
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Agora, chamando uma nova variavel M,;(y) = y; + N;(y) obtém-se

i = (o5 "5 ), (3.50)
que equivale a
i = (a0 52 ). (3.51)
De (3.46) tem-se
i = (a5 ), (3.52)
que pode ser escrita como
Gy — <apj (y)a(Mi(y(})y—p Ni(y)) 8ﬂg?3§y)> | (3.53)
e portanto
(B (o, I

Considere agora a equagao do problema local (3.27), onde tem-se

d aNz(ZJ) .
Oy, (al] <y> ayj +a;; (y)él] =0, (3.55)
ou seja,
O (  ON(y) , 0w\ _
e ainda
d oM, (y)
' =U. 57
D, (a”(y) dy, 0 (3.57)

Multiplicando uma funcéo ¢(y), suave e Y-periddica, pela equacdo (3.57) chega-se
em

0 ( 2w
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Observe que

(5 (w0 500 ) )
- <3?/@ (%‘ (y) 8]\({;[;?)) ¢(y)> + <az‘j (y)ﬁl\;;/iy) 8§_§/)> (3.59)

€ equivalente a

(o (w0 52000 ) ) = (s T 200, (3.60)
Mas
(5 (w50 ) ) o, (3.61)
pois a;;(y), ¢(y) e 8]\;?;@ séo fungbes Y -periddicas, para todo y € Y. Portanto, de
j
(3.60) e (3.61)
<aij (y)aﬂgf) a§_$)> —0. (3.62)
Escolhendo, convenientemente, ¢(y) = N,(y) a equagao (3.62) passa a ser
<aij(y)a]‘§;§y) a]gpyiy)> — 0. (3.63)
Disso e da equacgéao (3.54) tem-se
i = (s () “ . (3.64)
Logo,

pois da condi¢cdo dada em (3.2) tem-se a;;(y) = a;;(y). O que prova a simetria para a,
ou seja, a; = ay;.
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Conservacao do Carater Definido Positivo

Agora, mostra-se que para o coeficiente efetivo também & preservado o carater
definido positivo. Tem-se pela equagao (3.64) que

OM;(y) 0 0 0
dunmz=<apj(y) A;yiy) A;;gy)>nmz=<am(y)n ]\;yi )m A;;gy)> (3.66)

Da condigdo dada em (3.3) tem-se que para todo € R? existe ¢ > 0 tal que
ap; (y)npn; = engny, Vy € RY, (3.67)
entao

(3.68)

OMi(y )77 OMi(y)

l 8Mz(y)n oM, (y)
(9yp ayj

> c
G dy; Oy,

Apj (y)n:

Assim, de (3.66) e (3.68) tem-se

d 2
YRS < G > (3.69

j=1

Da desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (KOLMOGOROV; FOMIN, 1975),
a qual diz que (f)*(g)? > (fg)* tem-se que

oM,
aanim > CZ <m a;(y)> : (3.70)
J

Assim, como M;(y) =y, + N;(y) entéo

R

Note que o ultimo termo se anula, pois N,(y) é Y-periddico. E ainda,

<7718gl—;jy)> = m(0iz) = nj- (3.72)

Portanto, (3.71) é reescrita como

d
aumim = ¢ Z i, (3.73)

J=1
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equivalente a
aynim > cninj. (3.74)
Logo, a; preserva o carater definido positivo de a;(y).

3.1.3 Relacao de Proximidade entre as Solucdes

Considerando que os coeficientes do problema sao continuamente diferenciaveis,
prova-se agora a relagio de proximidade ||u® — uo||c) = O(e). Para isso é feita uma
adaptagdo da condigdo de contorno quando se propde u®(z,<) como SAF do pro-
blema original (3.1). Pois, tem-se pelo Lema 3.1.1 que uma das condi¢des para a
unicidade de solugdo N Y -periddica para o problema L, N =F éque (N} = 0. Com
isso, a SAF u®(z, <) ndo cumpre a condigéo de contorno do problema original (3.1),
ou seja, considerando a condi¢do do problema homogeneizado chega-se em

u? (z,€) = ug(z) + cus(x,y) + 2us(z,y), = € 0N (3.75)

Assim, para forcar que a condi¢cdo seja a mesma do problema original, utiliza-
se uma funcédo de corte X'(z) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Essa fungéo é
infinitamente diferenciavel, com suporte contido no interior da e-vizinhanga de 02 e
satisfaz as seguintes condicoes

0X ()

pum <
)| =1 1@< te |5

€O

9 < Cl, (376)

com C; sendo uma constante independente de «.
De (3.76) e (3.75), e considerando y = z/¢ tem-se uma nova fungao, que se com-
porta de forma semelhante a SAF v (z, y)

1 (z,6) = u® (z,€) — X () (eur (2, y) + *uz(2,y)), (3.77)
ou ainda,
1@ (x,8) = up(x) + eu (z,y) + 2ug(x, y) — X(x)(ewr (z, y) + 2ua(x,y)),  (3.78)
e entéo
U (z,e) = ug(z) + (1 — X(2))ur(, y) + 2(1 — X(x))ug(x, y). (3.79)
Assim, de (3.76) tem-se que

U (z,e) = h(x), z € 0. (3.80)
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E por outro lado, no interior da e-vizinhanga de 2, tem-se que
a1 (z,e) = u?(z,¢). (3.81)

Agora, substituindo a SAF (3.4) no problema chega-se da equacéo (3.8), de onde
se obtém

Lu® — f(a,y) = er®(z,e), (3.82)

tal que u?(z,¢) é da forma encontrada em (3.44) e er?(x,¢) é o erro ao se propor
u®(z,¢) como solugéo do problema original (3.1), e é escrito como

er® (x,€) = e(Lyyua + Lygus + Loyzur) + 2L, ls. (3.83)
Observa-se que
67 (@, lloay = mags |er® (), (3.84)
ou seja,
EHT(Z)(Z‘, e = max le (Loyus + Lypus + Loguy + eLopus)| (3.85)
ou ainda,

2) _
ellr® (z,€)lle) max

0 Ouy 0 Oy
€ (8—% (au(y)a—yj) + a0 (aw(y)a_xj)
0 (3u1 0 au2
+ a—xl <a”<y>8_xj> +63_xz- (CLij(?J)a—xj)) ', (3.86)

comy = x/e. E assim,

ONu(y) OPu 9(as () Nu(y))  Pug
(2) _ 3 pl 0 J p
ellr (@, €)lleco) = max 5(““@) By, Oz.0T,00 oy, 01,010z,

8311,0 84U0
t wWIN)  mes, TN W g e, )| 8
7 J ? p J

logo

ONu(y)  u Dai;(y) 0u
@) _ N pl 0 J N _ v
5”7“ (m’ €)HC(Q) I?eaé( c (az] (y) 8yj 8xiaxpaxl * 8y¢ pl(y) 81’1,8:618231'

ONu(y)  Puy Py 0y
AN () ——20 (N _ 70 )
0y;  0x,07,07; + ai(y) l(y)&ri@xl@xj +eaij(y) pl(y)@xiaxpaxlﬁxj

(3.88)

+ a;j(y)
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Do Teorema de Weierstrass e considerando v, € C*({2), pode-se admitir que exis-
tem constantes Dy, Dy, Dy, D3, Dy, D5 € Dy tais que

ONL(y) Pug Daj(y)
i < P < — | < A AR S), N, <D
sl < Do |22 <y, | B0 <y, |20 < Dy ) <
INi(y)| < Ds, e 0w | (3.89)
Y= b 8%8@8@8@ - 6 '

Assim, (3.88) é reescrita como

€||7’(2) (l’, 8)“(}(5}) S Hleaé{ |€(D0D1D2 + D3D4D2 + D0D1D2 + D0D5D2 + €D0D4D6)|,

(3.90)
ou seja, se F = max{Dy, D1, Do, D3, Dy, D5, Dg} entao
ellr®(z,e)|le < B max lde + 2| = E(4e + £%), (3.91)
logo
e|lr® (z,e)lle) = O(e) (3.92)
E entdo tem-se que
Ir® (2, €)[le) = O(1). (3.93)

Além disso, da substituicdo da fungéo u® (z, £) no problema original (3.1) obtém-se

L — f(x,y)
— 87’(2)(1’,5) — i (a”(y) (86(X([L')U1<I,y)) + 628(X($)u2(x7y)))> 7 (394)
8l'i 8$j 8$j
com y = x/e. E ainda, considerando a fungéo o;(z, ¢), tal que

pode-se reescrever (3.94) como

Lo — flz,y) = 57’(2)(3776) - 88‘01(1’75)' (3.96)

T

Observe que

loi(z; €)lle) = max|os(z, €)], (3.97)
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equivale a

it e =g (220D GOm0 | g

ou ainda, com y = z/< tem-se que

ai; (9) (8N1(3/> (ag—f% A (x)%goxj»

) (23utn) (1 T >a—“))' (3.99

Ox; Oxp0x v 0,020

loi(z, €)llec) = max

gue pode ser escrita como

as(emity) (P55 )+ ast)eNit) )50

lloi(z, €)lle() = max

0X(x) 0%ug D3ug
2 (y)e? i (y)e? X(r)=——————|. (3.1
* i (y)e N () ( Ozx; Ox,0x + a5 (y)e" N (v) (x)ampéxlaxj (3.100)
Disso e do Teorema de Weierstrass existem constantes A,, A; e A, tais que
laij(y)| < Ao, [Ni(y)] < A1 e [Nu(y)] < A (3.101)
Assim, dessas condi¢des e de (3.100) chega-se em
0X ()| | dug 9%ug
- < ApA —| 4+ AgAe|X
L s | v e s
0X(z)|| 0*up ) Dug
ApA AgAge” |X —_— 3.102
T Aos e Ozr; | |0x,0x Aoz | X ()] 0,070, ( )
Agora, se By = max{ Ay, A, A} entéo
0X (z) ]| dug 0?uy
los(a, )l < By max ||e=5=| | 70m | + X @)l | 55
0X(x)|| 0%ug 9 Dug
X T — 3.103
e Ox; | |0x,0x; el 0,020 ( )

Além disso, se uy € C*(f2), entdo segundo o Teorema de Weierstrass vao existir cons-
tantes A4, A5, Ag € A; que satisfazem as seguintes desigualdades

0X ()
8xj

8u0

T

62U0

8%8951

8311,()

0,070z,

3 < Ay, < As, <4 e < Az (3.104)
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Com isso, de (3.76) e se By = max{Ay4, A5, Ag, A7} tem-se

l|oi(z,€)|le) < B3B; max 142 +&*| = B{Bi(1+2¢ +&7%). (3.105)
E portanto,
loi(x, €)||e) = Ofe). (3.106)

Além disso, subtraindo os problemas (3.96) e (3.1) encontra-se

0 oi(z,e). (3.107)

Ea(ﬂ(z) —u) = er® (x,e) — .
X

E assim, do Principio do Maximo (Anexo A.2) tem-se, para alguma constante C5, que
17 = ey < 1[a® — wllen) + Col|£5(@ — u)lleqw), (3.108)
mas através de (3.1) e (3.80) obtém-se ||a® — u#||¢(0) = 0, entdo
1% — @l < Coll£5(@ — u)lleqo, (3.109)
ou seja,
16® —w[leq) < Ca (ellr® (@, €)llec) + llow( €)llec) - (3.110)
Portanto, de (3.92) e (3.106) chega-se em
[® — w|leqe) = O(e). (3.111)
Fazendo uy(z,y) = 0 tem-se
7Y — @] |eo) = O(e), (3.112)
ou ainda
Juf — W] |e) = Oe), (3.113)
Da mesma forma encontra-se

[ — wolle) = Oe). (3.114)



59

Desses resultados, tem-se que
[|u® = wollety < [Ju” —uP|leq) + 117" = uolleq). (3.115)
Logo,
l|u® — uollc@) = O(e). (3.116)

Portanto, p6de-se mostrar que as solu¢des dos problemas original e homogenei-
zado apresentam uma proximidade de ordem & para o caso térmico multidimensional
quando aplica-se o MHA no problema.

3.2 Desenvolvimento do Problema para Casos Elasticos Lineares
com Coeficientes Funcionalmente Graduados

3.2.1 Aplicacao do MHA

Dado um material microperiédico eléstico linear em um dominio = QJoQ =
[0,1]%, com sua fronteira suave ou suave por partes. E ainda, Q = Q,, JQ; T, em
que Q,; € a matriz, 2; € a unidao de todos os dominios I que se distribuem dentro
da matriz e I'* corresponde ao conjunto de superficies de contato entre Q,, e Q; na
macroescala. Para ilustrar, considere a Figura 8. Assim, assume-se a variavel lenta
definida como = = (1, za, ..., x4) € a variavel rapida como y = x/¢.

X1

X2

X3 N 'QI AN re’ S ‘QM

Figura 8: llustragdo do dominio 2 = Q,, |J Q@ UT".
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Considere ainda que f:(z) = fi(x,y) € C°(Q2) representa as componentes do vetor
das forgas de corpo, u{ = ui(x) € C*(Q) descreve as componentes do vetor desloca-
mento, hy(z) € C°(Q) sdo as componentes do vetor deslocamento no contorno do meio
e o tensor de elasticidade Y-periddico denotado por Cf;;, () = Ciyju (v/€) = Cijuly)
satisfaz as seguintes propriedades para todo y € Y = [0, 1]¢

e Simetria
Cisrt(y) = Cjin(y) = Cijie(y) = Chaiz(y), (3.117)
e Carater definido positivo

Vn S Rd, K >0: Cijkl(y)nijnkl > KT]kﬂ]kl. (3118)

Observa-se que esse tensor apresenta 81 coeficientes que descrevem as proprieda-
des do sélido em um sistema fixo de coordenadas, mas pelas propriedades de sime-
tria em (3.117), esse numero diminui para 21 coeficientes linearmente independentes.
Dessa forma pode-se representar C;;x,; pela matriz simétrica

C11111 CV1122 CV1133 C(1123 C(1113 C(1112
C12211 C12222 C12233 C12223 C12213 C12212

O — Cs311 Cszap Cszzz Czzoz Czziz Cszin (3.119)
ikl = - .

Co311 Cazoz Cazzzs Chsag Caziz Cozin
Cizin Cizze Ciszzs Cizas Ciziz Chisiz

C1211 01222 01233 C'1223 C'1213 C'1212

Dessas hipoéteses e da teoria da elasticidade (SOKOLNIKOFF, 1956) chega-se no
problema de valor de contorno

(0 ouy,

7\ Caml®) o= ) = 1 Q0 JQ
oz, (%Ax) axl) fi), o e U,
[uip(2)] =0, = €T,

3.120)
oug (z (
HC’fjkl(x) akafl >ﬂ n; =0, vel*,

| uj = he(x), @ €90

No problema (3.120) [9(z)] representa o salto de ¢ através de I'*, e as condigbes
correspondentes indicam que ha contato perfeito entre as fases do material, em que

n; € a componente do vetor normal a I'* na dire¢do j = 1,2, 3. Dessa forma, preserva-
Oui(x)
89:1

se a continuidade de () e da tensao Cj, ()
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Assim, supde-se a seguinte SAF? para o problema (3.120)
w (2,) = uo (@, y) + cwr k@, y) + s (2, y). (3.121)

Substituindo (3.121) na equacéao do problema (3.120) tem-se

9 (kal(y> 8(“0,14: (ZE, y) + 8151,1@(‘7‘17 y) + 52“2,k(I7 y))> — fz (.T, y), (31 22)

8_% 8xl

e pela regra da cadeia descrita em (3.6)

0 8u0 k 1 8u0 k 8U1 k 8’LL1 k 2 8u2 k 8u2 k
C/L ) - ) ) ) ) ) — i , .
Oz, < () ( ox; + e Oy te ox; + oy, te ox; te Ay, >) filz,y)
(3.123)

Aplicando novamente regra da cadeia, a equacéao (3.123) torna-se

0 N au[),k 1 0 N 8u07k 1 0 N 6“0,19
8@ <Czﬂcl(y) 81:; ) +e ayj <Czﬂcl(y) 81’[ ) +e€ (9xj kal<y> ayl

—2 O [~ 0,k B Lk 0 (. "
+ ¢ 2y; <Cz]kl(y) oy, ) —l—&?axj (Czjkl(y>—axl > + 7, (C”’”(w—ax, >

0 81/47}9 71i N aul,k: Qi N auZ,k
+ O (Cljkl<y> ) ) + € y; <Cl]kl<y) ayl ) +e 8$j Cz]kl(y) (9961

J Y 0y,
0 Qusy e 0 Dy P dusi\
+ 58—% (Cijkl(y>—axl > +€8xj (Czjkl<y) o ) + oy, (C'Ukl(y) o ) = fi(z,y).

(3.124)

Agrupando em poténcias de ¢ pode-se chegar em uma sequéncia recorrente de
equacoes, como segue

0
2 (cml(y) e ) o (3.125)
b
0 ou 0 ou 0 ou
1 g 0,k - 0,k g - Lk)
€ ay] (Owkl(y) (91‘1 ) + 8xj (Owk’l(y) P : ) ay] (Owk’l(y) ayl ) 3
(3.126)
0 ou 0 ou 0 ou
0 ‘ 0,k g - 1,k 1,k
€ aJTj (Omkl(y) 8351 ) ay] (kal(y) 8351 ) + 6xj (Cukl<y> ayl >
0 ou
+8_y (Cz‘jkl(y)ﬁ> — filz,y) =0. (3.127)
j

3 * como muitos livros utilizam. Os coeficientes da
Tk

SAF s&o escritos em termos de k pois a solugdo do problema original e a SAF sdo vetores em termos
desse indice, onde k£ = 1,2, 3.

2A notagao u; ; nao corresponde a derivada



Substituindo (3.121) nas condicbes de contato chega-se em
[[UO,k<I7 y) + gul,k(xa y) + 62“2,k(x7 y)]] - 07
ou seja,

[wor(z, y)] =0, [uri(z,y)] =0 e [uzi(z,y)] = 0.

E ainda,

2
|:|:Oijkl(y) a(uo,k($7 y) + Eul,k:(xv y) +e u2,k($a y)):|:| n; = O,

aiL'l
a qual torna-se, pela regra da cadeia (3.6)

Ouy Oug

1 0u
10uok

ou
1,k .
e Oy

oy

8u2 k
62 9 +

ou
|:|:Cijkl(y) ( a;;k + Bz,

Agrupando em poténcias de ¢ obtém-se

oz Ay

_ ou k
g 1 : kal(y)a—;l:” n; = 0,
Ouy
) L — O
+ o )]] n; ,

8u2,k .
+ o )]] n; =0,

e’ Cijkl(?/)<

GUO’k
(91:[
8u1’k
81‘[

e Cz‘jkl(?/)(

o
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(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)
(3.133)

(3.134)

E assim, tem-se os seguintes problemas para cada u,, , da SAF, com w = {1, 2, 3}

( Lyyuor =0, x €,
[uor(z,y)] =0, = eT*,

8u0,k 5

L wok(z,y) = hi(x), =€,

Lyyul,k - _['yzuo,k - L:pyuo,ka YIS Qv
[[ul,k(xay)ﬂ = 07 HAS I“e’
4 Ougy ~ Ouyy,
Ci‘ 7 — j 07 FE?
[{ k1 (Y) ( o1, + Em n; x €
L ul,k(mvy) = 07 T e aQu

EyyUQ,k = _ﬁaca:uo,k - 'Cy:vul,k - Emyul,k + fz(l'7 y)u

[[UQ,k:($,y)ﬂ = 07 M Fau
8’&1 k 8u2k
Ci' 7 — i — Y, Fev
[{ ]kl(y) ( 021 + o0 ):” n; =0, x¢€
\ Uka(fE,y) = O’ S aQa

x € €,

(3.135)

(3.136)

(3.137)
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onde L,z é o operador linear definido como

0 0
Log = Do (Cijkl(ZJ)a_ﬂl) . (3.138)

J

Dessa forma, utiliza-se o seguinte lema para encontrar as solugdes referentes aos
problemas (3.135)-(3.137).

Lema 3.2.1. Sejam F,(y) e Ci;u(y) fungbes suaves por partes e Y -periodicas, com
Ci;jri(y) sendo um tensor de elasticidade simétrico e definido positivo. Uma condi¢&o
necessaria e suficiente para a existéncia de uma solugio Y -periodica do problema

0

ONk(y)\ _ . | OFy
o0, <kal(y) o) Fi + oy, V€ Y,
[Ni(y)] =0, yeT, (3.139)

ON,
[{Ciij(y)a—l;(ly) - Flz’j]] n;=0, yel,

é que (F;(y)) = 0. Além disso, a solucdo é Unica e da forma N;(y) = Ni(y) + C,
onde C é um vetor constante arbitrario e N, é solucdo Y -periddica do problema com
a condicdo de unicidade (N,) = 0 (BAKHVALOV: PANASENKO, 1989).

Da equacao do problema (3.135) tem-se que a fonte é nula. Portanto, do Lema
3.2.1. existe uma solucdo Y -periddica. E como no capitulo anterior, pode-se provar
que essa solugéo ndo depende da variavel y, ou seja, a expressao para ug . €

uok(,y) = o k(). (3.140)

Para resolver o problema (3.136) utiliza-se (3.140), onde tem-se que o segundo
termo se anula. E assim

o) o Ouig(xy) 9 o Oug()
Iy, (ngm(y) o i Cijri(y) o1, : (3.141)

Supondo agora, por separacdo de variaveis, que u, ; seja da forma

Oug ()

U1 k(2 Y) = Nipg(y (3.142)
1 k( ) kpq( ) 8xq
Entdo substituindo (3.142) em (3.141) chega-se em
0 ONgpq(y) | Ouop(z) 0 Oug ()
—_— .. 2 — L. ) . 1 4
831;’ (kal(y) 8yl &”cq 8yj (Cl]kl(y)) (91:; (3 3)
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Modificando os indices mudos do lado direito da equacao (3.143) obtém-se

0

aNkpq(y) aUO p(x> 0 8U0p($)
-— | Gy P = —— (G e 144
o, (C”’“(y) ou ) o, oy, ) T (3.144)
e assumindo que Ouoy(2) # 0 tem-se
Oz,
0 . ONiepq(y) - -
By, (CZJkl(y) Dy, + Cijp(y) | =0. (3.145)

A equacédo encontrada em (3.145) € a equacao do problema local definida para
y € Y e para todo x € . Onde a solugéo Y-periddica é N,,,(y). Para a prova basta

considerar o Lema 3.2.1, onde a fonte em (3.145) é dada por F = _a%. (Cijpe(y)). E
assim, pelo Teorema da Divergéncia (BERTRAM, 1984) obtém-se ’

i y _ ICijpe(y)
< 29, (Gwpq(y))> /Y oy, W (3.146)
que equivale a
0
<8_y] (Ciﬂ'pq(y))> = jgy Cijpg(y)n;dY, (3.147)

ou ainda, como Cj;x(y) € Y-periddico

0
(50 Comti)) =o. (3.148)
Da condicdo obtida em (3.133) e das expressdes para v € u; , observe que
- ONypq(y) O p() o N Auox(2) .
[[kaz(y) 90, o, " kaz(y)—axl n, (3.149)
modificando os indices obtém-se
ON,
[[Oijkl(y) —gZ(y)ﬂ nj = — [Cijpe ()] 7y, (3.150)

pois aug—;@) # 0. Logo, paray € I' tem-se

q

[{Cijkl(w%ﬁ - Ciqu(y)]] nj = 0. (3.151)



65

E ainda, das condi¢des expressas em (3.129)

[Nipg(y)] = 0. (3.152)

E entdo, chega-se no problema local para Ny, (y):

( a aNkpq<y)
(ol W) )} =0, yey,
dy; (Ojké(if) (a)yl + Cijpg(y) ye
Yy
|:|:Cijkl (y)# - Ciqu(y)]] nj=0, yer, (3.153)
[Nipg(y)] =0, yeT,
. <Nkpq> =0,

Agora, do problema (3.137) para u,  tem-se
LyyUQ,k = _['xzuo,k - Ly:vul,k - Ezyul,k + fz(xv y) (31 54)

Assim, para possuir solucao Y -periddica é necessario que o operador de valor médio
aplicado nos termos do lado direito da igualdade em (3.154) seja nulo. Portanto,

_<£:1:xu0,k + ‘Cy:tul,k + Exyul,k - fz<x7 y)> =0. (3155)
E entao
8 8UO,]€ 8 8u1,k 8 8U1,k .
<a—% (cijmy)—axl ) o (cwkmy) . ) o (cwkmy) " ) fz(x,y)> 0,
(3.156)
ou seja,
Puog | INCijra(y) Nipg(y)) 0Puo, ONkpg(y) Pugy
<Cijkl(y) Ox;0x, + 0y, 0x;0z, + Cign(y) oy, Ox;0x,

— (filz,y)) =0. (3.157)

Modificando os indices mudos tem-se que

32U0,p 0(Cilkj(y)Nkpq(y)> 82u07p aNkpq(y) 82UJO,P
<OZJPQ(y) 81']833(1 8yl 81‘] awq + O’ij‘l (y) ayl 81']833(1 >

gue é equivalente a

ON, 0%u
<CiijI(y) + Ciji(y) kpq(y)> o
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pois Ciii(y) € Nipg(y) sd0 Y-periédicos. Entdo, com f;(x) = (fi(x,y)), o problema
homogeneizado é dado pela equacéo (3.159), e pode ser escrito como

. Pug,
Lo f Q
{ C”pqﬁxjaxq filz), z €, (3.160)

uop(z) = hi(z), =€ 0L,

com C;,, sendo o tensor de coeficientes efetivos, denotado por

A ON,
Clijpg = <Ciqu(y) + Cij (y)%®> - (3.161)

Por fim, deve-se encontrar a expresséo para u. ;(z,y). Para isso, assume-se que
essa € da seguinte forma

uz (2, y) = Nirpa(y) 55— (3.162)
T q

Entdo substituindo (3.162) na equagéo do problema (3.137), e alterando os indices
necessarios, tem-se

8 aNkrpq 8271,0’1) . 82’&04}
0y, (kal(y) oy, ) O0r,0r, ’qu(y)axramq
O Cijer (¥) Nipa () 0o, ONjpg (y) 0?1 p
_ P : i(z,y). (3.163
o, 92,0, Cirn(y) dy O, + fi(z,y). ( )
. - . a2u0p A
Logo, se existem fungbes B,,,(y) tais que fi(z,y) = Birpq(y)m € (Birpg) = Clirpgs
rdq
(92’&071)
com 92,0, # 0, tem-se
0 ONper I(Cljr (Y) Nipg(y)) ONipq (y)
_ Cz Prq - _ Cir o J Pq o C@'r 14
7 (Cont G2 ) = ~Cl o () )

+ Bip(y). (3.164)

Assim, segue o problema local para Njp(v)

0 ON},
—— ( Cim W) =2 ) = Firpg, y €Y,
{ dy; ( wW) =g, ) var Y (3.165)
<Nk7’pq> =0,
sendo
J
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Para saber se existe solugdo Y-periddica para o problema (3.165) é necessario que
(Firpg) = 0. Dessa forma, considerando (3.161) tem-se

(Cijkr(Y) Nipg(y))
y;

aNkpq@)
oy

(Firpa) = <—Cz'rpq(y) - — Cirna(y) + Birpq> ., (3.167)

ou ainda,

I Cijtr(Y) Nipg(y))
dy,

_Cirkl<y)

Fom) = { ~Col) -

aNkpq(ZJ)
oy

aNkpq(y)

o > . (3.168)

+ Cirpq<y> + Czrkl<y>
logo
<-Erpq> =0, (3169)

POiS Cijkr(y) € Nipe(y) s80 Y -periodicos.
Portanto, a SAF é da seguinte forma

Jug ()
Oz,

D?ug ()
0z, 0x,

(3.170)

ul? (2, €) = uop(x) + £Njpg(y) + €2 N ()

3.2.2 Conservacao de Propriedades pelo Coeficiente Efetivo
Conservacao da Simetria

Considere uma nova notagéo para C;;;; da forma

11 12 13
Tjg Qg Gy Cijig Chjaq Chjsg

o 21 922 23 | _ , . :
qu— ajq ajq ajq — 02]1,] 02]2,] 02]3(] . (3171)
31 CL32 33

je Qg g Csjig Cjag Csjag

Pode-se escrever (3.161) como (PRADO et al., 2010)

i, = (ahio) + ) 220 3.172

jg — Jjq 5l ayl

Da condicdo dada em (3.117) tem-se que C;;,, = Cjip,- Assim, como os indices s&o
mudos pode-se modificar a equacéo anterior chegando em

~i i i o (y A L on® y
= () + ) PE0) — () + D) —ap @y

A

ou seja, a;, = aj, e portanto Cjjp, = Cjipg-
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P ; 8u0
Agora, observa-se que é possivel escrever u; (z,y) = an(y)a_,p_ Dessa forma
X
q

0 ou . . .
tem-se que nip(y)% = nl(y) 5 04 pois p e ¢ sdo indices mudos. E ainda, sabe-se
Lq Lp

que Cijpe(y) = Cijgp(y), entao

A i i oy ; 0 0Ny y
e <a;;(y) i) 5@,5 >> = <%§’a(y) + aji (y) gyf )> —a,  (3.174)

tendo assim & = a?, ou seja, Cyjpq = Cijgp-

Por fim, da equacao do tensor de coeficientes efetivos (3.161) tem-se que

- ON,
Aig = () + Aa) A ) 8.175)
Yl
equivalente a
A DyYq aNq(?J)
- () 222 . A7
A]q <A]l<y) ayl + Ajl(y) ayl ; (3 6)
pois % = 4, onde 4, é o delta de Kronecker. E ainda, se I,, € a matriz identidade de
Y
ordem n, com n = 3, tem-se que
- O(y,I, + N,
Ay = ( gty 2l Ty 8.477)

Dessa forma, assumindo que M,(y) = y,I, + N,(y) chega-se em

M)
Ay = (a2 ), (8.178)

Considerando m] (y) como os elementos da matriz M,(y) tem-se

i e Omy (y)
o z}k k 1 7
@jq <ayl (y) Ay, ) (3 9)
ou ainda,
i omy (y) Oy;
ir vk k J S, ) B
ajq <asl <y> ayl ays 57,1) (3 80)
Por outro lado, da equacéao do problema local (3.153) obtém-se que
0 oM, (y))
A, a =0, 3.181
ays ( l(y) ayl ( )

e multiplicando essa ultima equagéo por uma fungdo matricial Y-periddica ¢(y) de
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ordem n, que possui elementos da forma ¢;,,, chega-se em

0 oM, (y) B
. <Asz(y)a—yl> o(y) = 0. (3.182)

Observa-se que, reescrevendo a Ultima equacgao e aplicando o operador de valor mé-
dio tem-se que

(o (a0 ™2 ) 00 ) =o. (3189

E ainda, obtém-se a seguinte relagcédo

< 8?/5 ((aé’l’“(y) an?;l(y)) @-v(y)) >

(o (™) 0 ) + (it P20 (3,180

onde tem-se que o termo da esquerda é nulo, pois a’(y) e m{"(y) séo Y -periddicas.
Entdo

omy (y) 00i(y)
vk k _
<a5l (v) o0 0. = 0. (3.185)
Somando (3.180) e (3.185) chega-se em
A 8mqr(y) a(y’(siv + ¢iv (y))
ir vk k J 1
a’Jq <asl (y) ayl ays ) (3 86)

e assim, assumindo convenientemente que ¢;,(y) = Nj.T(y) pode-se dizer que M;(y) =
y;0iw + N (y). E ainda,

i ok~ Omi (y) Omd o OmI(y) Om]" i
a :<as{“<y> ) (y>>:<aéz (v) ay(” ;yl(y)>=aqj- (3.187)

~

Ou seja, &j{; = af;; e portanto Cj;,, = C,i;. Provou-se entdo que os coeficientes
efetivos cumprem a condicao de simetria.
Conservacao do Carater Definido Positivo

Para provar que os coeficientes efetivos satisfazem a condicdo de positividade
deve-se mostrar que

i v A(nymy (y)) O(nymi’ (y)) Qi
jqTlg; = <aslk(y) qayl ]8ys > > ki, (3.188)
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com x € R. Paraisso utiliza-se a relacdo dada em (3.118), onde essa pode ser escrita
como

2

Omim{ (y)) d(nimii(y)) S “Z (M) , (3.189)

vk
ast (y) oy 0Ys 0Ys

sl

S,V

Assim, de (3.189) e (3.188) tem-se que

Q> ”"Z <( mm”(y)))2>’ (3.190)

e aplicando a desigualdade de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz do lado direito da equa-
céo (3.190) obtém-se que

2

i faZ< Aty 3.191)

Observa-se que, se m/'(y) = ni'(y) se i # v e mi'(y) = nl'(y) + y; parai = v. Entdo
pode-se escrever (3.191) como

o (n} n]”y +y))\
Mg 2 nz< J d > : (3.192)
que equivale a
17‘ o n]v ) a(nvy> ?
Asaalls = /{Z< 0; d > . (3.193)
a VgV
Como N,(y) é uma fungdo Y -periddica entao <w> = 0. Assim
7,7" ro1 v y
oy = K <n] 3y]> . (3.194)
Como i _ 5;, tem-se que
9ys
0
n;azf = Y85 = 1. (3.195)
Logo

asn; = kY (nY)°, (3.196)
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e portanto

AT T

AyMany = K1 (3.197)

E entao

éiqunijnpq 2 KpqTlpg- (3.198)

3.2.3 Relacao de Proximidade entre as Solucoes

Como no caso condutivo multidimensional, para a prova da relagéo de proximidade
entre a solu¢do u;, do problema original e a solu¢éo u, ; do problema homogeneizado é
necessario criar uma nova funcao, que se comporta de forma semelhante a SAF. Para
isso, considera-se uma fungéo de corte Y (z) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) que,
por sua vez, possui suporte em uma e-vizinhanga do contorno do dominio. E onde tal
funcéo possui as seguintes propriedades, para C3 constante

0Y(x)
ﬁxi

V)| =1 PYel<le

< G, (3.199)

()

€

Assim, da condi¢éo de contorno do problema homogeneizado e da SAF (3.121) chega-
se em

u,(f)(x,s) = hi(z) + cuy p(2, y) + 2ug(, y), = € 0, (3.200)

com y = z/e. Dessa forma, tem-se a nova fun¢do

ﬂ,(f) (r,e) = u,(f)(:zf, e) — V(@) (eur iz, y) + 2uz (. y)), (3.201)

ou seja, no interior da e-vizinhanga do contorno tem-se ﬂ,(f)(x,é) = u,‘f)(x,e) e no
contorno

2 (z,e) = hi (). (3.202)
Substituindo a SAF (3.121) no problema original (3.120) obtém-se
Loul) — filw,y) = er(z,e), (3.203)

onde

erP (2, €) = e(Lagtin g + Lysting, + Laytin k) + €2 Laglln j- (3.204)

%



De forma semelhante ao que foi feito no capitulo anterior, prova-se que

I (2,2) |2 = O(1).

E substituindo a funcéao a}? no problema original (3.120) chega-se em
£ = filesy) = r®(w,e) = 5 -pyfae),
Lj
onde
OV (x)urk) | L0V (x)usy)
,Oj(l',&f) = Cz]kl(y) <€a—xl + 828—1’[ .

E ainda, do mesmo modo que no capitulo anterior, é possivel mostrar que

lpj(z, &)l L2y = Oe).

Com isso, de subtrair os problemas (3.206) e (3.120) tem-se que

0

£ —up) = er® () — s—pj(a,e).
al'j

E do Principio do Maximo® em (3.209) obtém-se
172 = willo@) < Ci (el (@, ) llzzie + 3@, &)l |12 )
Entao,
3 = wil b o) = Oe),
€ como caso particular tem-se que
1u = @ lba) = O(e).
E ainda,
@ = woslba) = OCe).

Assim, da desigualdade triangular chega-se em

1§ — wollar i) < 1w — T oy + 18 — ol oy-
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(3.205)

(3.206)

(3.207)

(3.208)

(3.209)

(3.210)

(3.211)

(3.212)

(3.213)

(3.214)

3Observe que néo existe uma forma geral do Principio de Méaximo para problemas elasticos, pois
esses problemas séo formulados por sistemas de equagdes. Mas em alguns casos particulares, como

os apresentados nesta dissertacao, pode-se aplicar esse principio (WHEELER, 1996).
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Logo,

Portanto, a solugao u; do problema original converge para a solugéo g do pro-
blema homogeneizado quando ¢ — 0" para o caso elastico multidimensional.



4 EXEMPLOS

Neste capitulo alguns exemplos séo resolvidos para os casos unidimensional, apre-
sentado no Capitulo 2, e multidimensionais, apresentados no Capitulo 3.

4.1 Caso Térmico Unidimensional

41.1 Exemplo 1

Considere o problema (1.1) com condi¢des de contorno ndo homogéneas u°(0) = 0
e u(1) = 1. Além disso, o coeficiente original € dado por a (y) = 1 + 0.25cos (27y) € a
fonte é da forma f (z,y) = cos (2my). Assim, tem-se o0 seguinte problema de valor de
contorno

d (., du®\ x
e (a (x) dx) = cos (27rg> , T €, (4.1)

Pode-se observar, a partir da Figura 9, a rapida variacao do coeficiente do pro-
blema original cada vez que ¢ tende para um valor mais préximo de zero. Além disso,
¢ facil notar que esse coeficiente é positivo, limitado e bem definido em todos os pon-
tos do intervalo [0, 1].

Calcula-se primeiramente o coeficiente efetivo, a partir da equagéo (2.48), onde
chega-se em (ver Anexo B.1)

V15
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1l
-

€

e=1/2
14 - - - - 14 - -

e=1/4 e=1/8

Figura 9: Variacao do coeficiente de condutividade, para diferentes valores de «.

Para encontrar a SAF u(?(z, <) é necessario resolver os problemas locais. A partir
de (2.51) e das condi¢des de contorno do problema (2.38) pode-se chegar na solugéao
para Ni(y). Tendo assim, sua forma primitiva dada por uma fungdo separada por
intervalos, a qual é exibida em (4.3). O desenvolvimento para obter essa solugéo é
mostrado detalhadamente no Anexo B.2, onde também é provada a continuidade e
a antissimetria dessa fung¢édo (Anexos B.3 e B.4). O comportamento dessa solucao €
ilustrado na Figura 10, onde os gréaficos mostram a rapida oscilagao de N, (y) a medida
em que ¢ tende a zero.

(0, se y=1/2,

1 3
— arctg \/jtg my) | —y, se 0 <y<1/2,
N={ = 5 ) (4.3
1 3
;arctg \/gtg(ﬂy) —y+1, se 1/2<y<1.

\

Além disso, da Figura 10 pode-se observar que N; (z/¢) € uma fungdo limitada e
preserva as condicdes de periodicidade e continuidade. E também, quando ¢ = 1 fica
evidente que N;(x) é antissimétrica com relagéo ao ponto y = 1/2, e isso € provado



no Anexo B.4. Dessa ultima informacao pode-se concluir que
1
| Wiy =o. (4.4
0
ou seja,
(N1(y)) = 0. (4.5)

Esse resultado aparece de forma natural para casos multidimensionais (CIORA-
NESCU; DONATO, 1999).

e=1 £=1/2
0.05 0.05
)
R 0
z
-0.05 -0.05
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
X X
e=1/4 £=1/8
0.05 0.05
© 0
&3 0 X 0
z z
-0.05 -0.05
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
X X

Figura 10: Solugdo N, (z/¢) do problema local, para diferentes valores de ¢.

Como f(:c) = 0 neste exemplo, o problema homogeneizado sera

=0, ze€, (4.6)

E assim, da expresséo (2.118) chega-se na solugéo u(x)

up(z) = x. (4.7)
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d2U0
0 0 de .
do MHA, sera idéntica a solugéo uY(z, <), ou seja,

d - .
Por (4.7) tem-se que % =1le = 0. Entao, a SAF v?)(x, ), proposta através

u?(z,e) = u(z,e) =z +eN; (g) : (4.8)

E ainda, neste exemplo, a solugéo u;(x,y) possui 0 mesmo comportamento de N;(y)
e pode ser analisada através da Figura 11.

| e=1 e=1/2 e=1/4

T
e=1/8 |

0.04

0.02

u1(x,x/e)

-0.02

-0.04

Figura 11: Solugéo u,(z,y), para diferentes valores de .

Pelas condi¢des de contorno, do coeficiente efetivo e da equacéo (2.112) chega-se
na solugéo analitica do problema original (4.1)

2
W () = N 1+0.25cos (27x/¢)
2 1.25
V15 e? |14 0.25co0s (27 /¢€) * 1
— |1+ =1 dr. (4.
T ( T n' 1.25 )/0 15025 cos @mryy o (49

Dessa forma, € possivel comparar as solugdes uq(x) do problema homogeneizado e a
assintotica formal u") (x, ¢) com a solugéo original v°(z). Além disso, com o intuito de
comparar a solucédo do problema original numérica com a analitica (4.9), aplicou-se o
método das diferencgas finitas na equacao do problema original (4.1), escrita como

d*uf(z) sen(2mz/¢) du®(x) cos(2mz/¢)

_ = : 4.1
dx? 2¢ 14+ 0.25cos(2mzx/e) dx 1+ 0.25cos(2mz/¢) (4.10)

Os detalhes desse método estdo no Anexo C e foram definidos a partir da teoria
apresentada por CONTE; DE BOOR (1980).

As representacoes graficas das solugdes encontradas sao ilustradas na Figura 12,
onde ¢é facil notar a proximidade entre as solugdes u (), u'Y(z, <) e u(z) para ¢ — 0.
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Figura 12: Solugdes: u(x) do problema homogeneizado, u(!)(z, ) da SAF e u*(z) do
problema original.

Observa-se que as solugdes u(z) exata e assintética (curva vermelha) do pro-
blema original apresentam o mesmo comportamento e ainda, ambas tendem para a
solucao u, do problema homogeneizado (curva preta) quando « decresce. Percebe-
se também que a solucéo analitica (4.9) (curva verde: AN) coincide com a solucao
numérica (circunferéncias rosas: DF) de u°(x).

Neste exemplo aplicou-se 0 MHA em um problema de valor de contorno com condi-
¢cbes de Dirichlet ndo homogéneas. Ainda, encontrou-se o problema homogeneizado
com fonte nula e sua solucao dada por uma fungao linear. Com isso, obteve-se a
mesma solucédo para as SAFs de segunda e primeira ordens. No exemplo a seguir
um novo problema é proposto, onde suas condi¢coes de contorno sdo homogéneas e
onde o problema homogeneizado apresenta fonte ndo nula. Dessa forma, encontra-se
a SAF de segunda ordem com um termo a mais se comparada com a SAF de primeira
ordem.
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4.1.2 Exemplo 2

Seja o coeficiente original e a fonte dados, respectivamente, por a(y) = 1 +

0.25cos (2my) e f(x,y) = —1 + cos (2my). Considerando condi¢bes de contorno ho-
mogéneas tem-se o seguinte problema original
d du® x
— | a® =—-1 2m— Q
o <a <x>dx) —|—cos(7rg), x € €, (4.11)
us(0) =0, u(1) =0.

Do Exemplo 1 as solugdes a do coeficiente efetivo e V;(y) do problema local, ex-
pressas em (4.2) e (4.3), s&o as mesmas para o Exemplo 2, pois os coeficientes a(y)
coincidem. Mas da fonte f(z,y) tem-se que

fz) = —1. (4.12)

Logo, o problema homogeneizado é

\/ﬁdQUO
R (4.19)
U0(0> = 07 uO(l) = 07
onde a solugéo uy(z) é da forma
2 2
up(r) = ——=(—2" + x). (4.14)
15
d2u0 .
Agora, observe que f(z,y) = b(y)W’ assim
1+ cos(2my) = —by)— (4.15)
— cos(2my) = — —N .
) Y V15
ou seja,
b(y) = @(1 — cos(2my)). (4.16)

Disso, de (2.77) e sabendo que (N;(y)) = 0 (Anexo B.4), Ny(y) é

Ny(y) = — /0 ’ — 0'251%8 o ( /0 " cos(2mr)dr — < /0 ’ cos(27ry)dy>) ds

—/le(s)ds, (4.17)
0
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gue é equivalente a

1 1+ 0.25 cos(2my Y
No(y) = Fln 198 ( )‘ - /o Ni(s)ds. (4.18)

O gréfico desta fungéo é ilustrado na Figura 13, onde podem ser observados os com-
portamentos de N;(z/<) e Ny(x/). Em especial, pode-se notar que Ny (z/¢) é limitada,
continua e bem definida em todos os pontos do intervalo [0, 1].

e=1 e=1/2
0.04 0.04}
0.02 0.02}
§ 0 g 0
< 0.02 < .0.02}
-0.04 -0.04}
0052 02 o6 os 1 0052 o024 o6 o8 1
X X
&= 1/4 e=1/8
0.04 0.04}
0.02 0.02}
N G
Z 502 Z 502
-0.04 -0.04}
00 57 02 o6 os 1 00 T 04 o6 os 1
X X

Figura 13: Solugbes N;(z/c) e Ny(x/c) dos problemas locais, para diferentes valores
de e.

As solugdes ui(x,y) € us(x,y) s&0 encontradas atraves das solugdes N, (z/c) e
Ns(z/¢), onde chega-se em

uy(z,y) = —%Nl (g) e uy(z,y) = —iNg <£> , (4.19)

e sdo ilustradas na Figura 14, onde percebe-se a rapida variacdo quando ¢ diminui.
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0.02

0.01

u, (x,x/€)

-0.01

-0.02
0

Figura 14: Solugdes u,(x,y) e us(z,y), para diferentes valores de «.

Assim, u?) (x, ¢) é obtida da equagéo (2.78) e das solugdes dos problemas homo-
geneizado e locais

2 (4x — 2) x 4 x
(2) _ 2 2
u(x,e) = —r°4zx)—¢ N(—)—a—N (—) 4.20
(r,6) = (= Fa) — e N (2) = (4.20)
Através dos graficos apresentados pode-se constatar que existem diferencas para os
casos em que se considera essa solugdo com mais ou menos termos.

3

Para comparar os resultados obtidos, encontra-se a solugdo do problema original
a partir de (2.112)

v r e? |1+ 0.25cos (2mz/¢)
“(2) = — dr — 1
w(w) /0 1+ 0.25cos(27r /¢) TR n‘ 1.25
V15 /1 vdv N e 1y | 1+0:25 cos (2 /<) /x dr
4 o 1+0.25co8(2mv/e) 72 1.25 o 14+0.25cos(2mr/e)’

(4.21)
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Pela complexidade desta solucao optou-se por compara-la com a solucao obtida
pela aplicacao direta do método das diferencas finitas (ver Anexo C) no problema
original. Para aplicar o método, a equacado do problema original (4.11) é escrita da
forma

d*uf(z) = sen(2mz/e) dus (x) —1+ cos(2mz/e)

_ - = : 4.22
dx? 2¢ 1 +0.25cos(2mx/e) dx 1+ 0.25cos(2mzx/e) ( )

Na Figura 15 tem-se o comportamento da solu¢édo: «°(x) do problema original, via
método das diferencas finitas (circunferéncias rosas: DF) e a partir da implementacéao
da expressdo (4.21) (curva verde: AN); assintotica formal de segunda ordem u? (x, ¢)
(curva vermelha); assintética formal de primeira ordem u(Y(z, <) (curva azul) e uy(z)
(curva preta) do problema homogeneizado. Primeiramente, pode-se verificar que as
curvas da solugéo u°(x) do problema original, por diferencas finitas e por resolugéo
direta, apresentam o mesmo comportamento. Analisando cada uma das solugdes
é facil ver que u(x), uV(z,¢) e u®(z, <) tendem para a solugio wu,(x) do problema
homogeneizado quando ¢ tende a zero.

Além disso, um resultado interessante é com relacao as SAFs. Observando a curva
que corresponde a solugéo u'?(z, <), pode-se verificar que essa possui um compor-
tamento mais semelhante ao comportamento da solu¢do exata «°(x) do problema, o
que ndo ocorre com a solugdo uM(x, ) para os gréaficos correspondentes ac = 1 e
e = 1/2, pois a SAF u(Y(z, ¢) possui um comportamento apenas em torno da solugéo
uo(z) do problema homogeneizado. Dessa forma, apesar da solugéo u'V)(z, ) ser pro-
xima da solucao exata do problema quando ¢ € suficientemente pequeno, as vezes ela
n&o consegue reproduzir os detalhes do comportamento local de u*(x). Nesses casos
é necessario considerar mais termos na SAF. Neste exemplo foi considerado u?(z, €)
que apresenta uma aproximacao local mais completa se comparada com a solucao
exata. Com isso, pode-se concluir através desse exemplo que a influéncia de mais
termos na SAF, quando analisada localmente, gera uma aproximag¢ao mais detalhada
para a solucao exata do problema.



83

e=1 e=1/2

e=1/4 e=1/8
0.2 T T T T 0.2 .

0.15
> s 0.1
O  u¥x)DF
0.05 uP(x.e)
u(”(x,s)
u,(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 15: Solugdes: uy(z) do problema homogeneizado, u?(z, ¢), u)(z, ) assintdti-
cas formais e u(z) exata do problema original.

4.2 Caso Térmico Multidimensional

Sera resolvido um exemplo para o caso condutivo multidimensional. Seja o dominio
dado por © = [0, 1]3. Considere o coeficiente original a;;(y), com y = z /s, como

14+ 0.25sen(27ys), i =7=1,2

aij(y) =9 1+0.25cos8(27my3), i=7=3 (4.23)
0, i#j
ou seja,
14 0.25sen(2mys) 0 0
Qij = 0 1+ 0.25 sen(2mys) 0 ) (4.24)

0 0 1+ 0.25 cos(2mys3)
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E ainda, seja a fonte dada por f(z,y) = —1. Assim, se a condi¢cdo de contorno € nula

chega-se em
0 ou’
— |t (x)— ) = —1 0
{ o, (“”(x)ax) eSS (4.25)

us(z) =0, x €09,

Observa-se que como «a;;(y) = a;;(y3) 0 coeficiente do problema original varia em
apenas uma direcdo. Assim, pode-se considerar que a solugdo do problema local

L . N,
percorre apenas a diregdo ys, ou seja, N;(y) = Ni(ys). Dessa forma, os termos ONilys) al(y?’)
n
ON, ) . " . .
e —8[(‘%) se anulam. Disso, da equacao do coeficiente efetivo (3.34) e considerando
Yo

que as; pode ser escrito como az; = (az; (v))~*, @ matriz dos coeficientes efetivos é

(a11(y)) 0 0

ag = 0 (age(y)) 0 ; (4.26)
0 0 {az ()™
ou seja,
0
ag=101 0 [ (4.27)
V15
00T

No Anexo D.1 chega-se nas equagbes do problema local (3.27) para N,(y), onde
obtém-se que N;(y) = Na(y) =0e

4

0, se y=1/2,
1

3
1 3 _ 1/2
— arctg \/; tg(ry) | —y, se 0<y<1/2 (4.28)

1 3
%arctg \/gtg(wy) —y+1, se 1/2<y<1.
Observa-se que N;(y) € equivalente a (4.3), onde é uma fung&o antissimétrica com
relacdo ao ponto y = 1/2, e entdo (N3(y)) = 0 (ver Anexo B.4), satisfazendo assim a
condicédo do Lema 3.1.1.
E ainda,

f@) = (f(z,y)) = (-1) = —1. (4.29)
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Entao, o problema homogeneizado sera da forma

62U0 + 02U0 1 \/ﬁa%to
dx? 0} 4 O3
uf(x) =0, x € s,

_
AN (4.30)

Para resolver analiticamente esse problema utilizou-se o método de Fourier (WEIN-
BERGER, 1995), onde o desenvolvimento € apresentado no Anexo D.2. Dessa forma,
tem-se a seguinte solugado para uy(x)

[e.e]

_ 64 sen((2i — 1)mxq) sen((2j — 1)mwy) sen((2k — 1)mwx3)
up(z) = = Z Ve :
k=1 ((zz' — 12+ (2 )2+ S (2 - 1)2> (2 —1)(25 — 1)(2k — 1)

(4.31)

Os calculos para encontrar a solugdo N, (y) do problema local (3.40) foram apre-
sentados no Anexo D.3, onde chegou-se primeiramente em

N12(y) = ng(y) = N21(y) = N23(y) = NSl(y) = N32(y) = 0. (4.32)

E ainda,

1

Nii(y) = Nao(y) = _%NB(Z/% (4.33)

A obtencao analitica da solugédo N33(y) € apresentada no Anexo D.3, mas aqui utilizou-
se também o método das diferencgas finitas para obté-la mediante o algoritmo no Anexo
C aplicado na equacao a seguir

d2N33(y) + 1 dass(y) dNs3(y) o bs3(y) N3(y) dasz(y) _ QdNB(y)
dy? az(y) dy dy as3(y) az(y) dy dy

— 1. (4.34)

E assim, essas solugdes podem ser observadas na Figura 16, onde é evidente a
continuidade e a variagao rapida para ¢ cada vez menor.
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e=1 e=1/2
0.01 - T T 0.01 r
- N11=N22
— N
0.005 33 0.005¢
) )
x 0 x 0
= =
-0.005 1 -0.005¢
-0.01 . . . : -0.01 . . . .
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X3 X3
e=1/4 £=1/8
0.01 T 0.01
0.005 E 0.005}
) )
%’ 0 % 0
=z =z
-0.005 . -0.005
-0.01 -0.01
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
X X

Figura 16: Solugdes Ni;(z/c), Nao(x/c) € Nas(z/c) dos problemas locais, para diferen-
tes valores de ¢.

Com isso, chega-se nos termos u;(z,y) € ua(x,y):

z\ dug(z
ui(z,y) N3 (g)%g) e
B 1 N [ dPuo(z)  d*up(z) d*ug ()
us(x,y) = —%Ns (g)( e + a2 >+N33 P (4.35)

onde, fixando x, = 0.5, essas solucdes sdo apresentadas graficamente na Figura 17.
E portanto obtém-se a SAF de segunda ordem

@, -y — z\ duo(z)
u(x,e) = up(z) + N3 <€> dzs
1 z\ [ dPug(x)  dPug(x) d*u(z)
2Ny (2 0 Nag ZUMD N g,
T ( 2 3(5)( dz? M dx3 )+ P a2 ) (4.36)

Dessa forma, pode-se comparar essa solu¢gdo com as solug¢des do problema homoge-
neizado e assintética formal de primeira ordem referente ao problema original, onde
essas solugdes sdo ilustradas nos graficos da Figura 18. Nota-se que essas solucdes
oscilam de forma mais rapida quando ¢ — 0.
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Figura 17: Solugdes u,(x,y) e us(z,y), para diferentes valores de «.
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Figura 18: Solugdes: uo(x) do problema homogeneizado, u'? (z,¢) e u" (x, ¢) assinto-
ticas formais do problema original.

Assim, pode-se observar que as SAFs de primeira e segunda ordens se aproximam
da solucdo do problema homogeneizado quando ¢ diminui. E, além disso, a SAF
de primeira ordem possui um comportamento regular, enquanto a SAF de segunda
ordem apresenta um comportamento local mais detalhado. Nos graficos para ¢ = 1
e ¢ = 1/2 é facil notar essas diferencas. Com base nessa analise, pode-se concluir
qgue localmente a SAF de segunda ordem € uma solugao mais préxima da solucao do
problema original.
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4.3 Caso Elastico Multidimensional

As secdes anteriores foram dedicadas ao objetivo direto da aplicacdo do MHA, ou
seja, encontrar SAFs de problemas para meios heterogéneos. Nesta secao aplica-se
o MHA no seu segundo objetivo tradicional, isto é, a obtengao de propriedades efetivas
de meios heterogéneos. Em particular € estudado o comportamento efetivo de meios
elasticos lineares através das suas propriedades efetivas.

Considere o caso onde a heterogeneidade do material na microescala varia na
direcdo y3, dessa forma pode-se assumir que y = y3. Seja o tensor de elasticidade
definido como

Ciji(y) = My)i0m + p(y) (0adjr + didj), (4.37)

em que, através da matriz expressa em (3.119), pode-se escrever

A(y) +2p(y) Ay) Ay) o 0 0
A(y) Ay) +2p(y) A(y) o 0 0
A A AMy) +2 0 0 0
Ciopt = () () (y) + 2u(y) . (438)
0 0 0 w(y) 0 0
0 0 0 0 w(y) O
0 0 0 0 0 uy)
comy = x/c e onde A(y) e u(y) sdo fungdes tais que
( 1
1, se ye [O,g} ,
/\<y) = 51 1 (4.39)
1+ 0.25cos <—y> , Se y € (—, 1] ,
\ 2 5
1+ 0.25sen (5my), se y € [0, %] ,
ny) = . (4.40)
1, se ye (5,1}

Dessa forma, na Figura 19 pode-se observar que as fungbes A @) e i (£> s&o limi-
tadas, positivas e continuas para todo z. E além disso, possuem ugma répidea oscilacao
quando ¢ tende a zero. Para ¢ = 1 tem-se 0 comportamento das fungdes no intervalo
[0, z]. Para os outros valores de ¢ os intervalos sao [O, E] tendo assim uma reprodu-
cao periodica das fungdes A(y) e u(y). :
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Figura 19: Variacdo das fungdes A\(y) e u(y), para diferentes valores de «.

Se, neste exemplo, as condi¢cdes de contorno sdo nulas, o problema original sera
da forma

(0 ou;,
— | C= —r ) = f¢ Q
al’j (Cz]kl(m) axl) fz (‘I')a T €3,
[[ijkl(x) e ]] n; =0, zel*,
| ur =0, z € 011,
E entdo, para f{(z) = 1 tem-se o problema homogeneizado
A 82u0p
S S | 0
Ciim gy g~ 1 T ED (4.42)

upp(z) =0, x €09,

R ONppo(y
com Cijpy = <Ciqu(y) +Cijkl(y)g+;l(>

E.2. E ainda, o tensor de coeficientes efetivos resume-se em cinco coeficientes line-

>, em que Ny,,(y) foram obtidos no Anexo



armente independentes (ver AnexoE.1)

Ciqu =

3.0553 0.9917 0.9915
0.9917 3.0553 0.9915
0.9915 0.9915 3.0487

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1.0274

0
0
0

0
0
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0 0
0 0
0 0 , (4.43)
0 0
1.0274 0
0 1.0318

onde observa-se que os coeficientes cumprem a propriedade de simetria. Além disso,
pode-se verificar a condicao de positividade do coeficiente efetivo, para isso calcula-se
0s seguintes determinantes das submatrizes de (4.43)

M1 ==

M, =

13.0553| = 3.0553,
3.0553 0.9917
0.9917 3.0553

3.0553 0.9917 0.9915
0.9917 3.0553 0.9915
0.9915 0.9915 3.0487

3.0553 0.9917 0.9915

0.9917 3.0553 0.9915

0.9915 0.9915 3.0487
0 0 0

3.0553 0.9917 0.9915
0.9917 3.0553 0.9915
0.9915 0.9915 3.0487
0 0 0
0 0 0

3.0553 0.9917 0.9915
0.9917 3.0553 0.9915
0.9915 0.9915 3.0487

0 0 0

0 0 0

0 0 0

= 8.3514,

= 21.4035,

0

0

= 21.99,

0
1.0274

0 0

0 0

0 0 | =22.5925,
1.0274 0

0  1.0274

0 0 0

0 0 0

0 0 0

—=23311. (4.44)

1.0274 0 0

0 10274 0

0 0  1.0318

Como os menores principais da matriz (4.43) sdo todos positivos, entdo a matriz é
positiva (KUROSH, 1980).



5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS.

Este trabalho apresentou a teoria e aplicagdes da homogeneizacao assintética em
meios micro-heterogéneos, periddicos e lineares. No Capitulo 2 o MHA foi aplicado em
um problema unidimensional formulado por uma equacao eliptica que descreve o com-
portamento térmico estacionario do meio, onde a solucéo analitica desse problema foi
obtida. Encontraram-se assim os problemas locais € o problema homogeneizado,
e as respectivas expressoes das solucdes analiticas. E, dessa forma, obtiveram-se
as assintéticas formais de primeira e segunda ordens. Além disso, demonstrou-se a
proximidade entre as solugbes exata e assintéticas formais do problema original e a
solucao do problema homogeneizado.

No Capitulo 3 o desenvolvimento do MHA foi estendido para casos multidimensi-
onais estaticos. Esse processo foi realizado de forma detalhada para os problemas
térmico e elastico, conseguindo portanto encontrar os problemas locais e homogenei-
zado, e também expressdes para as SAFs de primeira e segunda ordens. Além disso,
as demonstracoes das relagdes de proximidade entre as solugdes dos problemas ori-
ginal e homogeneizado foi realizada para ambos os casos. E ainda, foram apresen-
tadas as demonstracdes da conservagao das propriedades de simetria e positividade
dos coeficientes efetivos em relagdo aos coeficientes dos problemas originais.

Com o intuito de ilustrar os desenvolvimentos apresentados nos Capitulos 2 e
3 foram resolvidos alguns exemplos no Capitulo 4. Para o caso unidimensional
apresentaram-se dois problemas. O primeiro resultou em um problema homogenei-
zado com equacado homogénea e com condi¢cdes de contorno ndo homogéneas e,
além disso, as SAFs de primeira e segunda ordens resultaram iguais. Ja no segundo
problema, encontrou-se um problema homogeneizado com equagao nao homogénea
e condi¢coes de contorno homogéneas. Nesse exemplo as SAFs de primeira e se-
gunda ordens foram obtidas e, consequentemente, comparadas e analisadas indivi-
dualmente. Além disso, nesses dois exemplos encontraram-se as solucdes dos pro-
blemas locais e, ainda, compararam-se as solu¢gdées do problema homogeneizado e
assintoticas formais com as solugdes dos problemas originais. No exemplo do caso
térmico multidimensional obtiveram-se os coeficientes efetivos, as solugdes dos pro-
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blemas locais e a solugdo do problema homogeneizado. E assim, encontrou-se as
SAFs de primeira e segunda ordens. E para o caso elastico um problema com co-
eficientes continuamente diferenciaveis por partes foi apresentado com o intuito de
encontrar os coeficientes efetivos do meio, para o qual encontraram-se de forma ana-
litica as solugdes dos problemas locais de primeira ordem.

Conclui-se assim que, através dos calculos e desenvolvimentos apresentados
neste trabalho, o MHA é uma boa escolha para resolver os problemas térmicos uni-
dimensional e multidimensional, e elastico multidimensional. Ficou evidente que as
solu¢des dos problemas homogeneizados encontradas foram uma boa aproximacao
para as solucdes dos problemas originais, onde encontrou-se o comportamento efe-
tivo do meio. E além disso, considerando as SAFs de primeira e segunda ordens
pbdde-se verificar através de exemplos que a quantidade de termos na SAF influencia
o comportamento dessa solucédo. Dessa forma, a SAF de segunda ordem apresentou
um comportamento local mais detalhado se comparada com a SAF de primeira or-
dem. E através da SAF de segunda ordem obteve-se uma aproximag¢ao mais precisa
da solucdo do problema original. Assim, quando € necessario obter de forma mais
detalhada o comportamento local da solugdo do problema, a SAF de primeira ordem,
gue resulta da abordagem tradicional do MHA, néo é suficiente. Ou seja, é necessario
considerar SAFs de ordens superiores, como ilustrado nos exemplos do Capitulo 4.

Trabalhos futuros podem ser realizados com o intuito de estender o que foi apre-
sentado nos casos térmico e elastico multidimensionais para problemas mais com-
plexos, com o objetivo de encontrar as SAFs de primeira e segunda ordens. Isto &,
aplicar o MHA em problemas que sao formulados por sistemas de equagdes diferenci-
ais parciais com coeficientes rapidamente oscilantes e encontrar as SAFs para obter o
comportamento do meio heterogéneo e analisar a influéncia da quantidade de termos
nessas solugdes. Dentre os problemas que se pretende estudar estdo os modelos ma-
tematicos que descrevem o comportamento termo-magneto-eletro-elastico de materi-
ais compdésitos considerando contato perfeito e imperfeito entre as fases constituintes.
Ainda, pretende-se estudar meios ndo periddicos e néo lineares.
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ANEXO A PRINCIPIOS DO MAXIMO PARA EQUACOES
ELIPTICAS

A.1 Caso Unidimensional com Coeficientes Continuos

Seja u € C%(0,1) a solugdo do problema de valor de contorno dado por

d [ du du
{Lu—(a—)—kb%—l—cuﬂ z € (0,1), (A1)

em que os coeficientes a = a(x), b = b(x) e ¢ = ¢(x) séo continuamente diferenciaveis,
tais que
a(x) > a9 >0, c(x) >0, (A.2)

e afuncao f = f(z) e os valores vy, u; sdo dados. Dessa forma, a seguinte estimativa
é vélida

[lulle1y < max{|u(0)[, [u(1)[} + Cl|Lulleq.), (A.3)

onde C depende apenas dos coeficientes de £, mas ndo de « (LARSSON; THOMEE,
2009).

A.2 Caso Multidimensional Generalizado
Seja u € H'(Q) a solugéo do problema de valor de contorno dado por

ou of;

o/ duy 0
=__(A. = A B— 1+ Ay = Q\T
Lu axi< ”axj>+axi( W Bt Au=Ja g we T
u(z) =0, z € 09Q,

onde o dominio é dado por © C R¢, com sua fronteira 92 sendo suave ou suave por
partes. E ainda, A;; s&o componentes de um tensor de segunda ordem, simétrico e
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definido positivo, ou seja, para todo 1 € R? tem-se

Aij(x)nm; > Kknimi,

com x > 0 uma constante. E ainda, A;;(x), A;(x), Bi(z), A(z), f(x) e fi(x) s&o infi-
nitamente continuamente diferenciaveis por partes. E assim, a seguinte estimativa é
valida

d
[lullrr (@) < ¢ (Hme(m Y ||fi||L2<m> : (A7)
i=1

com ¢ dependente dos coeficientes de £, mas ndo de u (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).



ANEXO B CASO CONDUTIVO UNIDIMENSIONAL: EXEM-

PLOS

B.1 Calculo da Solucao do Coeficiente Efetivo a

Da equacao (2.48) tem-se

6= (a(y) ™) = </01 1+ 0.251cos(27ry)dy) i ’

onde a solucéo analitica da integral em (B.1) é da seguinte forma

/ ! d—4arct \/gt()—i-C
14 0.25 cos(2my) v= V157 & 5 oY ’

com C' uma constante. E assim,
1 —1
Y
0

. 4 3
a= ((\/I—Em arctg (\/gtg(ﬁy)>)

ou ainda,

+ i 1 arct \/gt (my)
111 T - s
modt \Vor e\ V5 e

que equivale a

(G- (3)

1 -1
)
ha

(B.5)
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logo

a =

V15
o

B.2 Calculo da Solucao N,(y) do Problema Local

Da equagéo (2.60), que é a expressao para se chegar na solugao para N;(y), tem-

se que
M = [ (ﬂ - 1) ds.

Do Exemplo 1 do Capitulo 4, o coeficiente do problema foi dado como a(y) = 1 +
0.25cos (27y). E ainda, obteve-se o coeficiente efetivo da forma a = /15/4. Assim,
Ni(y) passa a ser

V15 (Y 1
Mily) = = /0 (1+o.25cos (27?5)) ds =y, (B.6)

A solucéo da integral parte da igualdade dada em (B.2). Dessa forma, observa-se que
deve haver o estudo da fungéo, pois ha uma singularidade no ponto y = 1/2 por parte
da fungéo tg(my). Logo,

e se) <y<1/2entdo

Ni(y) = %arctg (\/gtg(m)>

ou seja,

e sel/2<y<1lentédo

h1

1 3
Ni(y) = - (h hn}, arctg (\/gtg(ﬂs))
175 0
: 3
+ lim arctg \/itg(ﬂs)
hg—)%+ 5

) —y, (B.9)
ho
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que equivale a

Ni(y) = % (hlinll arctg (@tg(whﬁ))
+ 1 (arctg (ﬁtg(wy)) — lim arctg (ﬁtg(ﬂm))) —y, (B.10)
T 5 ha—i* 5)

logo,
M) = % (g) +% (amtg <\/§tg(ﬂy)> + g) —y. (B.11)
E portanto,
1 3
Ni(y) = —arctg (\/;tg(ﬂy)> —y+1L (B.12)

Se, além disso, admitir-se que N;(1/2) = 0, entdo a solucdo é da forma

0, se y=1/2,

1 3
—arct -t —y, se 0<y<1/2,
Nily) = —arctg \/; g(ry) | —y y<1/

1 3
— arctg gtg(wy) —y+1, se 1/2<y<1.
T

\

B.3 Prova da Continuidade de N, (y)

Para provar a continuidade de N;(y) serd analisado o comportamento da fungéao
quando y se aproxima de 1/2, pois nesse ponto tg(my) apresenta singularidade. As-
sim, dos limites laterais tem-se

e para y tendendo a 1/2 pela esquerda

lim Ny(y) = lim <l arctg(ﬁtg(wy)) —y) , (B.13)
g1 yo 1T\ T 5)

que resulta em

lim Ny (y) = (15 - 1) 0, (B.14)
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e para y tendendo a 1/2 pela direita
lim Ni(y) = lim (l arctg(ﬁtg(ﬂy)) — y) +1, (B.15)
y—i® y—it A\ T 5
ou seja,

1 1
lim N (y) = (——3——) +1=0. (B.16)
E como N(1/2) = 0 tem-se que a fungéo é continua.

B.4 Antissimetria de NV, (y)

Através do grafico de N;(y) ilustrado na Figura 10 pode-se observar que a fungéo
€ antissimétrica com relagé&o ao ponto y = 1/2, mas é necessario provar que

R o7

Mas nota-se que se 0 < y < 1/2 entdo € necessario provar que

W (%—y) =—-N <y+%) (B.18)

. . . 1 1
pois, considerando o intervalo [0, 1] tem-se que N; <y - 5) =M <y+ 5) pela 1-
periodicidade de N, (y). De fato tem-se que

N, (%—y)z%(amtg (@tg(%—ﬁg)))—%+y, (B.19)

pela relacao tg (g — a) = cot(«a), obtém-se

i (5 ) = 2 (ot (Bt om) ) - o 8.20
N (y—l—%) :—% (arctg <\/§tg (g+7ry>)> —%+y, (B.21)
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assim, sabendo que tg (g + a) = —cot(a) entéo
1 1 1
—N; (y + —) =—— (arctg <—\/§C0t (Wg))) ——+uy, (B.22)
2 7T ) 2
e como arctg(—a) = — arctg(a)

—N; (y + %) = % (arctg <\/§cot (7ry)>) - % +v. (B.23)

1 1
Portanto NV, (5 — y> =-MN <y + 5).

Agora, para 1/2 < y < 1 mostra-se que

A(EEET 20

. . . e 1
pois a partir do intervalo [0, 1] e pela 1-periodicidade de N; tem-se que N; (5 — y) =

N, (g — y). Assim, do lado esquerdo obtém-se

M (g—y):%<arctg( gtg<3§—wy>)>—g+y, (B.25)

e ainda, da relacao tg (g - a) = cot(a) chega-se em

N (g - y) = % (arctg <\/§cot (Wg))) — % +v. (B.26)

E do lado direito tem-se que

N (y— %) _ —% <arctg <\/§tg (7w - g))) - g +y, (B.27)

sabendo que tg(—a) = — tg(a) resulta

—N; (y — %) = —% (arctg (— %tg (g — ﬂg))) — ; + v, (B.28)
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™ ~
e como tg (5 — a) = cot(w) e arctg(—a) = — arctg(a) entdo

N, <y _ %) _ % (arctg (\/gcot (Wg))) - g +y. (B.29)

1 3 . ~ .
Logo V; (5 — y> =N (5 — y) E portanto, N,(y) € uma fungdo impar. Dessa forma,

provou-se que N, (y) € antissimétrica com relagéo ao ponto y = 1/2.



ANEXO C METODO DAS DIFERENGAS FINITAS PARA
PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO DE EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS LINEARES DE SEGUNDA OR-
DEM

Considere um problema que apresenta uma equacéao diferencial linear de ordem
maior que um, com condi¢des de contorno, em um intervalo [a,b]. Seja N > 0 um
numero natural, assim divide-se o intervalo [a,b] em N partes iguais de largura h.
Dessa forma, define-se zy = a, xy = b € 0s pontos interiores do intervalo como

Tp = o + nh, (C.1)
emquen=1,2,..., N — 1. E assim, os valores de y nestes pontos sao
Yn = y(«To + nh)a (C2)

comn = 0,1,2,..., N. No processo para encontrar a solugdo do problema utiliza-se
alguns pontos que se encontram fora do intervalo [a, b], chamados pontos de malha
exteriores. Os pontos que estdo a esquerda do intervalo sdo denotados por

T_p =9 — ph € y_p = y(zo — ph), (C.3)
comp=1,2,3,.... E 0os pontos a direita do intervalo sao
TNip = TN +ph € ynip = y(xn + ph). (C.4)

Para resolver problemas de valor de contorno pelo método de diferencas finitas
cada derivada que aparece na equacao € substituida por aproximacdes apropriadas,
assim como as condigdes de contorno (CONTE; DE BOOR, 1980). Utilizando aproxi-
magdes centrais tem-se uma maior precisdo nos resultados, onde cada representagéao
de diferenca finita € uma aproximacao de ordem h? com relagao a respectiva derivada.
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Com isso, tem-se

Y(e) ~ SH_I (C5)

Vo) o DSl (c5)
Entéo, considere a equacao diferencial de segunda ordem expressa por
y'(z) = f(2)y () + g(x)y = q(=), (C.7)
e as seguintes condi¢gdes de contorno
y(xo) = yo =, y(zn) =yn =B (C.8)
Assim, a aproximacao em diferencas finitas da equacéo (C.7) é

Unt1 — 2Un + Un—1 . [(@0) WUns1 — Yn—1)
h? 2h

+ 9(20n)yn = q(T0), (C.9)

comn =1,2,.... N —1. Chamando f(x,) = f., 9(zn) = g» € ¢(z,) = ¢,, € multiplicando
a equacdo (C.9) por h? obtém-se

h h
<1 - §fn) Yn—1 + <_2 + h29n) Yn + (1 + §fn) Yn+1 = hQQn- (C1O)

Dessa ultima expressao e das condi¢des de contorno (C.8) tem-se um sistema linear
de N — 1 equagbes com N — 1 incognitas y,, emque n = 1,2,..., N — 1. E assim, as
equacgoes desse sistema podem ser escritas como

h h
(—2 —+ h291)?/1 -+ <1 + §f1) Yo = h2q1 — (1 — §f1) a,

h h
(1 — §f2) Y1+ (=2 + h2g2)ys + (1 + §f2) Yz = hqy,

h h
(1 - EfS) Yo + (=2 + h?gs)ys + (1 + §f3) ys = h2gs,

h h
(1 — §fN—2> Yn—3 + (—2+ h29N—2)yN—2 + (1 + §fN—2> YN—1 = hQQN—Q,

h h
(1 - §fN—1) yn—o + (—2+ hng—l)yN—l = h2QN—1 — (1 + §fN—1> B.

(C.11)

Observa-se que este é um sistema linear de equagdes da forma Ay = b, com y =
(Y1, 99, -, yn—1)T, b é 0 vetor que possui os termos do lado direito correspondentes a
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cada equacao em (C) e A é uma matriz tridiagonal de ordem N — 1 tal que

d1 C1 0 0
(05} d2 Co 0
0 a3 ds c3 .. 0 0 0

A= T ] (C.12)

an—2 dn—2 CN—2

0 an—1 dy-o

O sistema tridiagonal Ay = b pode ser resolvido por eliminacdo mediante o algoritmo
4.3 da pagina 154 do livro CONTE; DE BOOR (1980) como segue. Dados os coefici-
entes a,, d,,c,eb=>b,paran=1,...,N — 1,taisque a; =cy_; =0¢€

AnYn-1 + dpYn + CnlYni1 = bp. (C.13)
- Qg ag
Parak=2,..,.N —1:sed,_; # 0entdo d; := dy, — Ch_1 € by := by, — br_1.
dk—l dk—l
bn-1 bi — CkYk+1

Logo, se dy_1 # 0 entdo yy_1 :=

y eparak =N —2, .. 1y, =
N—-1
Esse algoritmo foi implementado através do software MATLAB para resolver alguns

problemas apresentados nesta dissertacao.



ANEXOD CASO CONDUTIVO MULTIDIMENSIONAL: EXEM-
PLO

D.1 Calculo da Solucao do Problema Local para N;(y)

Do problema local (3.27) tem-se que

assim, de i, j = 1,2, 3 pode-se escrever

i (au(y) + all(!ﬁa]gf;y(ly) + a12<y) a]glyiy) + a13(y) 3Nl(y))

Iy ys
B ON,(y) ON,(y) ONi(y)
o (o) + a5 4 0 25 ) 251
0 aN,( ) 8Nl( ) ONi(y)\
+8_y3 (a3l< )+ asi(y) aza(y) + ass(y) dys ) = 0.

Logo, da matriz do coeficiente original (4.24) chega-se em

aiyl (au(y) + an(y)agly(ly)) + aiyz (azz(y) + azz(y)aNl(y))
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Fixando [ igual a 1, 2 e 3, respectivamente, tem-se que

) ONi(y)\ 9
a—yl(an(y)Jran(y) oy )

= <a21(3/) + a22<y>ag;iy)>

0 ON1(y)\
+8_y3 (aal(y) + ass(y) s ) =0,

8%1 (am(y) + all(y)aN2<y)) T (Cm(?/) + a22(y)8N2(y)>

oy 01 0y
+8_yg (032@) + ass(y) Dy ) =0,
0 0
6%1 (als(y) + aﬂ(y)@g;(ly)> + B <a23(y) + ag(y) ];Z(Qy)>
) ON3(y)\
o (o) + o) “0 ) <o ©.1)

Mas nota-se que, da se¢éo 4.2 do Capitulo 4, a(y) = a(ys), entdo N,(y) = N,(y3)

: N, ON, :
e assume-se que y = y;. Com isso, ? aly(y?’) =0e aly@?’) — 0. Considerando
1 2

novamente os termos da matriz do coeficiente original chega-se assim em
d dN1(y)
il — D.2
dy (%3(9) dy 0, (D.2)
d dNa(y)
Bl — D.3
i (a2 ) = (03)
d dN.

Observa-se que N;(y) = N»(y), assim integrando a equagao para N; obtém-se

Ni(y) = Vo / ’ ﬁ(s)dwvb (D.5)

com V; e V; constantes. Da condi¢édo de periodicidade N (0) = N (1) tem-se que

4
0+Vi=Vo—=+V, D.6
1 0\/1—5 1 (D.6)

logo

V = 0. (D.7)
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E da condicdo (NV,(y)) = 0 chega-se em
Vi =0. (D.8)

Portanto N,(y) = N2(y) = 0. Agora, de integrar a equacao para N;(y) tem-se

dN3(y) Vs _
dy _Cl33(y) b (B9)

Aplicando o operador de valor médio chega-se em

dN3(3/>> < Va >
= -1, D.10
< dy az3(y) (B0
gue é equivalente a
|
0:\/2/ —dys — 1, (D.11)
o a33(Y)
ou seja,
‘/2 = <G§31<y3)>_1 = d33. (D12)

Substituindo em (D.9) e integrando a equagéo obtém-se

Y 1
- —y 4+ Va. D.1
Ns(y) a33/0 (1 +0.25 cos(27r3)) ds =y ? (D-13)

Se N3(0) = 0 tem-se que
V3 =0. (D.14)

Além disso, se N3(1) = 0 chegamos novamente no resultado Vs = 0. E entéo

(

0, se y=1/2,

1 3

— arctg \/jtg(ﬂy) —y, se 0<y<1/2,
Ns(y) =q 7 5

1 3

;arctg \/gtg(wy) —y+1, se 1/2<y<1.
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D.2 Calculo da Solucéao uy(x) do Problema Homogeneizado

Considere uma familia ortogonal de fun¢des da forma { sen(nmw;)}n.ijenx1,2,3}, tal
que sen(mmnz;) € sen(nmwz;) SA0 ortogonais se

1
/ sen(mmx;) sen(nwx;)dxr; =0, Ym,n € N, m # n, (D.15)
0

comi = {1,2,3}. Assim, suponha a seguinte solu¢ao para o problema homogeneizado
(4.30)

up(z) = Z Kjisen(imxy) sen(jmas) sen(knas). (D.16)

i k=1

Dessa forma, substituindo (D.16) na equacao do problema e derivar duas vezes cada
termo da esquerda chega-se em

- 15
72 Z K (i2 + 5%+ £k’2> sen(imxy) sen(jmay) sen(kmas) = 1. (D.17)

. 4
i,7,k=1,2,3

Agora, basta encontrar as constantes Kj;;,. Para isso considera-se um numero natural
I tal que i = I. E assim, multiplica-se a equagéao (D.17) por sen(I7z;). Tem-se entédo

- 1
72 Z Kijk ([2 + 5% + glf) sen®(Imzy) sen(jmas) sen(kmaws) = sen(Inz;)(D.18)

Jk=1,2,3

Aplicando a integral definida com relagéo a x; chega-se em

- V15 !
2 Z K | P+ 5%+ T/{:2 sen(jmxs) sen(kmas) / sen’(Imzy)dr,
0

Jk=1,2,3

1
= / sen(Imxy)dz;. (D.19)
0
Observa-se que, resolvendo a integral do lado direito obtém-se

cos(Imzy)

1
/0 sen(Imxy)dxr; = — = , (D.20)

0

assim, se I € um numero par a integral se anula. Logo, considera-se I como um
numero impar da forma I = (2: — 1). Com isso, a equagéo (D.19) passa a ser

0o / 4
E Kk ([2 + 52+ %kg) sen(jmazy) sen(kmrs) = =% (D.21)
m

7,k=1,2,3
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De forma semelhante, fixando j = J com J = (25— 1), multiplica-se a expresséo (D.21)
por sen(Jmxs) € em seguida aplica-se a integral definida com relagdo a z,, chegando
assim em

Z K <I2 + J% + §k2> sen(kmrzs) = 6 (D.22)

IJn4
k=1,2,3

Por fim, o mesmo processo é feito para k = K, onde K = (2k — 1). Tendo assim

64
Kk = - (D.23)
(IQ +J2 + ?I@) IJKmd
Logo, uq(x) € da forma
uo(z) = % i sen((2i — 1)mz) 865%23' — D)mxy) sen((2k — 1)mwa3) .
ij,k=1 ((2@ —1)2+(25—-1)2+ T(gk _ 1)2) (2i — 1)(2j — 1)(2k — 1)
(D.24)

D.3 Calculo da Solucao do Problema Local para N, (y)

Com o intuito de resolver o problema local para N, (y) serédo primeiramente en-
contrados os b,(y). Lembrando da secdo 4.2 do Capitulo 4, tem-se que a fonte é

2
f(xz,y) = —1. E ainda, da decomposigédo f(z,y) = bpl(y)%;—g? e da equagéo do
D l
2 A
problema homogeneizado dpla () _ f(x), chega-se em
8xp8xl
byt = Gy (D.25)

Da equacao do problema local (3.41) tem-se que

i N ONp(y)
o (0

) + ap(y) + B(aip(g;Nz(y)) + apj(y)a]g;y(,y) — bu(y) =0. (D.26)
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Abrindo o somatério para i, j = 1,2, 3 chega-se em

41 dys oy Y3

i p aNpl<y) i a aNpl(y) i a a]Vpl(y)
" Y2 ( 1(y) oI ) " Yo ( 2(y) Y2 ) " Yo ( 2(9) Jys )

i a 8Npl<y) i a aNpl(y) i a aNpl(y)
" dys ( 0 (v) oy ) " Jys < 22(y) o ) " Jys ( 2(9) Jys )

L O )N) | Aazn(y)Ni(y)) | Hasy(y) M)
Oy1 0yYs ys
ON.(y) ONi(y) ONi(y)

+ ap(y) i + ap(y) 0 + ays(y) o + ap(y) — bu(y) = 0. (D.27)

No exemplo tem-se que «a;;(y) = a;;(ys), assim N, (y) = Ny (ys3), € entdo admite-se que
ONpi(y) —0e ONpi(y)
o oy L Y2 . i .
(4.24) do coeficiente original, a equacgéo (D.27) é reduzida a

y = ys3. Disso, = 0. E ainda, considerando os termos da matriz

KA " ONu(y) INap(y)Ni(y)) | 9az(y)Ni(y)) . Oas,(y)Ni(y))
Y3 ( 33(1/) Jy3 >+ oy " Yo - ys

+as) 5 + ) — bul) = 0. (D.28)

Para p fixo de 1 a 3 chega-se, respectivamente, em

o (agg(y)aN”@)) +3(an(y)Nz(y))

+ au(y) — bu(y) =0,

Jys y3 oy
o) ONy(y)\ | Olasa(y)Ni(y)) _
8_3/3 <@33(3/) D ) + o + ag(y) — ba(y) =0,
0 ON3(y)\ | Olass(y)Ni(y)) ONi(y) B
e (a33(y) s ) + s + as3(y) 305 +az(y) —bau(y) =0. (D.29)

Como N,(y) = Nu(ys), fixando [ = 1 e considerando as solu¢des obtidas para N;(y) e
b, tem-se que

d dN11<y) .

& (a33(y) a0 ) = b1 (y) — an(y), (D.30)
i (a2 — (031)
d

dN3i(y)\
: (a33<y> u )—o. (D.32)
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Para [ = 2 fixo

i (0 ™2) —a(y) ~ 0y (034
% <a33(y)%2y<y>) 0, (D.35)
E paral =3

% (agg(y)dN;z(w) 0, (D.36)
% (agg(y)dN;Z(y)) —0, (D.37)
o (0P ) () - IO ) T ). (030

Logo, das equagdes para Ny, com p # | segue que
Niz(y) = Nis(y) = Naa(y) = Nas(y) = Nai(y) = Naz(y). (D.39)

Assim, integrando a equacao para N»; (y) tem-se

dNQl (y) CO
= , D.40
dy ass(y) ( )
onde Cj, é uma constante. Integrando novamente a equacao, chega-se em
v G
Nay) = [ -Sosds 4 c, (D41)
o a33(s)

com () constante. Logo, da condi¢do de periodicidade No;(0) = N (1) tem-se
C, =0. (D.42)
E considerando a condi¢cdo do Lema 3.1.1 (Ny;(y)) = 0 obtém-se que
Co = 0. (D.43)
Portanto,
Ni2(y) = Ni3(y) = Nar(y) = Nag(y) = Nai1(y) = Na2(y) = 0.

Do exemplo tem-se que ay1(y) = ax2(y) = 1 + 0.25sen(27y;). Além disso, sabe-se
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que by = by = 1, entdo Ny;(y) = Nao(y). Dessa forma, como y = ys, integrando a
equagao para Ni;(y) chega-se em

Yy
ANuly) _ 1 / sen(2ms)ds + Cs, (D.44)
0

ass <y> dy - 4

com (5 constante. Como ass3(y) = 1 + 0.25 cos(2my) entdo

AN (y) 1 1 1
= — 2ry) — — 4+ Cy | . D.45
dy 14 0.25cos(2my) \ 87 cos(2my) 81 M ( )

Aplicando o operador de valor médio tem-se que

<dN;y(y)> - <1 T 0.251COS(27ry) (% cos(2my) — % - OZ) > ’ (0-40)

ou ainda,

1! cos(2my) 1 ! 1
0=— dy+ (—— +C dy. (D.47
8t Jy 1+ 0.25cos(2my) y+( gr | ? /0 T+ 025 coszny) v (D47)

: 4 . L
Do Exemplo 1 do Capitulo 4 a segunda integral resulta em T Ja a primeira integral

possui a seguinte solucao analitica

cos(2my) 16 3
=4y — —— —t . D.4
/ 1+0.25 cos(27ry)dy R V157 arete (\/ﬁ g(?ry)) (0-49)

Disso, a integral no intervalo [0, 1] equivale a

/1 cos(2my) J (4 16 arct ( 3 e )>)
= — — tg(m
o 14 0.25cos(27y) Y Y V157 s V15 sy
ou seja,
1
/ cos(2my) dy =
o 14 0.25cos(27my)
16 3
4 — tg | —=t
ER .

e entao

NI

Bl

7 + (arctg( = tg(ﬂy))) 1+) , (D-30)

! cos(2my) 16 /7 - 16
/0 1+0.25 cos(27ry)dy =4- V157 (§ N <_§>> =4 - —=. (D.51)
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Assim, substituindo esses resultados na equacao (D.47) chega-se em

-1
Cy = > 5. (D.52)
8
Integrando agora a equacéo (D.45) obtém-se
1 [ cos(2ms) 4—+/15 Y 1
- d
Nua(y) 87?/0 140.25 cos(27rs)d8 * < 87 ) /0 14 0.25 cos(27s) s+
(D.53)

onde C3 € R. Observa-se que,

1 Yy 1
S 1-—-
Nii(y) 27r/o ( 1+0.25c08(27r5)> o
~ y 1
N <4 ﬁs) / ds + Cs, (D.54)
0

8 1+ 0.25 cos(2ms)
ou ainda,
Nialy) = % (y N G_E) /Oy 1+ 0.251008(27Ts)d8> TG, (D:55)
que equivale a
Nua(y) = —%Ng(y) 4 Cs. (D.56)
Lembrando que (N3(y)) = 0 tem-se
(N11(y)) = Cs, (D.57)
e pela condi¢do do Lema 3.1.1 (/V;;) = 0 chega-se em
C; = 0. (D.58)
Portanto,
Nus(y) = Noaly) = —5-Na(y).
2
A ultima equagéo a ser resolvida serd para Ns3(y), de onde tem-se que
d*N33(y) L oL das()dNs(y) o bs(y) _ Ns@) dass(y) _ ,dNs(y)

dy? ass(y) dy dy ass(y)  ass(y) dy dy
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Primeiramente sera feita uma reducédo de ordem para resolver essa equacao. Assim,

. dN:.
considere P = ﬂ tal que
dy
dP
oy ThWP=P(y), (D-59)
onde
1, dass(y) msen(2my)
P S — =— . D.
1Y) = 4z () =0 2(1 + 0.25 cos(27y)) (D-60)
Nota-se que
dNs(y) \/§ sec’ (my) . V15 1 9 (D.61)
dy — V51+3/5tg?(my) 4 140.25cos(2my) '
entao
1 s 1 4 —+/15
= — - 2 ) D.62
By =103 o (2] <2N3(y) sen(2my) + 7 cos(2my) + — ) (D.62)
Assim, considere o fator integrante e/ 7% ou ainda
el Prvdy — pln1+0.25c0sCmy)l — 1 4 ()25 cos(27y). (D.63)
Multiplicando esse fator pela equacgéo (D.59) obtém-se
[ Pi(y)dy
d(Pel V) = Py(y)ed 1)y, (D.64)
dy
que equivale a
4—+/1
AN (y) = ¢~/ Plv)dy / zN;;(y) sen(27y) + 1(:0:5(27ry) + V15 ds+C5 |,
dy 2 4 4
(D.65)
N. . N. , .
com C5 = Z <d 23@)) . E ainda, pode-se mostrar que d ;;(y) é continua. Pela
Y
y=0
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condicao de periodicidade chega-se em
Ngg(l) - N33(0) - 0 -

! 1 ™ 1 4—+/15
—N. 2 — 2 dyd
/0 1+ 0.25 cos(27y) / <2 a(y) sen(2my) + 4 cos(2my) + 4 ey

! C
+ / > dy
o 1+0.25co8(2my) 7’

ou seja,

Cs = — \21_5/0 ( L / (gNg(y) sen(27y) + icos(%ry) + ! _4\/1_5> dy) dy,

1+ 0.25 cos(27y)

(D.66)
ou ainda,
N 1 i 1 4 —+/15
o= = /01+O.25cos(27ry) <§F<y)+§sen(2w)+ 4 y) dy, (D67)
onde
Fly) = [ (No(w)sen(zy) . (D.68)

Nota-se que se 0 < y < 1/2 entdo

/ (N3(y) sen(2my)) dy = % / arctg (\/g tg(w)) sen(2my)dy — / ysen(2my)dy.

(D.69)

Da primeira integral do lado direito da equacao (D.69) tem-se

/ arctg <\/§tg(7ry)> sen(2my)dy =
3 tg(my)
2/ arctg (\/;tg(ﬂy)> (1+ tg2(my))? cos2(7ry)dy’ (D.70)

e , 3 .
resolvendo por substituicdo, considere =z = \/gtg(ﬁy). Assim,

/ arctg (\/gtg(ﬂy)) sen(2my)dy = 5% %da (D.71)
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Pelo método de integracdo por partes, pode-se assumir que u = arctg(z) e dv =

zdz
m, obtendo

/ arctg (@tg(wy)) sen(2my)dy =
6 1 arctg(z) 1 / dz
— | —= = D.72
57 ( 23/5+ 22 T3 (1+22)33/5422%))" ( )
e por fragdes parciais chega-se em
3
/ arctg <\/gtg(7ry)> sen(2my)dy =

6 1 arctg(z) 5 dz dz
51 (_53/5+z2 4 (/ 1+ 22 _/3/5+z2)) - (B73)

logo

[ et <\/§ tg(ww) sen(2my)dy =
_ 5% < % ;;gtitg N Z (arctg(z) _ \/g arctg <\/§z>>> . (D.74)
e substituindo z tem-se
/ arctg <\/§ tg(w)) sen(2my)dy = —% arctg (\/g tg(ﬂy)) cos?(my)
- <arctg (\/é tg(ww) - @ arctgug(wy») . (D75)

Ja a segunda integral na equacéo (D.69) pode ser resolvida pelo método de integracao
por partes, resultando assim

/ysen(27ry)dy = _ycos@ry) + sen(27ry)' (D.76)

s 472

Portanto, para 0 < y < 1/2 obtém-se
1 3 )
(N3(y) sen(2my))dy = —— arctg | 4/ - tg(my) | cos™(my)

- 217# (arctg (\/gtg(ﬂy)) - @arctg(tg(wy))) + yco;(jwy) - ser;(j;ry). (D.77)
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1
E para 3 <y < 1tem-se que

[ (Vatw) sentmy)) dy -

%/ arctg <\/§tg(7ry)> sen(2my)dy — /ysen(27ry)dy +/ sen(2my)dy, (D.78)
e entao
/ (N3(y) sen(2my))dy = —% arctg (\/g tg(w)) cos?(my)
_2i7r2 <arctg <\/§tg(ﬂy)> - \/garctg (tg(ﬁy))) +yc082(7T27ry) — Seif;y) —COSS:W).

(D.79)

Portanto F'(y) é da forma

G(y), se 0 <y <1/2,
F(y){

D.80
G(y) — COSSTW), se 1/2<y<1, ( )

Gy) = —% arctg <\/§tg(7ry)> cos?(Ty) — % (arctg (@tg(wy)) —

@arctg(tg(wy))) + yoos(2my) _ sen(27ry)' (D.81)

s 472

Substituindo a fun¢do F(y) na equagao (D.67), e resolvendo via implementagéo
numeérica obtém-se

s ~ —0.0159. (D.82)

E entéo, a equacgéo (D.65) é escrita como

Yy
0
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em que Cs = N33(0). Ou ainda,

Yy 1 m 1 4 — \/1—5
Naaly) = 5 F(s) + o sen(2 00159 | ds+Cs.
(y) /0 1+ 0.25 cos(27s) <2 (s) + S sen(2ms) + 1S ) s+Cp

(D.84)



ANEXO E CASO ELASTICO MULTIDIMENSIONAL: EXEM-
PLO

E.1 Calculo da Solucdo do Tensor de Coeficientes Efetivos C;j;;

Da secao 4.3 do Capitulo 4 para problemas elasticos lineares tem-se que a hete-

rogeneidade do meio percorre y3, € entdo y = y3. Logo, da equagéo do problema local
(3.153) chega-se em

d ‘ depq(?/S) . -
s (Cz3k3<y3) dys + Cispg(y3) | =0, (E.1)
ou ainda,
d AdNkpy(y)

Para cada i = {1, 2,3} obtém-se

R ) €3)
di; (023k3(y) dNZZ(y) + C23pq(y)> =0, (E.4)
% ( 33k3(y)dN]ZZM(y) + C'33pq(y)) =0 (E.5)

Integrando cada equacao com relacéo a y tem-se

dN,

Chsrs(v) Zp;<y) + Clspg(y) = Aispgs (E.6)
dN,

Cosrs(y) Zpyq@) + C'zSpq(y) = Aospgs (E.7)
dN,

Cssrs(y) lz;;(y) + Cispg(y) = Aszpg, (E.8)
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com Az, Asspg € Asspg COnstantes. Da representacdo matricial (4.38) do tensor de
coeficientes originais do problema, obtém-se para cada k = {1, 2,3}

mly) 0 0 dy Anzpg — Clzpg(y)
( 0 My 0 ) Lonlt) | ( Aviy — Cayy 1) ) (€9
0

0 Ay) +2u(y) Aszzpg — C3pg(y)

Aplicando o operador de valor médio nesse novo sistema chega-se em

() = Ao ()~ (S, 10
() = o ()~ (o), €
(") = o (orm) (ot €2
E assim,

o = (o) (S €1
o = (i) (). €14
to = (ram) o) 19

pois Ny, (y) é Y-periddico. E portanto
Dl = ) (o) - Can) G
Dl 5 () () - o E17

M — 1 < 1 >_1 < C3pg(y) > _ Cspq(y)
dy AMy) +2u(y) \Ay) +2u(y) AMy) + 2u(y) AMy) +2u(y)
(E.18)
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Substituindo (E.16)-(E.18) na equacéao do tensor de coeficientes efetivos (3.161) tem-
se

) () )~ (228=)
Cijos Caspg(y - 723 23pg

i < u(y()y)> < M(?/() )> <u(1y)> __<10 (i)(j) (y)>
(ot o) Sorme) i) €9

Calculando a equacéao (E.19) para cada i, j, p, g = {1, 2, 3} chega-se em

Oiqu = <Ciqu(y)> + <O

C’1111 = C12222 =

Ay) + 2u(y)) + <%>2 <m>_1 - <%> ’

) 1 -1 R 1 -1
U333 = <m> , Cizig = Cazes = <@> )
A 1
Cio12 = —(01111 — C'1122) (M(Z/»;

o Ay) > 1 >‘1
C'1133 C’3311 C(2233 C(3322 <>\(y)+2/i(y) <)\(y)+2ﬂ(y) ) (E20)

onde o restante dos termos sdo nulos. Pode-se entdo escrever esses termos em forma
de matriz, a qual é exibida em (4.43).

E.2 Calculo da Solucao do Problema Local para N, (y)

Para encontrar a solucdo do problema local (3.153) primeiramente obtém-se as
constantes A;s,, através das equagdes (E.13)-(E.15), onde tem-se que A;313 = Aazas =
1.0274, Aszz;n = Aszee = 2.9674 € Aszzzz = 3.0488 e as demais sado iguais a zero. As-
sim, dos problemas (E.16)-(E.18) pode-se chegar nas solugdes ndo nulas: Nji3(y),
Ni2s(y), N311(y), Naaa(y) € Niss(y). Das equagbes (E.16) e (E.17) pode-se observar
que Ni13(y) = Naos(y). Dessa forma, integrando (E.16) chega-se em

Y1.0274

———ds —y+ Cus, (E.21)
1i(s)

Ni13(y) = Nazs(y) = /O
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com C113 = Ny13(0) = Nao3(0). E entéo
N133(y) = N223(?/) =

v 1.0274 1
ds — Cus, seye (0,= |,
/0 1+ 025sen(5ms) 0 YT G S€Y ( 5)

1 E.22)
5 1.0274 Y 1 (
d 1.0274 ds — C se -1
/0 1+ 025sen(5ms) K STyt Oms SEYEC (5’ )
ou ainda,
N133(?/) = N223(?J) =
8.2192 4 5 1 1
———arctg | —=tg | — 4+ — | —y—0.0341+C413, sey e (0, |,
515 g( i g(2 y) ,—15) Y 113 Y ( 5)
1
00274y —0.0274 + 0113, Seyc <g, 1)
(E.23)

De (E.18) tem-se que N311(y) = N3go(y). Logo, integrando a equagéo tem-se que

B B Yo 29674 . Y A(s) .
Nonl0) = N = [ Serte = ) e O €29

onde 0311 = N311(O) = N322(O). ASSim,

N311(y) = Naaa(y) =
Vo 1.9674 1
ds + C311, S€ 0, -
/013+O.5sen(57rs) 5+ s, S€Y < < ’5)’
/s 1.9674 ) /y 1.9674 — 0.25 cos(0.27s)
o 3+ 05sen(5my)"” 3 + 0.25 cos(0.275)

1
ds+ Cs11, S€ Y € (5,1) ,

(E.25)

atl=

que equivale a

N311(y) = Naaa(y) =

7.8696 6  (5r 1 1
LD retg (g ( Ly ) £ —— ) —0.0142+ sy, seye (0,2 )
5mv/35 g(\/35 g<2 y> \/35> e ( 5> (E.26)

79.4784 11 5T 1
———arctg [ —tg | — —y+0.0041 +C311, S€eyE | =,1]).
5143 g( 53 g<4y)) Yy 311 Y (5 )

Finalmente, integrando a equacao (E.18) para Ns33(y) tem-se que

Y 3.0488
N. = [ — 2 ds—y+ Oy, E.27
333(9) /0 )\(s)+2,u(s) s—Y 333 ( )



com (33 = N333(0) E entao

N333(y) =

v 3.0488 1
ds — Css3, seye | 0,- ),
/0 3+ 05sen(5rs) YT Cass S€Y ( 5)

/s 3.0488 /y 3.0488 oo souc (L1
S S — -
, 3+ 0.5sen(5ms) 1 3+ 025cos(0.2ms) 00 SR EAE )

(E.28)

resultando em

Nis3(y) =

12.1952 6 57 1 1
arctg | —=tg| =y |+ —= ) —y—0.022+ Cs33, sey e (0,= |,
Er/35 g ( 35 g ( B ?J) /—35> Yy 333 Y ( 5)
1
g

1
y)) —y—00089+0333, Seyc (g,l) .

(E.29)





