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RESUMO

ZANETTE, Rodrigo. Solucao da Equacao de Difusao de Néutrons Multigrupo
Multirregiao Estacionaria em Geometria Cartesiana pelo Método da Poténcia via
Fronteiras Ficticias. 2017. 70 f. Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica)
— Programa de Pés-Graduacao em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e
Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2017.

Neste trabalho € apresentada uma solugdo da equacdo de difusdo de néutrons
multigrupo multirregiao estacionaria em geometria cartesiana pelo método da
poténcia via fronteiras ficticias. A equacao é resolvida aplicando um método iterativo
de fonte, denominado método da poténcia, que consiste em resolver a equagao de
difusdo de néutrons a cada iteragao, em que o termo fonte é sempre atualizado pelo
fluxo de néutrons da iteracao anterior. Esse processo € mantido até um determinado
critério de parada para a convergéncia da solucdo. Entretanto, em cada nova iteragao,
o termo fonte recebe novos termos, o que torna o processo muito trabalhoso. Para
superar este problema € proposta a reconstrucao do fluxo de néutrons através de
uma interpolacao. Assim, a solugao permanece em uma forma padrao para todas
as iteracdes. Todavia, quando se modelam problemas com longos dominios e varias
regides, necessitam-se polinémios de alta ordem para descrever o fluxo de néutrons
com precisdao. Neste processo de interpolacdo as matrizes envolvidas possuem
grandes dimensoes, tanto devido a ordem do polindmio quanto ao nimero de pontos
do dominio. A fim de reduzir a ordem do polindmio e as dimensdes das matrizes
envolvidas, para tornar o processo mais rapido do ponto de vista computacional,
o dominio é subdividido em R regides ficticias na qual interpola-se e resolve-se
a equacao de difusdao de néutrons localmente em cada uma dessas regides. As
constantes arbitrarias que surgem da solugao homogénea sao encontradas aplicando
condicoes de contorno, continuidade de fluxo e continuidade de densidade de
corrente nas interfaces. Para analisar a sensibilidade dos parametros nucleares na
convergéncia e no comportamento da solugado é introduzida uma perturbacdo em
cada parametro de mesma ordem de magnitude, utilizando uma flutuagao randémica
multiplicada por uma constante. Os resultados obtidos sao comparados com 0s
resultados presentes na literatura.

Palavras-chave: Equacao da Difusao de Néutrons, Método da Poténcia, Fronteiras
Ficticias, Interpolacéo.



ABSTRACT

ZANETTE, Rodrigo. Solution of the Stationary Multi-layer Multi-group Neutron
Diffusion Equation in Cartesian Geometry by Fictitious Borders Power Method.
2017. 70 f. Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de
Pés-Graduacao em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Univer-
sidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2017.

In this work it is presented a solution of the stationary multi-layer multi-group neu-
tron diffusion equation in cartesian geometry by fictitious borders power method. The
equation is solved applying the iterative power method that consists in solving the neu-
tron diffusion equation for each iteration in which the source term is always updated
by neutron flux on the previous iteration. This process is held until a determined stop
criterion for the convergence of the solution. However, for each new iteration, new
terms are added, which becomes very laborious. To overcome this problem it is pro-
posed the reconstruction of the neutron flux by interpolation. The solution remains in a
standard form for all iterations. Nevertheless, when the problem has large dimensions
and various regions, polynomials of high order to describe the neutron flux accurately
are needed. In this interpolation process the matrices involved have large dimensions,
both due to the order of the polynomial as the number of domain points. With the
aim of reducing the order of the polynomial and the dimensions of the matrices in-
volved, making the process faster in computational point of view, the domain is divided
into R fictitious regions that interpolates and solves the diffusion equation neutron lo-
cally in each region. The arbitrary constants arising from solution of the homogeneous
problem are found by apply boundary conditions, flux and current density continuity at
interfaces. To analyze the sensitivity of the nuclear parameters in the convergence and
behavior of the solution it is inserted a perturbation for each parameter of same mag-
nitude order using a random fluctuation multiplied by a constant. The results obtained
are compared with results present in the literature.

Keywords: Neutron diffusion equation, power method, fictitious borders, interpolation.
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1 INTRODUCAO

O crescimento econdmico de um pais esta diretamente relacionado a sua capaci-
dade produtiva de energia, conforme o pais se desenvolve, mais energia & consumida.
Assim é de suma importancia diversificar e ampliar a matriz energética, priorizando os
investimentos em energias que nao liberem residuos no meio ambiente, como CO,,
atendendo o Protocolo de Quioto (BRASIL (2004)) e mais recentemente o Acordo de
Paris (UNITED NATIONS (2015)).

Neste contexto, a energia provinda de reatores nucleares esta sendo vista como
uma otima alternativa, uma vez que além de atender ao protocolo e o acordo, nao
possui dependéncia de fatores climaticos, como é o caso das usinas hidroelétricas.
Além disso, apresenta enorme eficiéncia e pequenos volumes de combustivel, quando
comparada com a queima de combustiveis fosseis: carvao, 6leo ou gas natural (ROSA
(2007)). Tem-se que para cada atomo de carbono em uma reagao de combustdo sao
liberados 4, 0eV, enquanto que para cada atomo de uranio fissionado produz-se cerca
de 200 milhGes de ¢V. Deste modo, um atomo de uranio em fissao é responsavel por
liberar aproximadamente 50 milhdes de vezes mais energia que um atomo de carbono
em combustdao LEWIS (2008).

Recentemente, 0 entdao ministro de Minas e Energia, Eduardo Braga, anunciou a
reestruturagdo do Programa Nuclear Brasileiro com a flexibilizagdo do monopdlio da
Unidao em toda cadeia produtiva nuclear. Com a participacao da iniciativa privada, esta
previsto a construgcao de quatro novas usinas nucleares até 2030 e de mais oito até
2050 (BRASIL NUCLEAR (2015)). Deste modo, o Brasil entra de vez no cenario mun-
dial dos paises que geram de forma significativa a energia nucleoelétrica atendendo a
necessidade energética do pais.

A producado deste tipo de energia exige um continuo estudo do fendmeno fisico
e dos modelos matematicos que o descrevem, visando um processo mais eficiente
e seguro. O enfoque principal na producao de energia nucleoelétrica € o controle da
populacao de néutrons dentro dos reatores nucleares, pois estas particulas sao as res-
ponsaveis pela fissdo nuclear. Ao fissionar um atomo de uranio-235 sao gerados pelo
menos outros dois atomos de nimero atdmico menor que seu precursor. Também ha
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liberacao de energia (calor) e aproximadamente 2 a 3 novos néutrons (LEWIS (2008)).
Esses néutrons por sua vez sao responsaveis pelo fissao de outros atomos de uranio,
estabelecendo assim uma reacdo em cadeia autossustentavel. Para que esta reacao
nao fuja do controle e provoque um acidente nuclear é feito um controle da populacao
de néutrons de uma geracao para a outra subsequente. O ideal € que a razao entre
a populacao de néutrons de uma geragao e da geragao anterior seja em torno de 1.
Esta razao chama-se criticalidade ou fator de multiplicacao efetivo. Caso esta razao
seja menor que 1, o reator esta no estado subcritico, quando for igual a 1, no estado
critico, e se for maior que 1 supercritico. Esse fator de multiplicagao efetivo (K. ss) ou
criticalidade € um dos principais célculos a serem realizados em fisica de reatores ndao
s0O para fins de licenciamento, mas também para o acompanhamento e operacao de
uma usina nuclear durante seu tempo de vida.

Com o passar do tempo, novos modelos e métodos sao propostos para realizar es-
ses calculos, porém deve-se sempre realizar testes para verificar, tanto a capacidade
do modelo, quanto ao do método a ser empregado de prever situagoes especificas,
definindo limites de validade (qualificagdo do modelo e método). Esses testes sao
realizados utilizando-se problemas de referéncia (padroes) em fisica de reatores cha-
mados de problemas benchmark. A complexidade desses calculos esta associada a
dois fatores fundamentais: no fato do nucleo dos reatores nucleares serem compostos
por diferentes materiais (heterogeneidade) e no fato de haver aproximadamente nove
ordens de magnitude de variagao na gama de energia dos néutrons (STACEY (2001)).

Com relagao ao primeiro aspecto, dentro do nucleo de um reator nuclear existem
variedades de materiais utilizados como combustivel, liquido de arrefecimento, mode-
rador, refletor dentre outros componentes estruturais, tornando o calculo nao tao sim-
ples. Uma tatica usual para tratar esta heterogeneidade é dividir o reator em regides,
0 que chama-se de um modelo multirregido, na qual os parametros nucleares sao
considerados homogéneos (constantes) nas respectivas regioes.

Com relacao ao segundo aspecto, para calculos globais de fisica, dentro do nicleo
do reator encontram-se néutrons com diferentes niveis de energia. Para melhor mo-
delagem do fendémeno, ao invés de tratar a dependéncia energética dos néutrons de
forma continua, discretiza-se o dominio energético dos néutrons em intervalos ou gru-
pos contiguos. Isto é, divide-se o dominio energético em G grupos de energia, 0 que
chama-se de um modelo multigrupo (DUDERSTADT; HAMILTON (1976)).

A equacao que melhor descreve a populacao de néutrons em um reator é dada
pela equacao de transporte de Boltzmann, originaria da teoria cinética dos gases (DU-
DERSTADT; HAMILTON (1976)). CASE; ZWEIFEL (1967) foram os primeiros a apre-
sentar uma solucao analitica para a equacao de transporte em geometria cartesiana,
porém ainda limitada ao caso monoenergético e unidimensional. Mais recentemente,
outros autores apresentaram a solugao desta equagao em diferentes geometrias e
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multidimensdes, como, por exemplo, GONCALVES (2003), FILHO (2012), TOMAS-
CHEWSKI (2016), LAZZARI (2016).

A solucao da equacao de transporte € um desafio para ser resolvida, principal-
mente pelo fato de ser uma equacao integro-diferencial e, em problemas realisticos, o
carater multirregiao e multigrupo de energia. Para isto € feita uma aproximagao do mo-
delo de transporte para o modelo da difusdo de néutrons, utilizando-se a Lei de Fick
(DUDERSTADT; HAMILTON (1976)). Embora as condicdes exigidas para a validade
da teoria da difusao sejam raramente satisfeitas na pratica de problemas de reatores
nucleares, o uso deste modelo usualmente resulta em uma boa aproximagao para a
solucao exata da equacao de transporte.

Ao longo dos anos, uma grande variedade de métodos foram desenvolvidos para
resolver a Equagao de Difusdo de Néutrons. Esses métodos (analiticos, numéricos
e hibridos) para problemas multidimensionais foram bastante Uteis devido a possibili-
dade de recuperar informacdes sobre as caracteristicas fisicas do sistema e realizar
estudos paramétricos extensos.

Com relacdo aos hibridos e analiticos destacam-se: método que utiliza a Técnica
da Transformada de Laplace (TTL), LEMOS (2005) aplica esta técnica para o caso
unidimensional multirregido com dois grupos de energia. A metodologia utilizada é a
aplicacao da TTL separadamente em cada uma das regides homogéneas e, em se-
guida, inverte-se o fluxo transformado analiticamente pela da técnica da expansao de
Heaviside. Por fim, acoplam-se as regides através de um sistema algébrico provindo
da aplicacao das condigdes de contorno e de continuidade do fluxo nas interfaces.
Para completar a resolugao analitica, calcula-se o valor do fator de multiplicacao efe-
tivo K.;; pelo método da bisseccdo. Ja para o caso bidimensional HEINEN (2009)
e BODMANN et al. (2010) apresentam um método que combina da TTL com Técnica
da Transformada Integral Generalizada (GITT sigla inglesa de Generalised Integral
Transform Technique), em que a ordem da aplicacao das transformadas depende das
caracteristicas do problema proposto. Em geral, aplica-se primeiro a GITT em uma das
variaveis espaciais, que consiste na expansao do fluxo escalar de néutrons em uma
base de autovalores e autovetores determinados a partir de um problema de Sturm-
Liouville associado ao problema a ser resolvido. Apo6s expandir o fluxo, o problema
deve ser integrado em todo dominio nesta mesma variavel espacial fazendo o uso de
sua propriedade de ortogonalidade, obtendo assim um problema transformado. Em
seguida, aplica-se a TTL no problema transformado, onde é obtida sua solugao. Por
fim, ao utilizar a formula da inversa da GITT obtendo a solugao do problema original.
Porém, todos estes procedimentos algébricos-analiticos demandam um enorme custo
computacional, tornando a resolugao um pouco lenta.

Ainda dentro dos métodos hibridos e analiticos estao PETERSEN et al. (2010) que
utilizaram a técnica de diagonalizagéo de matrizes e um K., prescrito. Estes iniciam
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reescrevendo a equacao de difusao de néutrons na forma matricial, assim a matriz que
contém os parametros nucleares possui os autovalores distintos. Deste modo, esta
matriz € decomposta na matriz dos seus autovetores multiplicada pela matriz diagonal
dos seus autovalores e pela matriz inversa dos seus autovetores. Com esta técnica, a
equacao matricial é desacoplada em um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias
de segunda ordem, em relagao a cada grupo de energia, por fim € calculado o novo
K.r;. Recentemente, CEOLIN (2014) e SCHRAMM (2016) resolveram a equagéo de
difusdo de néutrons expandindo o fluxo escalar de néutrons em uma série de Taylor.
Primeiramente, o dominio é dividido em pequenas regides homogéneas, para que a
série de Taylor possa ser truncada com baixo nimero de termos. Em seguida, em
cada uma destas pequenas regides o fluxo de néutrons é expandido em uma série
e, por fim, com o uso das condigdes de contorno e interface (continuidade do fluxo e
de densidade de corrente), os coeficientes das séries sdo encontrados e, a0 mesmo
tempo, une as regides. Para calcular o autovalor K. utilizam o método da poténcia.

Entre os métodos numéricos destacam-se: CAVDAR; OZGENER (2004), OLI-
VEIRA (1980), MAIANI; MONTAGNINI (1999), HOSSEINI; VOSOUGHI (2013), RO-
KROK; MINUCHEHR; ZOLFAGHARI (2012), SILVA; MARTINEZ; GONCALVES (2012)
e VOSOUGHI; SALEHI; SHAHRIARI (2004). O método apresentado por CAVDAR,;
OZGENER (2004) utiliza uma mescla do Método dos Elementos Finitos (MEF) e do
Método de Elementos de Contorno (MEC), aplicando o MEF nas regides de com-
bustivel e 0 MEC nas regides de refletor. Esta aplicacao se deve, segundo os autores,
por duas razoes: o MEF provou-se muito eficiente nas regioes onde possuem fontes
de néutrons e o MEC é muito eficiente nas regides refletoras, onde nao ha fontes de
fissao de néutrons. Entretanto, cada um destes métodos geram mais incognitas que
equacoes, deste modo, sao utilizadas as condi¢coes de contorno reflexiva, de vacuum
e condicoes continuidade nas interfaces, tornando este sistema possivel de ser resol-
vido.

Outro método numérico € o Método de Matrizes Respostas (MMR), OLIVEIRA
(1980), na qual cada regiao do reator é vista como uma "caixa preta”, importando-se
apenas com o que ocorre nas interfaces. Deste modo, o reator completo € como um
conjunto de caixas, na qual cada uma tem seus respectivos parametros nucleares.
A relacao do que entra e do que sai de cada uma destas caixas formam as matri-
zes de transmissao e reflexao. Assim, ao acoplar todas as solucdes de cada regiao
obtém-se as equacoes do fluxo. Posteriormente, MAIANI; MONTAGNINI (1999) aco-
plaram o MMR com o MEC, de forma natural visto que ambos métodos trabalham
com o contorno de cada regiao. Este acoplamento se da em dois passos, primeiro
através do MEC sao obtidos os elementos das matrizes respostas para cada uma das
regidoes do dominio. Em seguida, com os elementos das varias regioes ja encontra-
das, com o MMR é encontrada a solugao global de todo o sistema. Recentemente,
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HOSSEINI; VOSOUGHI (2013) apresentaram o MEF Galerkin' (MEFG), em que con-
siste na discretizacao espacial das equacdes utilizando elementos triangulares nao
estruturados. Uma das principais vantagens da utilizacao destes elementos é a sua
superioridade no mapeamento das fronteiras curvas ou interfaces materiais. Os tes-
tes mostraram a necessidade de triangulos menores em locais proximos as barras de
controle e no limite entre o refletor e o nucleo para uma maior precisao e rapidez nos
calculos. ROKROK; MINUCHEHR; ZOLFAGHARI (2012) desenvolveram um método
nodal, Element-free Galerkin (EFG), na qual a novidade esta no livre refinamento
da distribuicao de nos, fato de grande valia nas regides onde os gradientes de fluxo
sao grandes. Também adotando um método nodal, SILVA; MARTINEZ; GONCALVES
(2012) utilizaram uma malha grossa para obter o fluxo de néutrons e em seguida, a
fim de poder descrever o fluxo de néutrons em qualquer ponto do nicleo do reator, o
fluxo é reconstruido empregando a solucao analitica da equacao de Helmholtz.

Ainda numericamente, VOSOUGHI; SALEHI; SHAHRIARI (2004) construiram a
equacao de difusao de néutrons na forma discreta evitando as derivadas de segunda
ordem para o fluxo de néutrons. A formulagao discreta trabalha com variaveis globais
associadas com as estruturas finitas de espaco (volume, superficie, linhas e pontos).
Na discretizacao, o fluxo de néutrons é uma variavel de orientacao interna, enquanto
a populacao e densidade da corrente de néutrons € associada com o volume e a
superficie de orientacao externa. Aplicando o método, as regides do nucleo do reator
sao divididas em células menores, onde se da a vinculacao interna ou externa. Com
essas células é construida a equacao de equilibrio entre a taxa liquida de produgao de
néutrons (fissdo-absorcao) no interior da célula e a taxa liquida de fuga de néutrons
gue saem dos limites célula.

HAN; DULLA; RAVETTO (2009) trazem uma abordagem dos métodos de
Diferencas Finitas, Nodal e Elementos de Contorno verificando o desempenho des-
tas abordagens numéricas pela comparacao com resultados benchmark. Os autores
utilizaram problemas bidimensionais estacionarios da difusao de néutrons. Nestes
testes, o método nodal e 0 método elementos de contorno apresentaram um melhor
desempenho e convergéncia. No caso do método de diferencgas finitas foi necessario
uma malha muito fina para obter resultados proximos com os da referéncia.

Com o referencial apresentado percebe-se que muitos métodos ja foram imple-
mentados para resolver a Equacao de Difusdao de Néutrons Multigrupo Multirregiao
(EDNMM) estacionaria, todavia o dilema entre precisao e rapidez ainda pode ser
explorado. Neste contexto, no presente trabalho propoe-se resolver a EDNMM es-
tacionaria em geometria cartesiana por um método que possibilite predizer o fluxo

10 método de Galerkin é um procedimento numérico para a determinacao da solucéo aproximada de
equagoes diferenciais parciais que pode ser aplicado para problemas de valor de contorno (REZENDE
(2005)).
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escalar de néutrons e o K.;y com satisfatdria precisdo e rapidez. Para isto, utiliza-se
o método da poténcia com a novidade que, a cada iteragao, a equacgao de difusao
de néutrons seja resolvida de forma analitica, através do método dos coeficientes a
determinar. A cada iteracao do método da poténcia, o termo fonte é atualizado com a
expressao do fluxo de néutrons da iteracao anterior. Assim, para que esta expressao
mantenha sempre uma estrutura padrao, propoe-se que ela seja sempre reconstruida
através de uma mesma interpolagao polinomial. Com a finalidade de trabalhar com
matrizes menores e melhor condicionadas no processo de interpolacao, gerando um
ganho computacional, o dominio é subdividido em fronteiras ficticias, porém respei-
tando a homogeneidade de cada regido. Desta modo, as equacdes de difusao de
néutrons sao resolvidas localmente nas regiodes ficticias e unidas com a aplicacao das
condigOes de contorno, continuidade de fluxo e densidade de corrente nas interfaces,
garantindo que o fluxo seja continuo e sem saltos nas interfaces.

Sendo assim, a metodologia proposta em que utiliza o Método da Poténcia via
Fronteiras Ficticias (MPFF) & primeiramente aplicada em problemas unidimensionais,
mais simples, com a finalidade de realizar testes avaliando seu desempenho. Pos-
teriormente é aplicado em problemas bidimensionais onde se faz necessario o uso
de uma transformada integral para recair em um problema unidimensional em que a
resolucao ja sera conhecida.

A presente dissertacao encontra-se estruturada da seguinte forma: no capitulo
2, apresenta-se a construcdo do modelo fisico-matematico de difusao de néutrons.
No capitulo 3, desenvolve-se uma metodologia para a resolucao do problema unidi-
mensional. Em seguida, aplica-se o MPFF em casos testes para a comparagcao dos
resultados com trabalhos presentes na literatura e realiza-se uma analise de sensibili-
dade da solucao ao inserir uma perturbagao nos parametros nucleares. No capitulo 4,
apresenta-se uma proposta de resolucao do problema bidimensional e, com o intuito
de verificar a metodologia, resolvem-se alguns casos testes. Por fim, no capitulo 5
encontram-se as conclusoes e as perspectivas de trabalhos futuros.



2 FORMULAGCAO DO MODELO FiSICO-MATEMATICO DE
EQUACAO DA DIFUSAO DE NEUTRONS

A equacao que melhor descreve o comportamento da populacado de néutrons é a
equacao de transporte de particulas desenvolvida por Ludwig Boltzmann'. A equagéo
do transporte de Boltzmann representa um balango matematico da producao e perda
fisica de particulas em um espaco de fase. O resultado, em sua generalidade, é uma
equacao integro-diferencial com sete variaveis independentes, isto é, trés variaveis es-
paciais, uma variavel energética, duas variaveis direcionais e uma variavel temporal.
Em geral, devido a complexidade do tratamento da equacao do transporte de Boltz-
mann e alto tempo computacional para resolvé-la, utilizam-se algumas aproximagoes
e simplificacoes.

Uma aproximacgao da equacao do transporte de néutrons muito Gtil em analises
neutrénicas é a equacao de difusdo de néutrons. A equacao da difusao € computaci-
onalmente menos custosa para ser resolvida do que a equagao de transporte, pois €
feita uma aproximagao linear na dependéncia angular, assim eliminando a carater inte-
gral da equacao de transporte. Além disso, a teoria da difusao reduz o nUmero maximo
de variaveis independentes de sete para cinco, isto &, trés variaveis espaciais, uma
variavel energética e uma variavel temporal. Matematicamente, a aproximacgao da di-
fusdo gera restricoes severas na dependéncia angular da densidade de néutrons. Fisi-
camente, essas restricdes traduzem duas exigéncias fundamentais (STACEY (2001)):

i) 0 processo de migragao dos néutrons tem que ser dominado por interagdes de
espalhamento, isto é, 0 meio material tem que ser fracamente absorvedor de néutrons;

i1) 0 processo de migragao dos néutrons tem que ocorrer longe de descontinuida-
des de materiais, onde esperam-se pequenos gradientes no fluxo de néutrons.

Na pratica, a teoria da difusdo tem sido exaustivamente aplicada em analise de reato-
res nucleares e, em geral, considerada satisfatéria. Algumas corregées baseadas na

"Ludwig Eduard Boltzmann (1844 - 1906), fisico austriaco, é reconhecido como o primeiro a aplicar
teoria atdmica (probabilistica) no estudo da termodinamica e da teoria cinética dos gases.



21

teoria da transporte, como por exemplo, a teoria da homogeneizacéo? sio feitas na
preparacao dos dados da secao de choque (STACEY (2001)). Essas corregoes sao
responsaveis pelo sucesso da teoria da difusdo em calculos neutrbnicos globais em
fisica de reatores. No entanto, existem alguns casos na qual a teoria da difusdo nao se
aplica, porque grandes gradientes estao presentes. Como por exemplo, o ligamento e
desligamento dos reatores nucleares; os locais onde sao inseridas as barras de con-
trole; em calculos de blindagem; proximo das fontes de néutrons e dos contornos, etc
(DUDERSTADT; HAMILTON (1976),LAMARSH (1966)). Nesses casos, as interacoes
entre néutrons e nlcleo-alvo sdo altamente absorvedoras e ha grandes variagoes da
populacdo de néutrons, e portanto, a teoria da difusdo nao pode ser aplicada com
confiabilidade. Ademais, a migragao de néutrons no interior de blindagens tende a ser
fortemente anisotropica e a equacao da difusdao aproxima esta situacao muito pobre-
mente.

2.1 Equacao de Difusao de Néutrons

Se for considerado um volume arbitrario V' nao reentrante, Figura 1, com néutrons
monoenergéticos, com o passar do tempo, alguns desses néutrons podem sofrer al-
gum tipo de interagao ou até escapam do meio.

Figura 1: Volume arbitrario V' com area de superficie A.

Caso este sistema possua uma fonte ela fornece néutrons adicionais ao problema
em questao. A taxa de mudanca temporal do nimero de néutrons no volume V deve
ser igual a taxa com que os néutrons sao produzidos, menos a taxa que os néutrons
sao absorvidos e que escapam de V. Este balango pode ser escrito como:

d . Taxa de Taxa de Taxa de
— [ n(u,t)dV = _ — _ — , (1)
dt Jy producao absorcao fuga

onde n(i,t) é a densidade de néutrons no ponto @ no tempo ¢, [cm~3].

2A teoria de homogeneizagao nos célculos de fisica de reatores consiste em métodos que subs-
titua uma estrutura heterogénea, materiais de propriedades diferentes, em uma mistura homogénea
equivalente destes materiais.
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Ao considerar que todos 0s néutrons presentes no volume V' sdo monoenergéticos,
gue possuem a mesma energia cinética, quer dizer que todos eles possuem a mesma
velocidade escalar v dada em [cm s~!]. Assim, ao multiplicar a densidade de néutrons
no ponto « pela velocidade dos néutrons, obtém-se o fluxo escalar de néutrons, ¢(u, t),
no ponto « no tempo ¢, dado da seguinte forma:

(i, 1) = n(d, t)o, (@)

onde ¢(u,t) é dado em [em~2s71.
Os néutrons produzidos podem ser representados por uma fonte S(w,¢) em um
determinado ponto u e tempo ¢t. Com isso, a taxa de producao € dada por:

Taxa de Producéao = / S(u,t)dV. (3)
\%4

Antes de descrever a taxa de absor¢ao € necessario definir o conceito de secao de
choque, que é um dos principais conceitos fisicos utilizados em calculos de fisica de
reatores. A secao de choque € uma medida probabilistica da ocorréncia de interacao
entre os néutrons e os nucleos-alvos. A area alvo que cada nucleo oferece para a
ocorréncia da interacao néutron-nicleo € chamada de secao de choque microscoépica,
[em?]. Ao multiplica-la pelo nimero de nucleos por unidade de volume presentes
em V , obtém-se a seg¢do de choque macroscépica ¥ dada em [cm~!] (LAMARSH
(1966);STACEY (2001)).

Deste modo, a taxa de absorcao pode ser escrita em termos do fluxo escalar de
néutrons e da secao de choque de absorcdo em um dado volume, dada por:

Taxa de Absorgao = / Yo (@) (i, t)dV, (4)
\%

onde X, (%) é a secdo de choque macroscopica de absorcao.
Os néutrons que escapam do sistema podem ser expressos em termos do vetor

—

densidade de corrente de néutrons J(u,t), em que a taxa liquida de néutrons que
cruzam um diferencial de &rea dA é dada por J(@,¢) -  dA, onde 7 é um vetor unitario
normal apontando para fora do volume V. Assim, a taxa liquida total de fuga pelo

contorno do volume V' é dado por

Taxa de Fuga = ]{ J(@,t) - 7 dA. (5)
A
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Desta forma tem-se:

/Vlaqﬁgz Dav - /S tydv — /Vz (@ )(ﬁ(ﬁ,t)dV—jif(ﬁ,t).ﬁdA_ 6)

(%

Para o prosseguimento da formulagdo, € conveniente converter a expressao da
taxa de fuga em uma integral de volume. Para isto, utiliza-se o Teorema de Gauss
(EDWARDS; PENNEY (2002)):

Jq{f(ﬁ,t)-ﬁdA:/V-f(ﬁ,t)dV (7)
A 1%
Assim, tem-se:
/lMMWt) S(ii,t) + S (@i, ) + V - T, 1) | dV = 0. (8)
v iv ot

Deste modo, a equagao (6) resulta na seguinte equagao:

1 0¢(u,t)
v Ot

+ V- J(@,t) + Se(@) (@, t) = S(4, t). (9)

Na equacao (9) tem-se uma grandeza vetorial, a densidade de corrente, f(ﬁ, t), e
uma grandeza escalar, o fluxo escalar de néutrons, ¢(i,t). Assim, necessita-se uma
expressao que permita relacionar estas duas grandezas, para que a equagao seja
escrita com apenas uma incognita. Recorre-se a Lei de Fick, originaria da quimica,
gue descreve a difusao quimica de um soluto. Esta lei expressa que a concentracao
de um soluto difunde da regiao de maior concentracao para a de menor concentragao,
e afirma que a taxa de fluxo é proporcional ao negativo do gradiente da concentracao
do soluto (LAMARSH (1966)).

A difusividade da densidade de néutrons é semelhante a do soluto, em que ocorre
da regiao de maior densidade para a de menor. Cabe ressaltar, este comportamento
dos néutrons nao é pelo simples fato de se deslocarem de uma regiao de maior
concentracdo para uma de menor concentracdo, mas pelo fato que em média os
néutrons migram da regiao de maior concentragdo para a de menor. Desta forma
tem-se:

<

(ﬁv t) = _D(ﬁ)v¢(ﬁa t)> (1 0)
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onde D(u) € o coeficiente de difusdo, fornecendo assim, uma relacdo entre fluxo e
corrente. Sendo que o coeficiente de difusdo € encontrado através do livre caminho
médio de transporte, A, (%), dados em [cm)]:

D(@i) = A”'?fﬁ), (11)

onde o livre caminho médio é a distancia média percorrida por um néutron até aconte-
cer uma reacao, na qual € o inverso da secao de choque macroscépica de transporte,
¥, dados em [em™!]:

. 1 1
B R R A ) "

Aqui 3; é a segdo de choque macroscédpica de total, [cm™!], i € o cosseno do angulo
médio de espalhamento e X, € a secao de choque macroscopica de espalhamento,
[em™1].

Na difusdao usual, a variancia do livre caminho médio esta relacionado a de-
pendéncia linear do tempo, (Au(t))2 o t, na qual aplica-se satisfatoriamente a lei
de Fick. Mas devido as aproximagodes dessa lei assumem-se algumas restricoes, tais
como: meio infinito e meio homogéneo, na qual todas as se¢des de choques sao cons-
tantes e independentes da posi¢cao. Ademais, € preciso que ndo exista uma fonte de
néutrons no meio. Além disso, o espalhamento deve ser isotropico (no maximo linear-
mente anisotropico (DUDERSTADT; HAMILTON (1976))) e o fluxo de néutrons neces-
sita variar lentamente em funcao da posicao. Mesmo sem cumprir estas restricoes da
Lei de Fick, ainda assim ao utiliza-la obtém-se bons resultados (LAMARSH (1966)).

Nestas restricoes o processo de difusao nao segue a lei de Fick, pois pode ocorrer
uma difusdo anémala. De um modo geral, na difusdo anémala, a variancia do livre
caminho médio esta relacionado ao crescimento n&o-linear do tempo, (Au(t))2 oc .
Quando tem-se: 1 < 1, chama-se de um processo subdifusivo, n = 1, chama-se de
um processo difusivo normal, n > 1, chama-se de um processo superdifusivo (PE-
DRON; MENDES (2005)). Alguns estudos ja estao sendo feitos para descrever este
aspecto da difusao anémala, na qual descrevem o termo difusivo através de derivadas
fracionarias (SCHRAMM et al. (2013)).

Neste trabalho adota-se o processo de difusao usual, assim a equacao (9) resulta
em

10(it 1

S = V- D(@)V (i, 1) + S (@)(d, 1) = S(i.1), (13)

esta é a equacao da difusao de néutrons monoenergeética.
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2.1.1 Teoria multigrupo para a Equacao de Difusao de Néutrons

A equacao de difusdo de néutrons monoenergética apresenta limitagcdo ao consi-
derar que todos os néutrons envolvidos na difusdo possuem a mesma energia cinética.
Na realidade, os néutrons presentes em um reator nuclear possuem uma grande
variagao de energia. Ha infima quantidade de néutrons com energia inferior a 0, 001eV/,
por isto assume-se uma faixa de variacdo de 0,001eV até 10MeV de energia (LEWIS
(2008)). O espectro de energia é considerado uma variavel continua, mas em fisica
de reatores assume-se a energia como uma variavel discreta, na qual seu dominio €
dividido em G intervalos de energia, conforme esquema abaixo:

Ei>FEy>--->FEq_1> Eg,

onde cada um destes intervalos sao chamados de grupos de energia, por este fato
chama-se de um problema multigrupo.

Ao se deslocarem, estes néutrons podem colidir com os nucleos atémicos presen-
tes no reator, e ao colidir ou eles sao absorvidos pelo nucleo ou sao espalhados. No
caso de serem espalhados, a colisdo com o nucleo foi elastica, ou seja, nao houve
troca de energia, ou foi inelastico, ocorrendo troca de energia. Em geral ao espa-
lharem, os néutrons perdem energia e assim sao removidos para o grupo de menor
energia.

O parametro que descreve a medida probabilistica de um néutron espalhar de um
grupo ¢’ para outro g € chamada de secao de choque macroscopica de espalhamento
Y.y4(t). Desta forma, para cada grupo de energia ha a possibilidade de ganhar ou
perder néutrons devido ao espalhamento. Os grupos em que ha ganhos de néutrons
por espalhamento sao representado por:

G
Ganhos por espalhamento = > ~ 5., (i) ¢y (i, 1), (14)

g'=1
g'#g

e 0s grupos em que ha perdas de néutrons por espalhamento sao representado por

G
Perdas por espalhamento = ~ X,/ (&) é, (i, ). (15)

g'=1
g'#g
Note que o termo X, , (i) que representa o espalhamento intragrupo néo esta nem
em ganhos nem em perdas, pois a perda por espalhamento é insuficiente para que
troque de grupo de energia.
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Desta forma, a remocao dos néutrons do grupo g € dada pela soma dos néutrons
absorvidos e pelos néutrons espalhados para fora do grupo g. Assim, obtém-se a
secao de choque macroscépica de remogao do grupo g dada por:

B

ZRg (77) = 2899’ (ﬁ) + Eag(ﬁ)- (16)

Q 9
el
Q =

Define-se também o termo de fonte no grupo g como S,(i,t), combinando estas
definicoes e com a consideracao que os valores dos parametros nucleares sao cons-
tantes, ou seja, o volume é considerado um material homogéneo. Assim, pode-se
desconsiderar a dependéncia espacial dos mesmos. Desta forma tem-se:

1 ¢, (i, 1) a

X gaf — DV, 1) + Spetby (il t) = Sy(il, 1) + > Digrgy (il 1). (17)
g ot
9#

No interior de um reator nuclear pode existir duas formas de producao de néutrons,
uma delas em funcao das fissdes e outra pela emissao da fonte externa, desta maneira
o termo fonte pode ser expresso pela soma de dois novos termos:

G
Sg(l_lf, t) = Xy Z I/g/ng/QSg/(?I, t) + S;a?t(l—[:’ t), (1 8)
g

r—1

onde y, € a probabilidade do néutron gerado em uma fissédo esteja com energia no
grupo g, X, € a se¢do de choque macroscépica de fissdo do grupo g, v, € o nimero
médio de néutrons produzidos por fissdo no grupo g e S;* € a fonte externa que intro-
duz néutrons do grupo g no sistema. Substituindo a expressao (18) na equacao (17)
chega-se a Equacao de Difusdao de Néutrons Multigrupo que é um sistema acoplado
de equagoes, dadas por:

1900, (Ut
1 9gy(01) Dy V2 (i1, t) + Syt (i, t) =
Vg ot
- = = — ext (19)
Xo D Vg Srgby (Tt) + > Saggty (i, ) + S(@, ).
g/:1 g/:1

9'#g

Em fisica de reatores é muito utilizada a Equacao de Difusao de Néutrons Multi-
grupo no estado estacionario para prever o comportamento da populagao de néutrons
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a partir da configuracao das caracteristicas geométricas e material do reator, entre-
tanto, para célculos realisticos é introduzido um autovalor K. que descreve a critica-
lidade do reator. Este problema de autovalor é criado pela caracteristica intrinseca de
nao ter fonte externa e ter condigdes de contorno homogénea.

2.1.2 Problemas de autovalores

A Equacao da Difusdao de Néutrons Multigrupo estacionaria acrescida de um auto-
valor e sem uma fonte externa € dada da seguinte forma:

G G
— — 1 — —
_ng2¢g(u) + ERngg(“) - K—ffXQ Z Vg Xy Oy () + Z 259'9¢9'<u>’ (20)
€ g'=1 g'=1
9'#9

onde K.;; é o fator de multiplicagéo efetivo. A equagao (20) é um problema de au-
tovalores e autofuncbes associados, na qual apenas o autovalor dominante e sua
autofuncao correspondente sao de interesse para os calculos globais de reatores nu-
cleares. Este autovalor dominante, K., € o parametro que descreve a criticalidade
do reator: caso a perda de néutrons for maior do que a producao tém-se um reator
subcritico (K.s¢ < 1), caso houve um balanco perfeito entre perdas e producéo tém-se
um reator critico (K.;; = 1) e caso a produgéo for maior que as perdas o reator sera
supercritico(K. sy > 1).

Outro aspecto de fundamental importancia nos calculos € que os ndcleos dos rea-
tores sao formados por diversas regides, como por exemplo, as regidoes combustiveis
e as regioes refletoras, melhor descritas e ilustradas no Apéndice A. Assim, cada uma
destas regides podem possuir parametros distintos, tornando-se um modelo multir-
regiao dada por:

G G
r r) s — r r)/ — 1 r T) [ — r )/
DYV R = o s S s, e
g'=1 /—1
9'#g

onde r sdo as regides, na qual o material € considerado homogéneo.



3 SOLUCAO DA EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS
MULTIGRUPO MULTIRREGIAO ESTACIONARIA UNIDIMEN-
SIONAL EM GEOMETRIA CARTESIANA

Neste capitulo, apresenta-se a solucdo da EDNMM estacionaria unidimensional
em geometria cartesiana pelo Método da Poténcia via Fronteiras Ficticias (MPFF).
Sao realizados casos testes, comparando-os com resultados presentes na literatura.
No final do capitulo € realizado uma analise perturbativa, na qual deseja-se perceber
a interferéncia de cada parametro nuclear no comportamento da solugao do problema.

3.1 Metodologia para o caso unidimensional

Sem perda de generalidade da Equacgao (21), a EDNMM estacionaria unidimensio-
nal em geometria cartesiana sem fonte externa, que fornece um balanco entre perdas
e ganhos de néutrons, dada por:

2

ry @ (r) ")
_Dé)@¢( )( )+ERg¢( = —XQZVQ/E +Zzsgg (x), (22)
9759

onde 0 < x < L, naqual:

L é o comprimento do meio;

r indica as regioes;

g Sa0 0s grupos de energia, emque g = 1 : G;

Dé’") € o coeficiente de difusdo do grupo ¢ na regiao r;

o7 () é o fluxo de néutrons do grupo g na regido r;

25;"; € a secao de choque macroscoépica de remogao do grupo g na regiao r;
K.y € o fator de multiplicagéo efetivo;

Xy € 0 espectro integrado de fissdo do grupo g;

vy € 0 nimero médio de néutrons liberado por fissdo do grupo ¢';

2533 € a secao de choque macroscépica de fissao do grupo g na regiao r;
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Egg)g € a secao de choque macroscoépica de espalhamento do grupo ¢’ para o g na

regiao .

Nota-se que o lado esquerdo da equacgao (22) representa as perdas de néutrons
por fuga e remocao e o lado direito os ganhos por fissao e espalhamento. A equacao
(22) pode ser reescrita na forma matricial, na qual assume-se M = M®, 3 = g e
F = F) dada por:

1
Keyy

Mp(z) = Fg(z), (23)

na qual a matriz M é dada da seguinte forma:

1 dg,;z + Z - Zsrm e - ZsGl
J— + . — o
M — 2.3512 2 d:c2 Z | Z G2 7 (24)
- Z(T) . Z r) _D(T) + z
s1G s2G e G dz2 RG GxG

o0 vetor coluna g(z):

68 @) |,

e a matriz F:
(r) (m . (r)
X1 Zfl X1V2 ng X1Va ch
F— WI.Z;? XM.ZEQ N WG.Z% , (26)
(r) (N (r)
XaGal Zfl XGV2 ZfQ Xava ch axa

sendo S = FJ(z).
A equacao descrita em (23) esta sujeita as condigoes de contorno dada por:
dog(x)

agp4(x) + B, e 0, (27)

onde g =1:G, o e § sdo constantes e |a| + |3| > 0. Com uma escolha adequada de
a e 3, estas condigdes de contorno abrangem as condi¢cdes de Dirichlet, Neumann,
Cauchy ou alguma combinacao destas (DUDERSTADT; HAMILTON (1976)).

Na resolucao do problema multirregiao utilizam-se nas interfaces continuidade de
fluxo e densidade de corrente dadas, respectivamente, por:
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r r+1)
¢§r) (z) = (ﬁgﬂ)(ﬂﬁ), —Dg) dqb(iZ;(I) _ D (r+1) dqb( ;‘x (z ) (28)
Para resolver o problema de autovalor, K.;;, € autovetor , o) (x), dominantes
em uma placa plana heterogénea, resolve-se a equacao (23) aplicando o Método
da Poténcia. Tal método iterativo de fonte é descrito por DUDERSTADT; HAMILTON
(1976) da seguinte forma:

—

. Entrada dos parametros nucleares e da geometria do problema;

.

2. Estimativa inicial para ¢ e K_;/;

. ) . 1 .
3. Resolucédo da equacdo Mg = KTS[’], ieN;
eff

4. Atualizagao do K.;; conforme

L
/ S[z—l—l]dx
[i+1] il Jo .
Keppm =Bepp ™
/ Sl gy
0

5. Critério de parada dado por

L
[i+1] _ Qli]
\KL’;}” K[z] ‘ ‘/0 S S dm‘
€1, < €2,
KL ‘/ S[H'l]d:(;‘
0

onde ¢, € ¢, sao constantes arbitrarias prescritas.

6. Caso satisfaca os critérios de parada finaliza-se o processo, caso contrario
retorna-se ao item 3.

Neste método deve-se resolver o sistema de equacdes dado em (23), caso sejam
problemas sem up-scattering, resolve-se o sistema de cima para baixo, visto que a
matriz M é triangular inferior. Assim soluciona-se uma Equacgao Diferencial Ordinaria
(EDO) de 22 ordem para cada grupo g, na qual o termo fonte S é atualizado a cada
nova iteracao pelo fluxo de néutrons da iteracao anterior.

3.1.1 Metodo da poténcia via fronteiras ficticias (unidimensional)

Tradicionalmente, as equacdes diferenciais presentes no item 3 do método da
poténcia sao resolvidas numericamente, entretanto neste trabalho propéem-se que
a resolugao seja analitica. Desta forma, o termo fonte S é sempre alimentado pelas
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expressoes dos fluxos de néutrons da iteragao anterior, tornando a metodologia muito
custosa tanto para o computador quanto para o programador, sobretudo para proble-
mas multigrupo, multirregiao e principalmente para mais de uma dimensao (onde a
solugao analitica aparece em forma de série). Como problemas multidimensionais
sao o objetivo final da metodologia, sem perda de generalidade ja é considerada sua
dificuldade intrinseca, portanto a expressao analitica no termo fonte S € descartada
desde o comego para fins de implementagao do MPFF. Assim busca-se encontrar um
mecanismo que seja capaz de expressar o fluxo, a cada iteragao, sempre na mesma
forma padrao. Cabe ressaltar que mesmo que seja feita uma manipulagdo nas ex-
pressoes dos fluxos contidos no termo fonte S, a resolucao das equacoes diferenciais
permanecem sendo de forma analitica.

A alternativa proposta para superar este problema é reconstruir a expressar do
fluxo, a cada iteracao, sempre na mesma forma padrao. Para isto, deve-se avaliar
a expressar do fluxo em pontos igualmente espacados (Az) e em seguida deve-se
interpola-los em um polindbmio de mesmo ordem m em todas iteragées. Contudo,
ao resolver problemas com grandes dimensdes € varias regides necessitam-se po-
linbmios de alta ordem para descrever precisamente os pontos. Assim, no processo
de interpolacao, (AX = B), as matrizes envolvidas possuem grandes dimensées,
tanto devido a ordem do polindbmio quanto devido o nimero de pontos do dominio,
conforme exemplo:

1z a3 -+ af Co f(zo)
1 oz 22 - a2 1 f(z1)

A=|1 xo :1:% ' |, X=| & e B=| f(x2) (29)
1 x, 22 - 2™ Cm f(zn)

A fim de reduzir a ordem do polinbmio e as dimensdes das matrizes envolvidas,
para tornar o processo mais rapido do ponto de vista computacional, divide-se o
dominio em R sub-regides (Figura 2). Estas sub-regides nao fazem parte do problema
proposto, denominam-se regioes ficticias e ao se dividir o dominio deve-se assegurar
que todas as fronteiras reais coincidam com as ficticias.
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Figura 2: Representagao de uma problema com duas regides reais e R regioes ficticias.

O proximo passo € transladar as malhas de pontos igualmente espacados, ante-
riormente avaliados, de cada regiao ficticia até a origem do sistema (Figura 3). No
entanto, cada regiao ficticia permanece com os parametros nucleares da sua regiao
de origem.
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Figura 3: Regides ficticias transladadas.

Por fim, realiza-se a interpolagao dos pontos para cada uma das partes do fluxo
e grupos de energia. Cabe ressaltar que a ordem maxima do polindmio depende da
quantidade de pontos de cada intervalo. Caso haja n pontos a ordem maxima podera
serden — 1.

No método de interpolacao polinomial utilizou-se a decomposicao QR. A escolha
deste método € devido ao fato que o nimero de pontos no interior de cada sub-regiao
altera-se conforme o intervalo Az escolhido e da decomposicao QR, pois no sistema
linear AX = B, a matriz A na maioria das vezes, nao é quadrada. Outro aspecto
favoravel € que a matriz R é uma matriz triangular superior e melhor condicionada que
a matriz A, e Q é uma matriz ortonormal (BURDEN; FAIRES (2008)). Resolvendo o
sistema tem-se:
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RX = Q'B, (30)

onde X € o vetor dos coeficientes do polin6mio. Lembrando que este processo é
realizado a cada nova iteragao para o fluxo de néutrons de cada grupo de energia, g,
e cada regiao ficticia, R.

Construido um mecanismo para que o fluxo tenha sempre uma forma padrao,
retorna-se ao problema original (23), resolvendo-o localmente. Como o problema re-
solvido é uma EDO de 22 ordem, para cada sub-regido surgem duas incégnitas, produ-
zindo um total de 2R incognitas para cada grupo de energia. Aplicando as condicoes
de contorno, continuidade de fluxo e de densidade corrente nas interfaces dadas por
(27), obtém-se um sistema linear acoplado de 2R incognitas e 2R equagoes, para cada
grupo de energia. Cabe ressaltar que a dimensao deste sistema linear independe da
quantidade de grupos, pois cada um deles é resolvido separadamente. Resolvido o
sistema, novamente via decomposi¢cdo QR, obtém-se a nova expressao do fluxo para
cada regiao ficticia e grupo de energia, dado por:

VYpy(r) = ClRe\/Ex + 02136_\/53C + @1+ QT+ T 4+ g™, (31)

(r)
na qual b = DTR-;’ e ¢r, € 0 novo fluxo para a regido ficticia R e grupo de energia g,

com q constantes arbitrarias conhecidas. Obtido o fluxo de néutrons de cada regiao
ficticia, deve-se novamente reestruturar a solugao em um unico fluxo, deslocando cada
regides ficticias para sua posigao original.

Para finalizar o processo iterativo do método da poténcia, calcula-se o novo K.y,
na qual as integrais sao resolvidas analiticamente. Apos satisfazer o critério de parada
do fluxo e do K.y, calcula-se a poténcia gerada, P, pelo reator que é calculada da
seguinte forma:

~ LG
P=p / S5, ()6, (2)d, (32)

onde £ é quantidade de energia gerada por fissao.

Pode-se normalizar o fluxo escalar de néutrons convergido pelo método da
poténcia, multiplicando-o0 pela razao entre a poténcia prescrita e a poténcia gerada
pelo reator da seguinte forma:

B () = dg(2) =, (33)

) lav!

onde P € a poténcia prescrita.

No Apéndice B apresenta-se um exemplo na qual a expressao do fluxo de néutrons
€ encontrada utilizando a expressao analitica no termo fonte. Entretanto é realizado
em um problema simples, composto por uma Unica regiao, um grupo de energia e
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unidimensional.

3.2 Resultados para o caso unidimensional

Para a implementagdao computacional da metodologia proposta é utilizado o soft-
ware Scilab em um computador pessoal com 16 GB de memoria Ram, processador
Core i7 e sistema operacional Windows. Realizam-se 4 casos testes, em todos eles
sao considerados dois grupos de energia: rapido (¢ = 1) e térmico (¢ = 2), sem up-
scattering (X, = 0) e critérios de parada ¢; = ¢, = 1071°. Os resultados obtidos sdo
comparados com trabalhos presentes na literatura. Para o Método da Poténcia via
Fronteiras Ficticias (MPFF) utiliza-se interpolacao polinomial de quarta ordem.

3.2.1 Caso Teste 1 (CT1)

A referéncia de SILVA; MARTINEZ; GONCALVES (2012) é utilizada para
comparagéo do K.ss. Para fins de comparacdo do tempo computacional a referéncia
de CEOLIN et al. (2014) é implementada e executada utilizando-se 0 mesmo software,
mesma configuracao de maquina e critério de parada.

3.2.1.1 Dois grupos de energia e uma regiao (CT1-2G1R)

Para este caso teste tem-se: —50 < z < 50; condi¢des de contorno de Dirichlet
$q(—50) = 0, ¢4(50) = 0 e pardmetros nucleares conforme Tabela 1.

Tabela 1: Parametros nucleares do CT1-2G1R.

9 D, YiRg vYfg Ysgg
1 1,4380 0,02935 0,000242 0,00000
2 0,3976 0,10490 0,155618 0,01563

Tabela 2: Autovalores dominantes (K. ;) para CT1-2G1R.

SILVA; MARTINEZ; GONCALVES (2012) CEOLIN et al. (2014) MPFF

Kegy 0,7586362 0,758630 0,7586314

Para fim de comparagao do K., utiliza-se Ax = 0,5cm para o MPFF. Pode-se
observar uma precisao de 5 casas com a referéncia adotada, o que sugere uma
excelente concordancia para calculos globais em fisica de reatores. Para obter a
mesma precisao de 5 casas, o método implementado de CEOLIN et al. (2014) uti-
liza um Az = lem. Os tempos computacionais para o Caso Teste 1 sdo: MPFF =
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2,1s e CEOLIN et al. (2014) = 66,3s. Pode-se notar um ganho computacional de apro-
ximadamente 31 vezes com relagdo a referéncia adotada para fins de comparagao
computacional.

O valor do fluxo de néutrons (rapido, e térmico) obtidos sdo comparados pelo
método utilizado por CEOLIN et al. (2014), na qual na Tabela 3 é representado pelo

| b)) — 9 () |
| Gg(x) |

indice superior "ref’e € calculado o Desvio Relativo,

Tabela 3: Fluxo escalar de néutrons para CT1-2G1R.

r ¢(z) "/(z) Des. Relativo  ¢,(x) /() Des. Relativo
-50 0,00000 0,00000  0,00000  0,00000 0,00000  0,00000
-40 2,45878 2,45867 4,47 x 1075 0,36499 0,36497 548x107°
-30 4,67688 4,67668 4,28 x 1075 0,69425 0,69422 4,32x107°
-20 6,43717 6,43690 4,19x107° 0,95556 0,95552 4,19x107°
-10 7,56735 7,56703 4,23x107° 1,12332 1,12328 3,56 x 10°°

0 795678 7,95644 427x10°° 1,18113 1,18108 4,23x10°°
10 7,56735 7,56703 4,23x107° 1,12332 1,12328 3,56 x 10~°
20 6,43717 6,43690 4,19x10™° 0,95556 0,95552 4,19 x 1075
30 4,67688 4,67668 4,28x10°° 0,69425 0,69422 4,32x10°°
40 2,45878 2,45867 4,47 x107° 0,36499 0,36497 5,48 x 1075
50 0,00000 0,00000  0,00000  0,00000 0,00000  0,00000

Como ilustragcao o fluxo escalar de néutrons (rapido e térmico) podem ser obser-
vados na Figura 4. Percebe-se a satisfacdo das condigdes de contorno e um fluxo
maximo no centro do dominio.
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Figura 4: Grafico do CT1-2G1R.
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3.2.1.2 Dois grupos de energia e duas regides (CT1-2G2R)

Para este caso teste tem-se: 0 < z < 50cm, condigdes de contorno mista - ¢, (0) =
0 e ¢,(50) = 0, interface real em = = 30cm, na qual a regido 1 (0 < z < 30cm)
corresponde a regiao combustivel e a regiao 2 (30cm < x < 50cm) corresponde a
regido refletora, e parametros nucleares conforme Tabela 4.

Tabela 4: Parametros nucleares do CT1-2G2R.

Regiéo D, D, Y1 > R I/Zfl I/Efg Y612
1 1,43800 0,397600 0,029350 0,104900 0,000242 0,155618 0,01563
2 1,87142 0,283409 0,035411 0,031579 0,000000 0,000000 0,03434

Tabela 5: Autovalores dominantes (K.s) para CT1-2G2R.

SILVA; MARTINEZ; GONCALVES (2012) CEOLIN et al. (2014)  MPFF
Kesy 0,7346988 0,734476 0,734919

Aplicando os parametros e as condigdes indicadas, observa-se que a precisao
neste caso teste é de 3 casas em comparacao com a referéncia adotada. Cabe ressal-
tar que para o MPFF obter o resultado 6timo (tempo vs precisao) utiliza-se Ax = 1cm.
Para se obter os resultados deste teste, o método de CEOLIN et al. (2014) utiliza
Az = 2cm. Os tempos computacionais sao MPFF = 1,8s e CEOLIN et al. (2014) =
7,8s. Observa-se um ganho computacional de aproximadamente 4 vezes com relacao
a referéncia. Aqui, cabe ressaltar que os tempos computacionais sao relativamente
pequenos, em relagao ao CT1-2G1R, devido ao tamanho do Az. Este caso teste
admite maiores valores de Az, pois mesmo se for reduzido, permanece com a con-
cordancia de 3 casas com a referencia adotada. Assim, opta-se em permanecer com
os resultados com melhor tempo computacional.

O valor do fluxo de néutrons (rapido e térmico) obtidos sdo comparados com 0s
obtidos pelo método utilizado por CEOLIN et al. (2014) na qual na Tabela 6 é repre-
sentado pelo indice superior "ref’e é calculado o desvio relativo.



Tabela 6: Fluxo escalar de néutrons para CT1-2G2R.

r ¢y(z) "“/(z) Des. Relativo  ¢(z) v“/(z)  Des. Relativo
0 6,14135 6,16161 3,30x10™ 0,90945 0,91241 3,25x 1073
10 5,64914 566422 2,67x10°® 0,83657 0,83876 2,62x 1073
20 4,25034 4,25144 259x10* 0,63151 0,63136 2,36 x 10~*
30 1,94779 1,92850 9,90x10® 0,72640 0,72522 1,62x 1073
40 0,46266 0,45718 1,18x 102 0,54130 0,53706 7,83 x 1073
50 0,00000 0,00000  0,00000  0,00000 0,00000  0,00000
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Como ilustracao o fluxo escalar de néutrons é apresentado na Figura 5. Percebe-
se a satisfagcdo das condi¢des de contorno e um fluxo maximo na origem do dominio.

Fluxo de Néutrons (N /cm?s)
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___________________
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Figura 5: Gréfico do CT1-2G2R.

Na Figura 5 observa-se a satisfacao das condigoes de contorno € um aumento do
fluxo térmico no inicio da regido refletora que é devido a contribuicdo dos néutrons
rapidos, que surgem na regido combustivel, e ao chocarem com atomos da regido
refletora espalham e se tornam térmicos.

3.2.2 Caso Teste 2 (CT2)

Para o segundo caso teste utiliza-se como referéncia LEMOS (2005), que apre-
senta resultados para um problema com dois grupos de energia e duas regides (2G2R)
com dominio 0 < x < 30cm e interface em = = 10cm, na qual aregiao 1 (0 < z < 10em)
corresponde a regiao combustivel e a regiao 2 (10cm < x < 30cm) corresponde a
regido refletora, e condigao de contorno mista -£ ¢, (0) = 0 e ¢,(30) = 0. Os pardmetros
nucleares utilizados encontram-se na Tabela 7. A poténcia prescrita € de P = 10~W
e a quantidade de energia gerada por fissdo adotada € de E = 200M eV /fissao.
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Tabela 7: Parametros nucleares do CT2-2G2R.

Regido D, D, YR Y2 v vYifo Yis12
1 1,6797 0,4754 0,02309 0,07886 0,005008 0,09713 0,01423
2 0,6702 0,1509 0,09013 0,03277 0,000000 0,00000 0,09084

Cabe salientar que LEMOS (2005) utilizou como critério de parada 10~2, assim
simulou-se um caso com mesmo critério e outro com um critério de parada mais fino,
10719, para possiveis comparagoes futuras.

Tabela 8: Autovalores dominantes (K.;y) para CT2-2G2R.

LEMOS (2005) MPFF(10-2) MPFF(10-0)
K.;; 0,70139961 0,70166267 0,70069544

O valor do fluxo de néutrons (rapido e térmico) normalizados pela poténcia obtidos
com critério de parada 10~2 sdo comparados com os obtidos pelo método utilizado por
LEMOS (2005) que sao apresentados na Tabela 9 e representado pelo indice superior
llref”.

Tabela 9: Fluxo escalar de néutrons para CT2-2G2R.

r ¢i(x) "“/(z)  Des. Relativo  ¢y(2) /()  Des. Relativo
0 122402 121995 3,33x107% 22309,96 22265 2,02 x 1073
5 113041 113055 1,21 x107% 2361543 23618,6 1,34 x 1074
10 78503,7 78614,9 1,42 x 1072 4522424 452925 1,561 x 1073
20 2004,33 2007,17 1,42 x 1073 9611,38 9625,04 1,42 x 1073
30 0 -7,45 x 107 - 0 1,19x 1077 -

Como ilustracao o fluxo escalar de néutrons normalizado pela poténcia é apresen-
tado na Figura 6 e percebe-se a satisfacao das condigoes de contorno e um aumento
do fluxo térmico no entorno da interface devido a contribuigao do espalhamento.
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Figura 6: Grafico do CT2-2G2R.

3.2.3 Caso Teste 3 (CT3)

O terceiro caso teste utiliza dois grupos de energia e trés regides (CT3-2G3R).
Este teste € muito usado para a validacao dos modelos, visto que na literatura sao en-
contrados resultados benchmark. A geometria do problema consiste em um dominio
com Ocm < z < 240cm, interfaces reais em = = 40cm e x = 200cm, na qual a regiao
1 (0 < x < 40cm) e regiao 3 (200cm < z < 240cm) correspondem as regidoes com-
bustiveis e a regiao 2 (40cm < x < 200cm) corresponde a regiao refletora, o problema
possui condi¢des de contorno de Dirichlet ¢,(0) = 0 e ¢,(240) = 0 e parametros nucle-
ares conforme Tabela 10.

Tabela 10: Parametros nucleares do CT3-2G3R.

Regiéo D, D, ERI ERQ szl I/Efg 2512
1ie3 15 05 0,026 0,18 0,010 0,200 0,015
2 1,0 0,5 0,020 0,08 0,005 0,099 0,010

A comparagao dos resultados do K.;r e da poténcia por regides é feita com o
benchmark dado por POLLARD (1977) e com CEOLIN et al. (2014), como pode ser
observado na Tabela 11.
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Tabela 11: Resultados do K., e da poténcia por regides para CT3-2G3R.

K.y 1% Regiao 22 Regiao 3® Regiao
POLLARD (1977)  0,90156  0,2790 0,4421 0,2790
CEOLIN et al. (2014) 0,90160  0,2789 0,4422 0,2789
MPFF 0,90159  0,2788 0,4423 0,2788

Para o MPFF utiliza-se Ax =0,25cm e para CEOLIN et al. (2014) Az = 1em.
Pode-se observar uma precisao de 4 casas com a referéncia adotada para fins de
comparagao, o que sugere uma o6tima concordancia para calculos globais em fisica
de reatores. Os tempos computacionais para o Caso Teste 3 sao: MPFF = 41,37s e
CEOLIN et al. (2014) = 1064,36s (17min e 44s). Pode-se notar um ganho computaci-
onal de aproximadamente 25,7 vezes com relacao a referéncia adotada para fins de
comparagao computacional.

O valor do fluxo de néutrons (rapido e térmico) obtidos sdo comparados com CE-
OLIN et al. (2014) na qual na Tabela 12 é representado pelo indice superior "ref”.

Tabela 12: Fluxo escalar de néutrons para CT3-2G3R.

b1 () "/(z) Des. Relativo  ¢s(z) »“/(z) Des. Relativo
0 0,00000 0,00000  0,00000  0,00000 0,00000  0,00000

20 9,21552 921986 4,71x10~* 0,76307 0,76343 4,72x10°*
40 10,5015 10,5061 4,38x10~* 1,02871 1,03011 1,36 x 1073
60 6,32363 6,32361 3,20x10°® 0,79371 0,79371  0,00000

80 4,06365 4,05966 9,82x10~* 0,51009 0,50959 9,80 x 10~*
100 2,91647 2,90991 225x10® 0,36609 0,36527 2,24 x 103
120 2,56623 2,55879 2,90x10~° 0,32212 0,32119 2,89 x 1073
140 2,91647 2,90991 225x10~® 0,36609 0,36527 2,24 x 1073
160 4,06365 4,05966 9,82x10* 0,51009 0,50959 9,80 x 10~*
180 6,32363 6,32361 3,20x10°° 0,79371 0,79371  0,00000

200 10,5015 10,5061 4,38x10~* 1,02871 1,03011 1,36x107°
220 9,21552 9,21986 4,71 x10* 0,76307 0,76343 4,72 x 10~*
240 0,00000 0,00000  0,00000  0,00000 0,00000  0,00000

8

Como ilustracao o fluxo escalar de néutrons é apresentado na Figura 7, percebe-
se a satisfacao das condigdes de contorno e um aumento do fluxo térmico no entorno
das interfaces devido a contribuicao do espalhamento.
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Figura 7: Gréfico do CT3-2G3R.

3.3 Analise perturbativa para o caso unidimensional

Nesta secao, analisa-se o comportamento da solugdo da EDNMM estacionaria
via MPFF introduzindo uma perturbagao nos parametros nucleares. O objetivo desta
analise € averiguar o grau de interferéncia de cada parametro na convergéncia e do
comportamento da solugdo. Deste modo, um Unico parametro é perturbado a cada

teste e esta analise é realizada no software Scilab.
Para os testes de sensibilidade utilizam-se os parametros e geometria do problema

apresentado no CT3-2G3R. Como é um problema com 3 regides, sendo a 12 e a 32
com parametros nucleares iguais, respeita-se esta caracteristica ao aplicar o mesmo

valor perturbativo.

Os primeiros testes realizados tém o intuito de encontrar os valores maximos que
cada parametro pode ser perturbado e, mesmo assim, os autovalores dominantes
permanecem com 4 casas de precisdo. Este critério € usado em virtude que o MPFF
converge com 4 casas em relagao a referéncia adotada. Nestes testes a perturbacao
é inserida no inicio do algoritmo, na qual sao introduzidos os parametros nucleares do
problema. Como o mesmo parametro possui valores diferentes para cada regiao, a
perturbacao inserida deve possuir um percentual igual para cada regiao. Por exemplo,

ao perturbar os paramentos em 10% tem-se:

DV = pM 4 pM .o 10,
D =p® 4+ p® .0 10;

p¥ =p¥ 4+ pB® .0 10.
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Os percentuais maximos que cada parametro nuclear admite para que os autova-
lores ainda concordem com a precisao descrita, estao dispostos na Tabela 13:

Tabela 13: Percentuais maximos da perturbagao.

Parametro Porcentual

D, 0,0150%
D, 0,4100%
Ynr1 0,0011%
YRo 0,0015%

VS 0,0028%
VS 0,0015%
S 0,0015%

Novos testes sao realizados ao somar ao parametro desejado uma funcao
randémica, que a cada iteragao do método da poténcia assume um novo valor pro-
porcional ao tamanho do parametro. O Scilab possui uma ferramenta chamada rand,
que toda vez que € chamada assume um novo valor entre 0 e 1. Para que o parametro
perturbado oscile dentro de uma faixa de valores, maiores e menores que o parametro
real, subtrai-se 0,5 da funcao rand e multiplica-se por 2, deste modo a variagao pro-
duzida sera de —1 a 1. Construido o fator perturbativo, deve-se multiplica-lo pelo
parametro desejado e por um fator percentual. Assim, a perturbacao inserida € da
forma:

a=V-v-(rand—0,5) -2, (34)

onde ¥ é o parametro que se deseja perturbar € a constante v é a porcentagem de
variacao desejada.

Da mesma forma que os testes anteriores, como os parametros nucleares da 12
e da 32 regides sao iguais, respeita-se esta caracteristica ao aplicar o mesmo valor
randdmico para estas regides. Por exemplo, para o caso do coeficiente de difusdo do
grupo 1 (D\"):

a:D§1)~’y~(7’and—0,5)~2,

B:D§2)-'y-(rand—0,5)~2,

para regioes 1 e 3:
DY =1,5+aq,
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D¥ =15+a,

para regiao 2:
D =1,0+ 4.

A grandeza da perturbacao deve respeitar uma certa faixa de valores, para que
mesmo com a perturbacao a solugao do problema possa convergir. Foi usado um
critério maximo de 800 iteracoes. Para isto é feito uma serie de tentativas buscando
encontrar o limite de convergéncia. Na Tabela 14 sao apresentados os resultados
encontrados para a porcentagem maxima de variacao que cada parametro admite.
Os parametros estao dispostos da ordem decrescente em relagao a porcentagem de
variacao.

Tabela 14: Perturbagao dos parametros nucleares.

Parametro ~y

Dy 7,00%

D, 0,90%
Y12 0,04%
v¥n 0,02%
I 0,01%
Y r1 0,01%
Y Ro 0,01%

Além de encontrar os intervalos de convergéncia dos parametros perturbados, com
a amplitude maxima, sao simulados 30 vezes para cada parametro, com o objetivo de
encontrar a faixa de variagéo do K.y € o comportamento dos fluxos (rapido e térmico).
A Tabela 15 apresenta os valores maximos, minimos e média dos K.;; para as 30
vezes em que sao simulados com os parametros perturbados.



Tabela 15: Valores dos K.y para cada parametro perturbado.

Parametro  Maximo Minimo Média

D, 0,9017088 0,8997128 0,901354

D, 0,9017527 0,9006341 0,901531
YR1 0,9017380 0,9006053 0,901440
Y ro 0,9016165 0,9002317 0,901346
vy 0,9016333 0,9001131 0,901395
VY 0,9016403 0,8998142 0,901467
Y12 0,9017428 0,8992533 0,901363
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Sabendo que o valor do K.;; sem a perturbacdo é de 0,901596, deste modo, ao
compara-lo com os valores médios percebe-se uma boa concordancia. Uma pequena
diferenca entre eles ja era esperada visto as pequenas alteracdes nos valores dos
parametros.

Devido a pequena escala do fluxo térmico em comparacao ao rapido, apresenta-
se os graficos com os fluxos de néutrons separados entre os rapidos e os térmicos.
Deste modo, o comportamento de ambos pode ser observados mais claramente.

A Figura 8 e Figura 9 apresentam os fluxos de néutrons rapido e térmico, na qual
em cada uma das subfiguras ilustra o comportamento do fluxo encontrado no CT3-
2G3R e o fluxo com a incidéncia da perturbagao de um Unico parametro. Deste modo,
cada uma das subfiguras contém uma curva sem perturbacao dos fluxo de néutrons
€ uma curva com a perturbada deste mesmo fluxo. Sendo que a curva perturbada
plotada € a que apresentou maior variagao, ou seja, as demais curvas perturbadas
estao entre esta e a nao perturbada.
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Figura 8: Graficos do fluxo de néutrons rapido: com e sem perturbagao.
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Figura 9: Graficos do fluxo de néutrons térmico: com e sem perturbagao.

Ao observar a Figura 8 e a Figura 9 percebe-se um comportamento semelhante nos
graficos que contém os parametros perturbados, na qual as linhas que representam
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o fluxo de néutrons perturbado estdo abaixo nas regides combustiveis e acima na
regido refletora em relagao as nao perturbadas. Esta analise pode auxiliar na tentativa
de homogeneizar o fluxo de néutrons e a geracao de poténcia. Possibilitando saber
quais devem ser os parametros nucleares que tornem o fluxo fique o mais homogéneo
possivel, e assim compor um assembly com um arranjo que os forneca.



4 SOLUCAO DA EQUACAO DE DIFUSAO DE NEUTRONS
MULTIGRUPO MULTIRREGIAO ESTACIONARIA BIDIMENSI-
ONAL EM GEOMETRIA CARTESIANA

Neste capitulo é apresentada a metodologia de solugao da EDNMM estacionaria
bidimensional em geometria cartesiana. Novamente propoem-se resolver a equacao
utilizando o Método da Poténcia em que, a cada iteragao, o fluxo escalar de néutrons
deve ser interpolado em uma forma padrao. Em seguida sao realizados casos testes,
a fim de comparar os resultados numéricos com outros trabalhos presentes na litera-
tura e uma analise perturbativa, na qual deseja-se perceber a interferéncia de cada
parametro nuclear no comportamento da solugao do problema.

4.1 Metodologia para o caso bidimensional

A EDNMM estacionaria bidimensional em geometria cartesiana sem fonte externa
€ descrita da seguinte forma:

o (%05 | e ETE IR BIVIE WS R S NS R
Dy 0x? T y? + Xpgdy = KffXng/g/Efg,gbg, + ngg’ygbg’ ’ (35)

e g'=1 =1

g’#g
onde ¢, = ¢4(z,y); 0 <z <Ly e0<y< Ly L e L, sdo as dimensdes de uma placa
plana retangular; ¢ sdo os grupos de energia, na qual ¢ = 1 : G e r sao as regioes,

conforme Figura 10.
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Figura 10: Esbogo de uma placa plana com suas r regioes.

O sistema de equacoes (35) obedece as seguintes condi¢des de contorno, na qual
or',, é definido como o contorno:

¢
Oélg%‘arm + By 8xg ATy, =0
19)0)
a29¢9‘8F0 + B 8yg ooy O
a o (36)
9259 = 0
@39¢g|arw,L ﬁgg Mory
a¢g _ 0

g, + 025
g 9‘81“L17y g 8y aFLl,y

onde « e [ sdo constantes e |o| + || > 0. Uma escolha adequada destas constantes
abarcam as diversas condicoes de contorno, como por exemplo: Dirichlet, Neumann
ou Cauchy.

Na resolucao de problemas multirregido utilizam-se nas interfaces continuidade de
fluxo e densidade de corrente, dadas respectivamente por:

o (@, y) = o5 (2, y),

_p @) pesn 08 @) 008 @y) e 285 @y)
g Ox Ox ’ 9 oy oy

(37)

Analogo ao caso unidimensional, resolve-se o sistema de equagdes (35) com as
condicdes de contorno (36) utilizando o método da poténcia.

4.1.1 Método da poténcia via fronteiras ficticias (bidimensional)

Na solugao de problemas bidimensionais, o acréscimo de uma nova dimensao
traz consigo novas dificuldades além das encontradas no caso unidimensional. Por
isto, propdem-se a continuidade da metodologia empregada no caso unidimensional
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somada a uma transformada integral que possa reduzir as equacoes diferenciais par-
ciais em EDO’s. Aplicando esta metodologia encontra-se o autovalor dominante e sua
respectiva autofuncgao.

A transformada integral utilizada é a Transformada Finita de Fourier Seno (TFFS),
visto que o possui condigdes de contorno de fluxo nulo?, dominio finito e pela facilidade
de obter a sua inversa através do somatério da solugdo do problema transformado
(DEBNATH; BHATTA (2015)).

Definicao 1 (Transformada Finita de Fourier Seno). Se ¢(x) é uma fungao continua
ou continua em um intervalo finito 0 < x < L, a transformada finita de Fourier seno de
¢(x) é definida por

Fs{o(x) / o(x) sen mm)da: (38)

onde n é um inteiro.

Na solucao de problemas que envolvem equacdes diferenciais utilizam-se também
as transformadas das derivadas, dadas por

S - T o), (39)
PN L o) + I (00) - opeostum)). (40

na qual F. {¢(x)} é a transformada finita de Fourier cosseno.

Ao aplicar a transformada finita de Fourier seno na variavel y do problema pro-
posto recai-se em um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDO’s) na variavel
x. Sem perda de generalidade, a aplicacao da TFFS em (35) para problemas ho-
mogéneos com dois grupos de energia, sem up-scattering e com fluxo nulos no con-
torno resulta em:

Por(a,n)  wwoian)  Smoren) 1 (nEpéi@n) | vwSpés(sn)
d$2 L% Dl Keff D1 Dl

C)
Pga(x,n)  n*mGy(x.n)  Sragp(z.n)  Naadi(z,n)

dz? L3 Do B Do
onde ¢(z,n) € o fluxo de néutrons transformado. Apds resolver este sistema EDO’s
deve-se aplicar a Transformada Inversa de Fourier Seno, reconstruindo a expressao

do fluxo de néutrons nas variaveis x e y. Esta expressao € escrita na forma de um
somatorio infinito da seguinte forma:

"No caso de possuir condigdes de contorno de corrente nula em = = 0 e y = 0, pode-se expandir o
dominio para os outros quadrantes e tornar o problema com todas condi¢des de contorno de fluxo nulo.
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Og(z,y) = L% > @@, n)sen (n[iry) . (42)

2

Esse somatorio deve ser truncando em um determinado n, quando escolhido ade-
gquadamente acarreta em pequenas perda de informacdes. Para isto, propdem-se
como critério de parada do somatério o modulo do elemento que esta sendo somado,
dada por:

ggg(xi, n)’ < €3 (43)

onde z; € 0 ponto em que esta sendo calculado o somatorio da inversao e e3 € uma
constante arbitraria muito pequena. Por inspegao, observa-se que com o aumento
de n as contribuicoes decrescem, tornando a solugao convergente em cada ponto do
dominio.

De forma analoga ao caso unidimensional, a cada iteragdo do método da poténcia
necessita-se que a expressao do fluxo de néutrons assuma uma forma padrao. Para
isto propde-se que a malha de pontos provinda do somatério da transformada inversa
seja interpolada em uma funcao interpoladora que combine fung¢des polinomiais em x
e y, dada da seguinte forma:

onde ¢, e d,, sdo constantes e N e M representam a ordem dos polindmios em z € y
respectivamente. A escolha deste tipo de fungao interpoladora é devido a facilidade de
se trabalhar com elas, por possuir poucas restricoes e pelos bons resultados obtidos
no caso unidimensional. No final de cada iteragdo do método da poténcia, uma vez
obtido a expressao do fluxo de néutrons para todos os grupos g, calcula-se o novo

Keff:
Ly Lo )
/ / St dydx
K[H—U _ K[i] 0 0

eff eff T ;L1 Ly ’
/ / St dyda
0 0

4.2 Resultados para o caso bidimensional

A implementacdo computacional é realizada em mesmo soffware e mesma
maquina dos casos apresentados no capitulo anterior. Realizam-se 2 casos testes,
um homogéneo e outro heterogéneo, em ambos sdo considerados: dois grupos de
energia: rapido e térmico, e sem up-scattering (X,,; = 0). Os resultados numéricos
sao comparados com trabalhos presentes na literatura.
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4.2.1 Problema homogéneo

Neste problema é utilizada a referéncia de HEINEN (2009) para comparagcao do

K.rs e dos fluxos de néutron (rapido e térmico). Ele € composto por uma unica regiao

. : 0 0
quadrada de 6¢m x 6¢m, com condigoes de contorno mista: 99 =0 9%

ox lor,o Oy lary,
(/)g|aF . =0 ¢g|8F6 = 0 e parametros nucleares conforme dispostos na Tabela 16.
x, sY

Tabela 16: Parametros nucleares do problema homogéneo.

g Dg ERg szg Esg’g
11,6497 0,02309 0,005008 0,00000
20,4754 0,07886 0,097130 0,01423

Como o presente trabalho propée utilizar a TFFS, as condi¢goes de contorno de-
vem ser do tipo de fluxo nulo e dominio nao negativo. Assim para utilizar a metodo-
logia proposta, deve-se espelhar o dominio para os outros quadrantes e, em seguida,
transladar para a direita e para cima, conforme Figura 11. Desta forma, os contornos
tornam-se nulos e dominio 0 < x <12e 0 <y < 12.

Figura 11: Adaptando o dominio para a solugdo do problema.

Na interpolagao dos pontos o MPFF utilizou uma fungao interpoladora dada por

by = (c1 + 2w + c38” + c42”) (c5 + oy + cry” + csy® + coy?). (45)

Neste caso teste o critério de parada adotado para o fluxo de néutrons e 0 K.s; €
de 10!, este mesmo valor é utilizado no critério de parada que define a quantidade de
termos do somat6rio na inversao da TFFS. Esta quantidade pode alterar-se de ponto
a ponto, mas em um geral poucos termos sao necessario para satisfazer o critério de
parada, como pode ser observado na Tabela 17. Esta tabela apresenta os valores
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de cada termo do somatorio no ponto (6,6) da ultima iteragao do método da poténcia
quando adotado n = 7.

Tabela 17: Valores de cada termo do somatorio.

$1(6,6) $2(6,6)

6,06712 0, 599438
—3,225 x 10722 —1,890 x 10~23
1,339 x 1071 4,339 x 10713
1,561 x 1072% 1,155 x 10~
—9,610 x 10713 —3,474 x 10714
—2,983 x 1072*  —2,351 x 1072
1,755 x 10713 6,562 x 10715

N OO e W NN =3

O autovalor, K., encontrado por HEINEN (2009) é 0,0585989, enquanto que o
valor obtido por MPFF é 0,0585997, na qual utiliza-se um Ax = 0,25cm. Pode-se
observar uma precisdo de 5 casas com a referéncia adotada, o que sugere uma ex-
celente concordancia para calculos globais em fisica de reatores. O MPFF necessitou
de 3,34s para obter os resultados numéricos.

Lembre-se que para aplicar a metodologia proposta o dominio foi expandido e des-
locado, assim, depois de obtida a solucao desloca-se novamente o dominio para sua
posicao de origem.

Nas Tabelas 18 e 19 sao apresentados os resultados numéricos do fluxo de
néutrons rapido e térmico, na qual sdo normalizados pela seu maior valor, respec-
tivamente. Estes sdo comparados com os obtidos por HEINEN (2009), onde estao
representados pelo indice superior “ref”.

Tabela 18: Fluxo escalar de néutrons rapidos do problema homogéneo.

y  1(0,y) "/(0,y) Des. Relativo  ¢y(3,v) */(3,4) Des. Relativo
0,0 1,000000 1, 00000 0, 00000 0,707107 0,70710 9,6 x 1076
1,5 0,923880 0, 92388 5,4 x 1077 0, 653282 0, 65328 2,3 x 107
3.0 0707107 0,70711  4,5x 106  0,500000  0,49999 2.0 x 10°
4,5 0,382683 0, 38268 8,8 x 1076 0, 270598 0, 27059 2,9 x107°
6,0 0,000000 6,1 x 1017 - 0,0 4,3 x 10717 -
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Tabela 19: Fluxo escalar de néutrons térmicos do problema homogéneo.

Yy $2(0,7) '7(0,4) Des. Relativo  ¢4(3,v) /(3,y) Des. Relativo
0,0 1,000000  1,00000 0,0 0,707107  0,70710 9,6 x 105
1,5 0,923880 0, 92388 5,4 x 1077 0,653281 0,65327 1,5 x 107°
3.0 0707107 0,70711  4,5x 106  0,500000  0,49999 2.0 x 10~°
4,5 0,382683 0, 38268 8,8 x 1076 0, 270598 0,27388 1,2 x 1072
6,0 0,000000 6,1x 107 - 0,000000 4,3 x 10717 -

Os graficos do fluxo escalar de néutrons rapido e térmico sao ilustrados nas Figu-
ras 12 e 13, nestes graficos percebe-se a satisfacdo das condi¢cdes de contorno e o
comportamento da solugao para o problema homogéneo.
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Figura 12: Fluxo escalar de néutrons rapido e térmico do problema homogéneo quando y = 0.
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Figura 13: Fluxo escalar de néutrons rapido e térmico do problema homogéneo.
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4.2.2 Problema heterogéneo

O segundo caso teste para problemas bidimensionais € composto por 3 regides
quadradas de 12cm x 12¢m, na qual a primeira e a terceira sao materiais refletores e
a regiao central de material combustivel, conforme pode ser visto na Figura 14.

0 42 24 36 X

Figura 14: llustracédo da configuragdo do problema heterogéneo.

‘arx,o - %‘ar%m -
= 0 e parametros nucleares conforme dispostos na Tabela 20.

Este problema possui condi¢coes de contorno de fluxo nulo: ¢,

qZ59|8F0,y - ¢9‘5F36,y

Tabela 20: Parametros nucleares do problema heterogéneo.

Regiao Dy D, Yr1 YR 23] Vo Y12
1 0,6702 0,1509 0,09013 0,03277 0,000000 0,00000 0,09084
2 1,6497 0,4754 0,02309 0,07886 0,005008 0,09713 0,01423
3 0,6702 0,1509 0,09013 0,03277 0,000000 0,00000 0,09084

Neste problema heterogéneo o critério de parada adotado para o fluxo de néutrons
e 0 K. € de 107°. J& no somatério da inversdo da TFFS utilizou-se novamente 10~1°
e a funcgao interpoladora:

by = (c1 + oz + c32” + c42°)(c5 + oy + cry” + csy® + coy?). (46)

Com a finalidade de comparacao de resultados foi implementado em mesmo soft-
ware e maquina um algoritmo empregando o método dos volumes finitos. Para o
problema proposto este método obteve um autovalor, K., de 0,138432, utilizando
Az = Ay = 4/3cm enquanto que o valor obtido por MPFF foi 0,138076, na qual utilizou
Ax = Ay = 1cm. Em relagado ao tempo computacional o método dos volumes finitos
levou 6,5s, enquanto o MPFF necessitou de 2,2s para obter os resultados numéricos,
no que percebe-se um ganho computacional aproximadamente 3 vezes.
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Nas Tabelas 21 e 22 sao apresentados os resultados numéricos do fluxo de
néutrons rapido e térmico, na qual sdo normalizados pela maior valor do fluxo de
néutrons rapido. Estes sdo comparados com os obtidos pelo método dos volumes
finitos onde estao representados pelo indice superior "ref”.

Tabela 21: Fluxo escalar de néutrons rapidos do caso heterogéneo.

r ¢(z,2) ¢ (x,2) Des. Relativo  ¢(z,6) ¢[(2,6) Des. Relativo
2 0,003646 0,003910  0,072367  0,007291 0,007819  0,144728
6 0,026353 0,027601  0,047358  0,052707 0,055203  0,094712
10 0,160498 0,163355  0,017802  0,320996 0,326710  0,035602
14 0,476816 0,474895  0,004028  0,953631 0,949789  0,008057
18 0,500000 0,500000  0,000000  1,000000 1,000000  0,000000

Tabela 22: Fluxo escalar de néutrons térmicos do caso heterogéneo.

r ¢i(2,2)  ¢(2,2) Des. Relativo  ¢y(2,6) ¢}*(2,6) Des. Relativo
2 0015117 0,015732  0,040696  0,030234 0,031465  0,081387
6 0,082138 0,083435 0,015785  0,164277 0,166870  0,031565
10 0,235869 0,234794  0,004554  0,471737 0,469588  0,009110
14 0,099928 0,100103  0,001745  0,199856 0,200205  0,003488
18 0,073850 0,074391  0,007327  0,147700 0,148782  0,014654

Os graficos do fluxo escalar de néutrons rapido e térmico sao ilustrados nas Figuras
15 e 16, na qual sao cortes verticais em y = 2cm e y = 6em. Ja as Figuras 17 e 18
apresentam de forma completa o grafico do fluxo rapido e térmico respectivamente.
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Fluxo de Néutrons (N /cm?s)

X (cm)
Figura 15: Gréfico do fluxo escalar de néutrons rapido nos cortes transversais em y = 2 e
y =

X (cm)

Figura 16: Grafico do fluxo escalar de néutrons térmico nos cortes transversais em y = 2 e
y = 6.
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Figura 17: llustragédo do gréafico do fluxo escalar de néutrons rapido.
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Figura 18: llustragao do grafico do fluxo escalar de néutrons térmico.

4.3 Analise perturbativa para o caso bidimensional

Analogo ao caso unidimensional, realiza-se uma analise de sensibilidade do com-
portamento da solucao da equacao de difusao de néutrons bidimensional introduzindo
uma perturbacao nos parametros nucleares. Busca-se encontrar o grau de sensibili-
dade de cada parametro na convergéncia e do comportamento da solugao, para isto
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em cada teste um Unico parametro é perturbado.

Os testes de sensibilidade sao feitos no problema heterogéneo apresentado na
secao anterior, na qual possui 3 regides, sendo a 12 e a 32 com parametros nucleares
iguais, por isto aplicou-se o mesmo valor perturbativo. A perturbagao é realizada da
mesma forma que o caso unidimensional, na qual esta apresentada na equacao (34).
Esta equagao contém uma fungao rand que a cada iteracao do método da poténcia
assume um novo valor proporcional ao tamanho do parametro perturbado.

A perturbacao deve possuir uma grandeza de valores que mesmo com a
perturbagao a solugao do problema possa convergir até no maximo 100 iteragdes. Na
Tabela 23 sao apresentados os resultados encontrados para a porcentagem maxima
de variacao que cada parametro admite.

Tabela 23: Perturbacéo dos parametros nucleares do caso bidimensional.

Parametro y

D, 0,30%

D, 1,00%
2 0,30%
DI 0,05%
YRr1 0,10%
Y Rr2 0,30%
2512 0,20%

Além de encontrar a porcentagem de perturbacao de cada parametro, os testes
sao simulados 30 vezes para cada parametro, com o objetivo de encontrar a faixa de
variagdo do K.s;. A Tabela 24 apresenta os valores maximos, minimos e média dos
K.;s para as 30 vezes em que sdo simulados com os parametros perturbados.

Tabela 24: Valores dos K.y para cada parametro perturbado.

Parametro  Maximo Minimo Média

Dy 0,1380839 0,1380684 0,138076

D, 0,1380996 0,1380546 0,138072
Yr1 0,1380933 0,1380493 0,138075
Y Ro 0,1380829 0,1380702 0,138076
¥ 0,1380792 0,1380704 0,138073
DI 0,1380843 0,1380668 0,138075
Y12 0,1380963 0,1380561 0,138076
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Ao aplicar o teste da perturbacao para todos os parametros percebeu-se similari-
dade no comportamento dos graficos, por este motivo apresenta-se apenas o grafico
com o caso do parametro vX,. Na Figura 19 observa-se o fluxo de néutron rapido,
na qual os graficos perturbados estao tao proximos do nao perturbado, que se faz
necessario uma ampliacao da imagem para analisar seu comportamento.

Fluxo de Néutrons (N /cm?s)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
X (cm)

=== Fluxo rapido

Fluxo rapido perturbado

Figura 19: llustragao do fluxo escalar de néutrons rapido perturbado no corte transversal em
= 0.

Ao contrario do caso unidimensional, a perturbacao gera como resultados graficos
acima e abaixo do grafico nao perturbado para todo o dominio. Na Figura 19 nao
esta apresentado o fluxo térmico, mas este se comporta da mesma forma que o fluxo
rapido.



5 CONCLUSAO

O controle da populagado de néutrons em um reator nuclear € fundamental para
a eficiéncia energética e seguranca nas operacoes, por isto a importancia deste es-
tudo. O Método da Poténcia via Fronteiras Ficticias mostra-se eficiente na solugao do
problema por apresentar facil implementagao, baixo custo computacional e por pos-
suir resolucdo analitica em cada regiao ficticia. A principal ideia desta metodologia é
acoplar um método iterativo de fonte com a resolugcao de um problema de autovalor
por métodos classicos, reconstruindo o fluxo de néutrons através de uma interpolacao
polinomial.

Um dos pontos fortes desta metodologia € o baixo tempo computacional, que é de-
vido a utilizagao das regides ficticias. Como o problema é resolvido localmente nestas
pequenas regides, possibilita utilizar polindmios interpoladores de baixa ordem, assim
trabalhando com matrizes de pequenas dimensodes. Para reduzir ainda mais o tempo
computacional, propdem-se futuramente implementar o algoritmo em linguagem de
mais baixo nivel como, por exemplo, a linguagem C.

Outro ponto a destacar é a obtencao da solucao da equacao de difusao de néutrons
de forma analitica em cada uma das regides ficticias. Na qual, as EDO’s sao resolvidas
utilizando a metodologia de coeficientes a determinar e no caso bidimensional, aplica-
se a transformada finita de Fourier seno nas equacgoes diferenciais parciais para recair
em EDQO’s resolvidas de forma analitica.

A precisao dos resultados esta vinculada com a dimensao das regides ficticias, a
distancia dos pontos em que a funcao esta sendo avaliada (Ax) e a ordem dos po-
linbmios interpoladores. Entretanto, o aumento da ordem dos polinémios e a reducao
das dimensodes das regidoes e do Ax implicam em uma aumento do tempo computaci-
onal.

Na implementacao da metodologia proposta pode estar sendo cometido peque-
nos erros nos resultados, proveniente da reconstrucao do fluxo escalar de néutrons
através da interpolagdo dos pontos em uma fungao polinomial. Além disto, no caso
bidimensional tem-se o truncamento do somatério da transformada inversa de Fourier
seno.



62

Ao analisar os resultados das duas analises perturbativas, bi e unidimensional,
percebe-se a importancia da precisao dos parametros nucleares, visto que pequenas
alteracdes nos valores dos parametros podem gerar grandes mudancas nos resulta-
dos. Outro aspecto relevante a ser observado nestas analises € o comportamento dos
graficos da solugao, no caso unidimensional, apresentou um comportamento ines-
perado por sempre estar superestimado nas regioes refletoras e subestimado nas
regides combustiveis. Ja no caso bidimensional, os graficos comportaram-se de ma-
neira esperada, algumas vezes acima e outros abaixo do grafico nao perturbado.
Acredita-se que quanto mais préximo da realidade forem os problemas (casos mul-
tidimensionais), mais fiel serd o comportamento da solugao.

Nota-se que a metodologia proposta apresenta boa concordancia com os resul-
tados da literatura, o que sugere que esta técnica seja promissora para solucionar
problemas mais complexos em fisica de reatores como, por exemplo, em problemas
multidimensionais transientes, efeitos de temperatura, efeito dos venenos absorvedo-
res de néutrons, etc.
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APENDICE A TIPOS DE REATOR

Segundo relatério da Agéncia Internacional de Energia Atdmica (2015), até inicio
de 2015 haviam 438 reatores geradores de energia elétrica em operacao no mundo,
sendo estes classificados em 6 tipos:

e PWR - Pressure Water Reactor ( Reator de agua pressurizada) com 277 reato-
res;

e BWR - Boiling Water Reactor (Reator de agua em ebulicdo) com 80 reatores;

e HTGR - High Temperature Gas-cooled Reactor (Reator de alta temperatura re-
frigerado a gas) com 15 reatores;

e PHWR - Pressurized Heavy Water Reactor ( Reator de agua pesada pressuri-
zada) com 49 reatores;

e LWGR - Light Water Graphite Reactor (Reator a agua leve e grafite) com 15
reatores;

e FBR - Fast Breeder Reactor (Reator reprodutor rapido) com 2 reatores.

Pode-se observar que grande maioria dos reatores sao do tipo PWR, dentre estes
estao os dois brasileiro: Angra | e Il. Em um futuro préximo, o Brasil tera outro, Angra
Ill, que esta em construgdo. Este tipo de reator utiliza o uranio enriquecido’ como
combustivel e agua comum como refrigerante e moderador. O nucleo do reator, local
onde ocorre a reacao de fissao em cadeia responsavel por todo processo de producao
de energia, é formado por diversas regides homogéneas, como pode ser observado
na Figura 20.

"Nos reatores PWR, que néo possuem fonte externa, a fissdo ocorre pelo processo da reagdo em
cadeia, para isto & necessario um maior porcentual de U-235 do que aquele encontrado na natureza.
O produto do processo de aumento deste percentual é chamado uranio enriquecido.
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I:l Assemble 0,7% U235
. Assemble 1,3% 235
. Assemble 1,7% U235
-Assemble 2,1% U235

. Refletor
Barra de controle

Figura 20: Vista superior do nucleo de um reator hipotético.

Cada uma destas regides quadradas sao chamadas células combustiveis (as-
sembles), Figura 21, que para facilitar os calculos sao consideradas como um Unico
prisma de material homogéneo. Porém, na realidade, estas células sdo formadas
por um conjunto de varetas de zircaloy que em seu interior armazenam as pastilhas
combustiveis. O conjunto dessas varetas sao firmemente fixadas em uma estrutura
metalica mantendo-as separadas e entre elas circula o fluido moderador.

Figura 21: Célula combustivel. Fonte:www.world-nuclear-news.org/



APENDICE B COMPARACAO DO FLUXO DE NEUTRONS
COM E SEM INTERPOLAGCAO

Este apéndice apresenta-se a expressao do fluxo de néutrons para o caso mais
simples que € um problema unidimensional com uma regiao e um grupo de energia,
visto que se torna muito trabalhoso para casos mais complexos. Este problema possui
um dominio 0 < = < 30cm, condigdes de contorno -L¢(0) = 0 e ¢(30) = 0 e pardmetros
nucleares dados na Tabela 25.

Tabela 25: Parametros nucleares.

D Yp vX
1 0,18 0,2

Ao utilizar os critérios de parada, ¢; = ¢, = 1073, a expressao do fluxo de néutrons
€ dada da seguinte forma:

¢(z) = 1,5—0,014 cosh(1/0, 182) +0, 002z senh(1/0, 182) — 1,8 x 10~ *2? cosh(1/0, 18x)+
48,1 x107%? senh(;/0, 182) — 2,2 x 10~ "z* cosh(+/0, 182) +4, 1 x 10~%2° senh(; /0, 182)+
—4,6x 107" 2% cosh(1/0, 182)+3, 1 x 10~ 32" senh(1/0, 182) —8, 9x 10 1%2® cosh(1/0, 18z),

onde as constantes que antecedem cada termo sao valores arredondados.

Com a finalidade de comparacao, implementa-se este mesmo problema utilizando
o MPFF. Para este método aplica-se Az = lcm e interpolagao polinomial de quarta
ordem para cada regiao ficticia. Na Tabela 26 observa-se a comparacao dos valores
do fluxo de néutrons e o valores do K.
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Tabela 26: Valores do fluxo de néutrons e autovalores dominantes (Kfy).

x  Sem interpolar Com MPFF Diferenca absoluta

0 1,46141312 1,46141398 8,6 x 1077

5 1,45000179 1,45000259 8,0x 1077

10 1,40354357 1,40354395 3,8x 1077

15 1,28293109 1,28293055 54x1077

20 1,02604602 1,02604518 8,4x1077

25 0,58538264 0,58538295 3,1x10°7

30 0,00000000 0,00000000 0,00000000
K.rr 1,0883484198 1,08834848194 6,2x 1078




