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RESUMO

OLIVEIRA, Renata Engracio de. Dispersao de contaminantes em rios e canais
através do método GILTT. 2015. 59 f. Dissertagao (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Programa de P6s-Graduacao em Modelagem Matematica, Instituto de
Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

Diante do contexto atual de poluicao e escassez da agua, varias pesquisas tém
estudado a questao da dispersao de poluentes em meios aquaticos. Tendo em vista
que pesquisas experimentais sao caras e apresentam problemas operacionais, a
modelagem matematica se mostra uma ferramenta Gtil para o entendimento desses
fenébmenos. O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma solugao analitica
para a equacao de adveccao-difusao, a qual modela o problema da dispersao de con-
taminantes em rios e canais. Para tanto, sao considerados os modelos bidimensional,
no plano longitudinal e vertical, e tridimensional em regime permanente com perfis
de velocidade e coeficientes de difusividade turbulenta ndao uniformes. A abordagem
utilizada para a resolugdo dos modelos € o método GILTT (Generalized Integral
Laplace Transform Technique). Por fim, sao apresentadas simulagdes numéricas e
algumas comparagdes com dados experimentais e resultados numéricos disponiveis
na literatura.

Palavras-chave: GILTT; solugao analitica; adveccao-difusao; dispersao de contami-
nantes; meios aquaticos.



ABSTRACT

OLIVEIRA, Renata Engracio de. Dispersion of contaminants in rivers and chan-
nels through the method GILTT. 2015. 59 f. Dissertacao (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Programa de P6s-Graduacao em Modelagem Matematica, Instituto de
Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

In today’s context of water pollution and scarcity, several research have studied
the issue of pollutants dispersion in aquatic environments. Given that experimental
research are expensive and present operational problems, mathematical modeling
proves a useful tool for understanding these phenomena. The aim of this work is
to present an analytical solution for advection-diffusion equation, which models the
problem of contaminant dispersion in rivers and canals. Therefore, are considered
the two-dimensional, in the longitudinal vertical plane, and three-dimensional models
in steady state with velocity profiles and turbulent diffusivity coefficients non-uniform.
The approach for the resolution of models is the GILTT method (Generalized Integral
Laplace Transform Technique). Finally, are presented numerical simulations and some
comparisons with experimental data and numerical results available in literature.

Keywords: GILTT; analytical solution; advection-diffusion; contaminants dispersion;
aquatic environments.
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1 INTRODUCAO

Apontada como um dos principais problemas ambientais da atualidade, a poluigao
das aguas, causada principalmente pelo crescimento populacional acelerado e pelo
desenvolvimento industrial, vem se tornando tema de debates no mundo inteiro.

Destacam-se como principais fatores que contribuem para a degradagao dos cor-
pos hidricos os despejos de esgotos, aterros sanitarios, pesticidas utilizados na agri-
cultura e diversos tipos de efluentes industriais (BRAGA et al., 2005). Comumente, as
substancias geradas por essas atividades sado langadas nos meios aquaticos sem ne-
nhuma forma de tratamento e acabam comprometendo nao sé a agua, como também
a saude humana e o meio ambiente (REN et al., 2013).

Outra questao que vem gerando preocupagdes é a escassez da agua, pois ape-
sar de ser encontrada em abundancia na natureza, ocupando 71% da superficie
do planeta, apenas 0,63% desse total esta disponivel na forma de agua potavel
(MAIA NETO, 1997).

A falta de cuidado no descarte de poluentes, somada ao aumento do consumo e
do desperdicio da agua, afetam a qualidade e a durabilidade dos recursos hidricos.

Diante desses problemas, torna-se necessario estudar e entender os fenébmenos
gue controlam o transporte e a dispersao de poluentes imersos em meios aquaticos,
com o objetivo de prever os riscos de contaminagao e os impactos provocados pelas
fontes poluidoras sobre os diversos ecossistemas.

Uma ferramenta particularmente Util para estimar o campo de concentragao de
poluentes € a modelagem matematica, uma vez que pesquisas experimentais apre-
sentam problemas operacionais e altos custos. Além disso, outra vantagem é a capa-
cidade dos modelos matematicos se adaptarem, de maneira facil e rapida, a inUmeros
cenarios (FLECK; TAVARES; EYNG, 2013).

Dentre os modelos que podem ser usados para simular a dispersao de poluentes,
destacam-se: o Lagrangiano, no qual as mudangas na concentragao seguem o movi-
mento do fluido, e o Euleriano, em que o comportamento da concentracao é descrito
em relacao a um ponto fixo no espagco (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004). Neste
estudo sera utilizado o modelo Euleriano, o qual tem como caracteristica principal a
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solucao da equacao de adveccao-difusao.

Portanto, o objetivo principal deste trabalho € obter uma solugcao analitica para
a equacao de adveccao-difusao, que simula a dispersao de contaminantes em rios
e canais. Para isso, sao considerados os modelos bidimensional, no plano longitu-
dinal e vertical, e tridimensional em regime permanente com perfis de velocidade e
coeficientes de difusividade turbulenta nao uniformes. A abordagem utilizada para a
resolucao desses modelos & o método GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique).

A presente dissertacao esta estruturada da seguinte maneira: no capitulo 2 é reali-
zada uma revisao dos trabalhos referentes a modelagem da disperséao de contaminan-
tes em rios e canais. O capitulo 3 apresenta a equacao que descreve o fendmeno da
dispersao de poluentes, bem como os modelos matematicos utilizados e as solugdes
obtidas através do método GILTT. No capitulo 4 sao descritos os dados experimentais
e as parametrizacdes utilizadas nos modelos. Os resultados numéricos e estatisticos
obtidos com os modelos através do método GILTT sao discutidos no capitulo 5. Por
fim, no capitulo 6, sao apresentadas as consideragoes finais e as sugestoes para
trabalhos futuros.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na literatura encontram-se inimeros trabalhos que utilizam métodos numéricos
para solucionar o problema da dispersao de contaminantes em meios aquaticos (NO-
KES; HUGHES, 1994); (LIN; SHIONO, 1995); (CROUCHER; O SULLIVAN, 1998);
(MAZUMDER; DALAL, 2000); (HANCU et al., 2002).

Embora esses métodos sejam ferramentas eficientes para resolver problemas com-
plexos, as solugdes analiticas' ainda s&o utilizadas em muitas pesquisas porque nor-
malmente ndo possuem os problemas de dispersao numérica que frequentemente
ocorrem nas simulagdes numéricas. Além disso, tais solugdes permitem analisar ex-
plicitamente todos os parametros de um problema, facilitando a investigacao de suas
influéncias (COSTA; CASTRO, 2005).

Sendo assim, neste capitulo apresenta-se uma revisao sobre os trabalhos refe-
rentes a dispersdo de contaminantes em rios e canais, tendo como foco principal as
solucdes analiticas da equacao de adveccao-difusao encontradas na literatura.

Os modelos unidimensionais tém sido extensivamente utilizados, apesar de suas
limitacdes, para descrever o fendmeno de transporte de residuos devido a sua simpli-
cidade e facilidade em obter resultados satisfatorios (GANDOLFI; FACCHI, 2001).

Para esses modelos € normal considerar que, apés uma determinanda distancia
a jusante do ponto de despejo, o poluente estara distribuido uniformemente no rio
ou canal tanto na direcao transversal quanto na direcao vertical ao longo do dominio
fisico (EIGER, 2003).

Deste modo, os modelos unidimensionais podem ser de grande utilidade para
uma primeira estimativa, uma vez que diversas referéncias podem ser encontradas
para essa classe de problemas (VAN GENUCHTEN; ALVES, 1982); (RUNKEL, 1996);
(ZOPPOU; KNIGHT, 1997); (DIAS, 2003); (NEVES, 2012).

Runkel (RUNKEL, 1996) resolveu analiticamente um problema unidimensional,
com coeficiente de difusividade longitudinal e velocidade constantes, considerando
dois tipos de condicao de fonte (fonte continua de duracao infinita e de duracao finita).

1Cabe salientar que, ao longo desse trabalho, o termo solugdo analitica seréa entendido como solugdo
com representacao em forma analitica.
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Um problema similar foi resolvido por (GANDOLFI; FACCHI, 2001), que formula-
ram um modelo unidimensional de dispersao, advecgao e decaimento com coeficien-
tes constantes para o transporte de solutos em um rio considerando uma fonte pontual
variavel no tempo. A solugao analitica do problema foi obtida através do uso da Trans-
formada de Laplace.

Outros autores também apresentaram solugdes analiticas para equagdes unidi-
mensionais, porém adotaram coeficientes variaveis em seus modelos. (ZOPPOU;
KNIGHT, 1997) solucionaram analiticamente um modelo unidimensional com veloci-
dade dependente da dire¢ao longitudinal para o transporte de poluentes em um canal.
Apesar de incluir uma variacao espacial no modelo, inicialmente o coeficiente de di-
fusao longitudinal foi desprezado sob a hipétese de que o transporte advectivo € muito
mais relevante do que o processo difusivo. Na sequéncia, o termo de difusao longitudi-
nal é considerado. Esses autores destacaram que solugdes analiticas sao de extrema
importancia, pois sao usadas para validar problemas mais complexos resolvidos por
métodos numéricos.

Em (SEO; CHEONG, 1998) foi desenvolvido um estudo para estimar o coeficiente
de dispersao longitudinal em correntes naturais. O modelo unidimensional utilizado €
descrito por uma equacao diferencial parcial, na dire¢ao longitudinal e no tempo, com
coeficientes constantes. Apesar de utilizar tal modelo, os autores afirmaram que ele é
limitado, pois sé pode ser usado para situagdes muito distantes da fonte poluidora.

Diante disso, percebe-se que as formulagoes unidimensionais sao validas somente
para determinadas condi¢ces. Para a simulagao do processo inicial de descarga de
um poluente em um rio é adequado utilizar modelos com duas ou trés dimensdes.

Para determinar qual modelo de dispersao € o mais apropriado para ser utilizado
€ necessario considerar: a configuracao geomeétrica do rio, o trecho no qual se deseja
analisar, o tipo de fonte poluidora (pontual, linear ou plana) e as razoes de aspectos
entre a profundidade e a largura (BARROS, 2004).

Entendem-se como fonte pontual as fontes similares a um ponto, na qual a area
de emissao nao é muito significativa. As fontes lineares sao aquelas em que duas das
trés dimensoes da fonte emissora sao desprezaveis e as fontes planas sao aquelas
representadas por uma area especifica (SOARES; RAMALDES, 2012).

Os modelos bidimensionais, por sua vez, podem ser divididos em dois tipos: mo-
delos horizontais, que simulam o processo de transporte no plano longitudinal e trans-
versal, e modelos verticais, que simulam o transporte no plano longitudinal e vertical.

Os modelos horizontais sao utilizados para rios muito largos e para casos em que
o fluxo difusivo na dire¢ao vertical € muito menor que o fluxo na direcao transversal.
Este tipo de abordagem assume que o poluente ao ser despejado no meio se difunde
instantaneamente para o leito do rio (EIGER, 2003).

Assim como nos trabalhos apresentados anteriormente, a maioria dos modelos
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bidimensionais encontrados na literatura assume o perfil de velocidade e o coeficiente
de difusdo turbulenta uniformes tendo em vista a obtencdo da solugao analitica do
problema. Isso pode ser visto em (VILHENA; SEFIDVASH, 1985), que realizaram um
trabalho de carater experimental com o objetivo de validar o modelo teoérico.

O trabalho experimental foi realizado no rio Jacui, situado no sul do Brasil. Para
a determinacado dos coeficientes de dispersao utilizou-se uma técnica com tragador
radioativo, em seguida os dados obtidos foram usados no modelo matematico. Para
esse modelo foram considerados valores uniformes para a velocidade e para o coefi-
ciente de difusdo. A solugao do problema matematico foi encontrada através do uso
da Transformada de Laplace. Segundo os autores, os resultados obtidos pelo modelo
tedrico e aqueles medidos em campo nao foram satisfatérios, havendo divergéncias
entre os resultados, uma vez que a velocidade do rio variou em 46% ao longo da lar-
gura do mesmo. Esse fato demonstra a importancia de se considerar a velocidade
variavel ao longo do rio em determinadas situagoes.

De modo semelhante, (LEW; MILLS; LOH, 1999) modelaram o problema bidimen-
sional de difusao e adveccao de poluentes para rios largos e nao muito profundos.
Para determinar os perfis de concentracao do despejo de residuos de cloro em rios
foi utilizado o software RIVRISK. Esse software utiliza modelos de dispersao de po-
luentes em rios em diversos tipos de cenarios, e a partir dos resultados simulados
determina-se os riscos associados. O modelo bidimensional considerado assume a
hipotese de que a velocidade do rio e o coeficiente de difusdo turbulenta sao unifor-
mes e nao variaveis, ou seja, independem do espaco e do tempo. A solugao foi obtida
através do método CITT (Classic Integral Transform Technique).

Diversos autores tém ressaltado em seus trabalhos a importancia da inclusao de
um perfil de velocidade nao uniforme nos modelos de dispersao de poluentes em rios
e correntes naturais. E o caso de (WANG; MCMILLAN; CHEN, 1978), que resolveram
analiticamente um modelo bidimensional para canais rasos considerando uma fonte
pontual e instantanea. Os autores consideraram um perfil de velocidade variavel ao
longo da largura do rio ou canal. A expressao para esse perfil pode ser generalizada
para ajustar distribuicoes de velocidade mais realistas em rios e correntes naturais, e
o procedimento de ajuste é explicado detalhadamente no artigo.

Em (MAZUMDER; XIA, 1994) também foi estudada a dispersdao em um canal bidi-
mensional. Os perfis de velocidade utilizados sdo os mesmos que em (WANG; MC-
MILLAN; CHEN, 1978), uma vez que eles permitem, através da mudanca de um valor
de um parametro da expressao, a obtengao de perfis simétricos e assimétricos. Isso é
de grande interesse pratico, uma vez que perfis ndo uniformes para a distribuicao do
campo de velocidade sao comuns em rios, devido a sua geometria irregular. A solugcao
analitica do modelo foi obtida usando o método dos momentos de Aris.

Medidas realizadas em campo mostram como o perfil de velocidade varia de uma
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margem para outra e da superficie da agua para o leito, mas também podem haver
variagdes da secao transversal ao longo do percurso do rio (BOGLE, 1997); (XIA,
1997); (CHOW, 1959).

Em (YOTSUKURA; SAYRE, 1976) foi resolvido um modelo bidimensional no plano
horizontal em regime permanente, onde se provou, a partir de comparagdes com me-
didas efetuadas em campo, que em rios que apresentam meandros a variagao da
componente transversal da velocidade é fundamental no fenbmeno de mistura.

Apesar de alguns trabalhos apresentarem modelos que incluam essa nao unifor-
midade na velocidade, aparentemente ainda sao escassos na literatura modelos que
incluam variages também no campo da difusividade turbulenta para rios rasos.

Visando estimar o coeficiente de difusdo turbulenta na direcao horizontal, (HOL-
LEY; ABRAHAM, 1973) desenvolveram alguns trabalhos experimentais feitos com
tracadores para investigar essas taxas de mistura transversal em canais que simu-
lam as condi¢coes de um rio. No mesmo trabalho, estudou-se o efeito da turbuléncia
gue ocorre no leito, através do coeficiente de difusdo. Os autores demonstraram que
€ inadequado considerar o coeficiente de difusao turbulenta transversal constante, so-
bretudo em casos onde a profundidade varia.

Mais tarde, (NOKES; WOOD, 1988) apresentaram uma tabela com coeficientes
de difusao turbulenta na direcao transversal, retirados da literatura, enfatizando a im-
portancia desse coeficiente no processo de mistura do poluente com o meio e des-
tacaram que despreza-lo pode acarretar erros significativos na previsao do campo de
concentragao. Estes erros podem ser explicados a partir dos trabalhos de (FISCHER
et al., 1979) e (PORTO et al., 1991).

Nessa mesma linha de raciocinio, (GHARBI; VERRETTE, 1998) mostraram que
em boa parte dos escoamentos em rios e canais, o coeficiente de difusao na diregao
longitudinal é desprezavel quando comparado a dire¢ao transversal, uma vez que o
transporte longitudinal é praticamente convectivo.

De acordo com as referéncias apresentadas, pode-se perceber que a maioria dos
modelos encontrados na literatura ndo assume a variacao da velocidade e da difusivi-
dade turbulenta na dire¢ao horizontal.

Esse fato pode ser observado no trabalho de (CODELL; KEY; WHELAN, 1982),
gue mostraram que o modelo mais adequado, tanto do ponto de vista tedrico quanto
pratico, € o bidimensional com velocidade variavel para o termo de conveccao na
diregao do escoamento, difusividade turbulenta variavel na diregao horizontal do rio e
inclusao do termo de decaimento ou transformacao quimica. Apesar de julgar esse
modelo como sendo mais adequado, os autores consideraram todos os coeficientes
constantes a fim de obter uma solugao analitica trabalhando num dominio infinito na
direcao do escoamento. O método adotado neste estudo foi o da transformada de
Fourier.
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Em contrapartida, a teoria da difusividade vertical para os modelos bidimensionais
verticais esta bem consolidada. Esses modelos sao normalmente utilizados para rios
estreitos e profundos cuja difusao turbulenta lateral & muito menor que a vertical.

Em (YEH; TSAI, 1976) foi resolvido analiticamente um modelo bidimensional ver-
tical em regime permanente. Foram utilizadas expressoes aproximadas, por leis de
poténcia, para os campos de velocidade e difusividade verticais. Os autores mostra-
ram as diferengas entre os resultados simulados com os perfis variaveis e os resulta-
dos simulados com valores uniformes para a velocidade e o coeficiente de difusao.

Considerando um modelo idéntico ao descrito em (YEH; TSAI, 1976), (NOKES;
MCNULTY; WOOD, 1984) apresentaram uma solucao aproximada através de um
método semi-analitico. Os dois modelos desprezaram a inclusdao do termo de
degradacao da substancia quimica, sendo que, dependendo do poluente em questao,
€ de extrema importancia que este termo seja considerado. Uma conclusao impor-
tante encontrada em (NOKES; MCNULTY; WOQOD, 1984) é que os resultados obtidos
em seu trabalho, através da simulacao usando o perfil logaritmico, pouco diferem da-
queles adquiridos com a aproximacao do perfil de velocidade por leis de poténcia.

Esse mesmo problema, um modelo bidimensional vertical, foi resolvido por (HA-
BEL; MENDOZA; BAGTZOGLOU, 2002), s6 que incluindo o termo do transiente da
concentragao e acoplando o modelo com o transporte e aprisionamento do poluente
no leito poroso. Parte do material despejado pode ficar temporariamente retido na
subcamada viscosa, onde os efeitos difusivos dominam. Uma das maneiras de con-
tornar esse problema € a utilizagcdo de modelos conservativos, em que se considera o
pior caso possivel, porém ainda nao existe um modelo satisfatorio para se avaliar este
fenébmeno.

Recentemente, (WEYMAR et al., 2010) desenvolveram um modelo bidimensio-
nal em regime permanente, com perfil de velocidade e coeficiente de difusividade
variaveis, para modelar a dispersao de poluentes em rios e canais. O problema foi re-
solvido analiticamente através do método GILTT (Generalized Integral Laplace Trans-
form Technique). No mesmo trabalho, os autores realizaram uma comparagao entre
os resultados obtidos pelo modelo e os resultados encontrados na literatura.

Observa-se, ainda, que solucdes tridimensionais que envolvem tratamento
analitico, especialmente nos casos em que sao consideradas as variagdes no campo
da velocidade e nas difusividades transversal e vertical, também sdo escassas na li-
teratura. (ZOPPOU; KNIGHT, 1999) solucionou analiticamente, para alguns perfis de
natureza simples, um modelo tridimensional com coeficientes variaveis que dependem
das dimensoes espaciais.

Um modelo mais completo é apresentado por (BARROS, 2004), que estudou mo-
delos multidimensionais (modelos bidimensionais e tridimensionais) em regime per-
manente de dispersdo de poluentes em rios e canais. A solugdo numérico-analitica
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foi obtida através do uso da técnica GITT (Generalized Integral Transform Technique).
Para os modelos desenvolvidos foram utilizados coeficientes ndao uniformes, incluindo
variacoes de velocidade ao longo do escoamento e na secao transversal. Também fo-
ram usadas fontes planas, lineares e pontuais nas condigoes de entrada do poluente.

Garcia (GARCIA, 2009) apresentou solugcdes exatas para um modelo difusivo de
dispersao de poluentes baseado na equacao KDV (Kortweg-de Vries). O método uti-
lizado baseia-se em trés restricdes diferenciais de primeira ordem a partir das quais
sao encontradas transformacdes auto-Backlund para a equacao advectiva-difusiva tri-
dimensional em regime estacionario. As transformacdes de Backlund produzem ma-
peamentos entre solucdes de duas equacoes diferenciais. Se uma solucao exata de
uma equacao diferencial denominada equacao auxiliar € conhecida, torna-se possivel
transforma-la em solugao de uma outra equacgao diferencial denominada equacao alvo,
pela aplicacao de operadores diferenciais. Quando a equacao auxiliar e a equacao
alvo sao idénticas, este procedimento € denominado transformagao auto-Backlund.

De acordo com a teoria discutida, percebe-se que diversos métodos sao aplicados
com a finalidade de encontrar solugdes analiticas para o problema de dispersao de
poluentes em rios e canais. Neste estudo sera utilizado o método GILTT.

Esse método esta bem estabelecido e tem sido aplicado com grande sucesso
para modelar a dispersao de poluentes na atmosfera (WORTMANN et al., 2005); (Tl-
RABASSI et al., 2009); (MOREIRA et al., 2009); (BUSKE et al., 2011); (VILHENA
et al., 2012). Sendo assim, pretende-se com este trabalho estender a aplicacao dessa
técnica para modelar a dispersao de contaminantes em rios e canais.

A GILTT é usada para prever o comportamento do poluente dispersado, sendo
um método espectral que combina uma expansao em série com uma integracao.
Essa técnica compreende basicamente os seguintes passos: construcao de um pro-
blema auxiliar de Sturm-Liouville associado ao problema estacionario, determinacao
da técnica da transformada integral em uma série truncada usando como base as
autofuncoes do problema de Sturm-Liouville resolvido, substituicdo desta expansao
no problema original. Tomando momentos, obtém-se um sistema de Equacgdes Dife-
renciais Ordinarias (EDO) e aplica-se a Transformada de Laplace, o que resulta em
um sistema algébrico. A matriz dos coeficientes do sistema transformado é decom-
posta em seus autovalores e autovetores. Apods, esta matriz é invertida para se obter
a solucao do sistema algébrico. Esta inversao é analitica e sem custo computacional
por se tratar de uma matriz diagonalizada. Dessa forma, a solugcao analitica do pro-
blema transformado é finalmente encontrada (BUSKE, 2008). Uma revisao completa
do método GILTT é encontrada em (MOREIRA et al., 2009).

Sendo assim, espera-se que o presente trabalho possa contribuir na obtencao de
solucdes analiticas para o problema de dispersao de contaminantes em rios e canais.



3 MODELO MATEMATICO

Neste capitulo sao apresentadas a equagao que descreve o processo de dispersao
de poluentes, a formulagao matematica dos modelos de dispersao para rios e canais
e as solucoes obtidas através do método GILTT.

3.1 A equacao de adveccao-difusao

A equacao que descreve o fendmeno da dispersao de poluentes é obtida a partir
da equacao de conservacao de massa (equacao da continuidade). Considerando uma
espécie genérica ¢ que se conserve em meios aquaticos, tem-se:

dc oc dc dc

onde ¢ é a concentracao de poluentes; u, v € w representam as componentes das
velocidades instantaneas do escoamento nas direcoes z, y € z, respectivamente, e S
representa o termo fonte.

Considerando os efeitos da turbuléncia, é aplicada a decomposi¢cao de Reynolds
para as variaveis de interesse, ou seja, essas variaveis sao expressas como a soma de
suas médias de ensemble (denotadas por uma barra superior) e flutuagoes (denotadas
pela linha) (ARYA, 1999):

U=u-+1u,
v="0+7"; (2)
w=w+w;
c=¢c+c.
Substituindo (2) em (1):
X)) 2D oy “')8@;@, Vw2 s-0. @
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Expandindo os termos da equacao (3):

oz ol _9c _ad 06 ,9¢ 9 O
,0c  ,0c oc  _od ,0c ,
6y+ 3y 8z+w$+wa+w$+520.

Para fins de simplificacao, consideram-se as seguintes propriedades da média de
Reynolds, validas para um sistema euleriano:

Pl) ¢=¢;

P2) ¢+p=0+¢;
P3) ¢-p=0¢-¢;
99 09
P) % =
P5) cte = cte

Tomando a média da equacgao (4) e aplicando a propriedade P2:

L Y L i L i
ot ot ox ox ox ox Jy dy

AL R LA (5)
U@y v@y Yo: T 0z 0z -

Aplicando as propriedades de Reynolds na equagao (5):

8_5+8_8+ 85+ oc —oe  oc o O
ot ot ox ox ox ox oy dy

C ! c 0
VetV U+ W+ W~ +w—+5=0. (6)
Y Y Z Z Z

Observe que a média de uma flutuagdo é igual a zero, pois ¢ = ¢ + ¢' entdo
¢ = ¢+ ¢, implicando que ¢’ = 0. Dessa forma, pode-se considerar que:

\l
\l
\l

d=u=v=uw=0. (7)

Substituindo (7) em (6):

U U T— U — VU — W —+5=0. (8)

Para reescrever os termos dos fluxos turbulentos da equacao (8) serao considera-



das as seguintes relagoes:

ow'c) ,3_0’+ ,ouw’
a: o 0z
Somando (9), (10) e (11), chega-se em:

o(u'c) N o(v'd) N o(w'cd) ,0c oc oc ou o
ox dy 0z  Ox Jy 0z
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+%‘j). (12)

Ademais, note que a equacao da continuidade aplicada a um fluido incompressivel

e com densidade constante é representada por:

ou ov du_
or Oy 0z

Aplicando a decomposicao de Reynolds:

O(u+u) N d(v+0) N o(w +w')

Ox oy 0z =0

Expandindo os termos da equacao (14):

or Oy 0z Ox 0Oy 0z

Tomando a média da equacao (15) e aplicando a propriedade P2:

or Oy 0z Ox 0Oy 0z

Aplicando as propriedades de Reynolds em (16):

or Oy 0z Ox 0Oy 0z

Substituindo (7) em (17), tem-se:

0w _ov 0w
Joxr Oy 0z

:07

(13)

(14)

(17)
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e consequentemente

ou 0v  Ow

T T 1

Ox + oy + 0z 0 (18)
Substituindo (18) em (15), resulta em:

ou o ow

—+ — =0. 1

ox + Jy + 0z 0 (19)

Com isso, substituindo (19) em (12), a equacao € reduzida para:

ou'd  o'd n ow'd _u,a_d+v,a_d+w,a_d (20)
ox oy 0z Oz oy 0z

Tomando a média de (20) e aplicando a propriedade P2:

ou'cd n ov'cd n ow'e u’% +U,% _'_w/% 1)
ox oy dz  Ox oy 0z

Substituindo (21) em (8) e aplicando a propriedade P4, chega-se na equacao de
adveccao-difusao tridimensional em regime transiente que descreve as concentracoes
a partir de uma fonte continua:

oc de _9c _0e oud ow'd ouwd

9 L all 4ol & S=0 22
o or "oy Tz T or Ty T e T ! (22)

na qual ¢ denota a concentragdo média do contaminante (g/m?), u, v, w sdo as compo-
nentes cartesianas do escoamento médio (m/s) orientado nas diregdes z (0 < x < d),
y(0<y<l)ez(0<z<h). Ostermos v'c, v'd e w'c representam o fluxo turbulento
do contaminante (g/sm?) nas dire¢des longitudinal, lateral e vertical, respectivamente.
O termo de difusao molecular sera desconsiderado, pois a turbuléncia domina os pro-
cessos de transporte e dispersao.

A equacao (22) apresenta quatro variaveis desconhecidas (os fluxos turbulentos e
a concentracao ¢), por isso nao pode ser resolvida diretamente. Uma das maneiras
mais utilizadas para solucionar o problema de fechamento da equacgao é baseada na
hipétese de transporte por gradiente (ou teoria K) que, em analogia com a lei de
Fick da difusao molecular, assume que o fluxo turbulento do poluente € proporcional a
magnitude do gradiente da concentracao (SEINFELD; PANDIS, 1997). Logo:

T @
we = —Ea
v = e, (23)
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oc
w'c = —sza,

onde ¢,, ¢, € ¢, sdo os coeficientes de difusao turbulenta (m?/s) nas diregdes z, y € z,
respectivamente. No fechamento de primeira ordem, toda a informagao da complexi-
dade da turbuléncia esta contida nesses coeficientes de difusao.

Finalmente, substituindo (23) em (22), obtém-se a equacao de adveccao-difusao
tridimensional, com fechamento Fickiano da turbuléncia, para um sistema de coor-
denadas cartesianas em que a dire¢cao = coincide com a direcao do fluxo, dada por

(ARYA, 1999):

AR LA LA L 6( ‘90) 3( ac) 0 (aﬁ)mx (24)

ot o Ty oz \"oz ) "oy \"ray ) oz \ 5o

onde ¢ representa a concentragdo média do contaminante (g/m?); 4, v, w representam
a velocidade média do fluxo (m/s) nas diregbes z, y e z, respectivamente; ¢,, ¢,
e. representam os coeficientes de difusdo turbulenta (m?/s) nas diregoes z, y € z,
respectivamente, e S representa o termo fonte.

Do lado esquerdo da equacgao (24), o primeiro termo é dependente do tempo e os
trés termos restantes descrevem o transporte devido a advecgao. Ja no lado direito,
os trés primeiros termos representam a difusao turbulenta e o ultimo termo representa
a taxa de emissao da fonte.

O termo fonte é considerado na equacao quando o poluente sofre transformacoes,
sejam elas através de processos fisicos, quimicos ou biologicos. Nesses casos, 0s
poluentes sao classificados como ndo conservativos. Quando o poluente é dito con-
servativo, ou seja, quando sua concentragao permanece inerte, exceto por difusao ou
adveccao, o termo S é desconsiderado (EIGER, 2003).

A justificativa de concentragdes médias para a equagao (24) é dada em (SEIN-
FELD; PANDIS, 1997) e (ARYA, 1999).

3.2 Modelo bidimensional no plano longitudinal e vertical

Os modelos bidimensionais no plano longitudinal e vertical sao normalmente utili-
zados para rios ou canais cuja profundidade tem um papel relevante no processo de
difusao e adveccao de massa. Esses modelos podem ser usados para rios estreitos e
profundos cuja difusao turbulenta lateral € muito menor que a vertical dependendo do
tipo da fonte poluidora.

Tal modelo faz uso da hipétese de desprezar correntes secundarias de forma que
o perfil de velocidade é descrito pela componente longitudinal, a qual pode variar ao
longo das direcdes z e z. O coeficiente de difusdo turbulenta também varia nas mes-
mas diregoes. Além disso, considera-se que o poluente é introduzido no rio é através
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de uma fonte pontual e que esse poluente esta sujeito a sofrer degradagao quimica.
As hipoteses fundamentais adotadas para esse modelo sdo (BARROS, 2004):

¢ O fluxo de massa na direcao vertical € muito maior que na direcao transversal,
ou seja, . 3¢ > eyg—z;

e A superficie e o leito do rio ndo sao dispersivos, ou seja, nao ha migracao do
contaminante através destes contornos;

e O efeito difusivo na direcao longitudinal &€ desprezavel quando comparado com
o termo advectivo;

e O langcamento do poluente é continuo;

e A area transversal do rio varia gradualmente com a direcao longitudinal e a
variagao de sua altura é desprezivel;

e As substancias poluidoras sao dissolvidas e tém a mesma densidade do fluido
receptor;

e A velocidade de descarga do poluente é considerada desprezavel em relagao a
velocidade longitudinal do rio ou canal.

A Figura 1 apresenta um esquema do dominio fisico no qual o modelo é empre-
gado.

Zr #

L J
-t

Figura 1: llustragao do modelo conceitual para o caso bidimensional no plano longitu-
dinal e vertical.

Aplicando as hipoteses fundamentais na equagao (24), obtém-se a equagao bidi-
mensional em regime permanente que descreve matematicamente este problema:
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ox 0 0z \ "0z

A equagao (25) esta sujeita as condicoes de contorno:

u@—kw%:g(s %)—/\c. (25)

@:0 em z =0, (26)
0z
%:0 em z=h, (27)
0z
e condicao de fonte:
¢=0(z — zs) emx =0, (28)

sendo ¢ a concentragao média do contaminante (g/m?); u, w representam a velocidade
média do escoamento (m/s) nas diregdes z e z, respectivamente; ¢, representa o
coeficiente de difusdo turbulenta (m?/s) na diregdo z; A representa o coeficiente de
degradagao quimica do poluente (s71); i é a profundidade do rio (m); § corresponde
a fungao delta de Dirac e z, é a posi¢ao da fonte poluidora (m) na direg¢ao z.

3.2.1 Solucao do modelo

Para resolver o modelo bidimensional no plano longitudinal e vertical sera aplicado
o método GILTT na variavel z. Conforme o procedimento descrito anteriormente, inici-
almente € feita a escolha do problema auxiliar de Sturm-Liouville:

U'(2)+ 2V, (2) =0 em 0<z<h, (29)
cujas condi¢oes de contorno sao as mesmas do problema original:
U (z)=0 emz=0ez=h. (30)
A solugdo analitica do problema auxiliar (OZISIK, 1993) é dada por:
W (z) = cos(Bnz), (31)

emque 3, = 5F (n=0,1,2,...) sdo as raizes positivas da expressao sen(3,h) = 0.

Analogo ao sistema de equacdes lineares, os valores de 3, para 0s quais o sis-
tema de Sturm-Liouville tem uma solugao nao-trivial sdo chamados de autovalores e
as solugdes correspondentes ¥, (z) sdo as suas autofungdes. O conjunto de todos
os autovalores de um sistema de Sturm-Liouville € chamado de espectro do sistema
(HONIG, 1978).

A seguir, expande-se a concentracdo de poluentes em uma série, utilizando como
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base as autofuncdes do problema de Sturm-Liouville, como segue:
n=0

Para determinar o coeficiente ¢, (x) substitui-se (32) em (25):

aZz;(x)qun(z) + WY Cul2) W (2) =

PR gzqﬂ 2) = A C(@)T(2) . (33)
n=0 n=0

Fazendo uso da propriedade de ortogonalidade das autofungoes, integra-se o re-
sultado em todo o dominio da variavel transformada, ou seja, multiplica-se pelo ope-
rador foh(.)\I/m(z)dz:

2 () / SV ()dr + Y () /0 U ()0, (2)dz —
nji) \ n=0
A () /0 U, (2) W, (2)dz (34)

Lembrando da equagéo (29) que ¥”(z) = —32V,,(z) e truncando a série, tem-se:

A equacao (35) pode ser escrita na forma matricial:
AE'(z) + BE(z) =0, (36)

onde E(x) o vetor cujas componentes sao ¢,(z) € A = a,m, B = b,,, as matrizes
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cujas entradas sao dadas, respectivamente, por:

nm = /hﬂ‘lfn(z)\lfm(z)dz;
0
h h
b = /0 BV (), (2)dz — /0 S () (2)dz +
h h
; 2¥n\Z)¥mlZ)az )W (2)adz . 37
@n/erwde/owwmd (37)

Assumindo que a matriz A € nao-singular, multiplica-se a equacao (36) pela matriz
inversa de A e obtém-se:
E'(z)+ FE(x) =0, (38)

onde I = A™'B.
A equacao (38) esta sujeita a condigao de fonte:
E0)=7¢(0,z2) =d(z — z) . (39)

Para a obtencao de E(0) aplica-se o0 mesmo procedimento utilizado anteriormente.
Inicialmente, expande-se a condi¢ao de fonte em série:

3 Cn(0)¥,(2) = d(z — 2) . (40)

n

Aplicando o operador foh(.)\llm(z)dz e truncando a série, tem-se:

N h h
S 2.(0) / U, (2) 0, (2)dz = / 5z — 2)Up(2)dz (41)
n=0 0 0

Pela propriedade da Delta de Dirac:

/0 0z — 2z5) VU (2)dz = U, (25) - (42)

Desse modo, a condicao de fonte pode ser escrita da forma:

E(0) = 1/1022’0) para n=0;
E(0) = ¥n(20) para n # 0 . (43)

12

Aplicando a técnica da Transformada de Laplace no problema transformado, repre-
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sentado na equacao (38), obtém-se:
sE(s) + FE(s) = E(0), (44)

onde E(s) denota a Transformada de Laplace do vetor E(zx).
Assumindo que a matriz F' é nao-defectiva, utiliza-se o processo de diagonalizacao
e decompode-se a matriz da forma:

F=GDG™, (45)

onde D é a matriz diagonal de autovalores de F' e GG € a matriz dos respectivos auto-
vetores.
Substituindo a matriz F' na equacao (44):

sE(s) + GDG'E(s) = E(0), (46)

ou ainda,
(sI + GDG 1) E(s) = E(0), (47)

na qual I é a matriz identidade. Lembrando que I = GG, a equacgéo (47) pode ser
escrita:
G(sI + D)G'E(s) = E(0) . (48)

Desse modo, a equacgao (48) tem a seguinte solucao:
E(s) = G(sI + D) 'G™'E(0) . (49)
Aplicando a Transformada Inversa de Laplace na equacao (49):
E(s)=GZ (s + D)""YG'E(0), (50)

onde .#~! denota o operador Transformada Inversa de Laplace.
Observe que a matriz sI+ D e sua inversa (sI+D)~! sdo escritas, respectivamente,
da seguinte forma:

[ s+d, 0 - 0 ]
0 dy - :
sl+D = _ St :
. " . " . O
0 0 s+dy
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ﬁ 0 0
0 L ..
(sI+ D) ' = _ s+da 7
. '._ 0
1
I 0 0 vl

onde dy sdo os autovalores da matriz £
Fazendo a inversdo da Transformada de Laplace para a matriz (s/ + D)~ *:

ez o ... 0]
-1 -1 0 e®e
L H(sI+ D)= M(x) =
0
0 0 e e

Finalmente, substituindo a matriz #~'{(sI + D)~'} em (50), é obtida a solugdo do
problema transformado da equacao (38), que é dada por:

E(z) = GM(x)G1E(0) . (51)

Portanto, a solugao final do problema bidimensional € dada pela expressao:
&x,2) = Y eal0)Wn(z), (52)
n=0

onde ¥, (z) = cos(5,2) e ¢,(x) € dado pela equagao (51).
Note que nenhuma aproximagdo € realizada durante o desenvolvimento da
solucao, exceto o erro de truncamento.

3.3 Modelo tridimensional

Os modelos tridimensionais sao conceitualmente os mais adequados para a
simulacao de escoamentos, uma vez que eles representam de forma mais realista os
eventos da natureza. Tais modelos podem ser aplicados em qualquer corpo d’agua.

As hipo6teses fundamentais adotadas neste modelo sao (BARROS, 2004):

e Nao ha restricdes quanto as razdes de aspecto do rio ou canal;
e A densidade do poluente é considerada aproximadamente igual a do fluido;

e O efeito advectivo na direcao longitudinal € muito maior que o difusivo na mesma
direcao;
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A velocidade de descarga do poluente é considerada desprezavel em relagao a
velocidade longitudinal do rio ou do canal;

O despejo ¢ feito em longos periodos de tempo de forma que o processo seja
analisado em regime permanente;

O poluente considerado esta sujeito a sofrer degradagao quimica;

As margens, a superficie e o leito do rio sdo nao-dispersivos, ou seja, nao ha
migracao do contaminante através desses contornos;

e A componente da velocidade na direcao transversal sera desprezada;

¢ O coeficiente de difusividade turbulenta lateral ¢, ndo depende da variavel y.

Aplicando as hipoteses fundamentais na equacao (24), obtém-se a equacao tridi-
mensional em regime permanente que descreve matematicamente este problema:

dée  _0c 0 oc 0 oc _
A equacao (53) esté sujeita as condicdoes de contorno:

oc

— =0 emy=0ey=1, (54)
Ay
@:O emz=0ez=h, (55)
0z
e condicao de fonte:
uc=Qo(y —ys)o(z —z5) emax =0, (56)

sendo ¢ a concentragdo média do contaminante (g/m?); u, v, w representam a ve-
locidade média do escoamento (m/s) nas diregdes z, y e z, respectivamente; ¢,, ¢,
representam o coeficiente de difusdo turbulenta (m?/s) nas diregdes y e z, respecti-
vamente; A representa o coeficiente de degradacédo quimica do poluente (s71); 1 é a
largura do rio ou canal (m); h € a profundidade do rio ou canal (m), @ é a intensidade
da fonte por area (g/sm?); § corresponde a fungdo Delta de Dirac e ys, 2, representam
a posicao da fonte poluidora (m) nas diregdes y e z, respectivamente.

3.3.1 Solucao do modelo

Para resolver o modelo tridimensional inicialmente sera aplicado o método GILTT
na variavel y. Desse modo, é feita a escolha do problema auxiliar de Sturm-Liouville
associado:

Y (y) + oz?CI)j(y) =0 em O<y<lI, (57)
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cujas condigoes de contorno sdo as mesmas do problema original:
Pi(y) =0 emy=0ey=1. (58)

A solucao do problema auxiliar de Sturm-Liouville sdo as autofungdes ortogonais,
dadas por:
®;(y) = cos(agy) (59)

emque o; = 2% (j =0,1,2,...) sdo os autovalores associados (OZISIK, 1993).
Expandindo a concentracdo em uma série em termos das autofuncdes, tem-se:

E(x,y, Z) = ZE]'(ZE,Z)(D]'(Q) . (60)

Substituindo (60) em (53):

0> a0y e ) = 30 2 (e )8 w) +

J=0 J=0 J=0

> o (=755 w0 - AL om0 "

Fazendo uso da propriedade de ortogonalidade das autofungdes, multiplica-se a
equacao (61) pelo operador fé(.)@i(y)dy:

ZEM/O O;(y)®i(y)dy + Zwa@g’z)/o ©;(y)®i(y)dy =

— Ox pr
ZEJ(x’Z)/Ogéq’}(y)q’i(y)dy + Zﬁj(%z)/o ey} (y)Pi(y)dy +

- ci(x, 2 ! > !

Z%(gza%é; ))/0 C(y)Pily)dy — AZ@(%Z)/O ©;(y)®iy)dy . (62)

Da equacéo (57) tem-se que ®//(y) = —a;®;(y), entéo:

o0

uM/O D;(y)Pi(y)dy + Zw%/o Po0)2le)dy -

l oo l
S 5, 2) / SB By + S 0 2) / 0, (y)Di(y)dy —

J=0 Jj=0

=0 0¢;(z, 2 ! = !
> o (=25 [ameiy + 2wl [ amei=o.63
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Escrevendo as integrais que aparecem na equacao (63) da forma:

l
- , () du -
&ji A%@Q@y,

l
%—/%%@@@@;
0

l
Wz/%%@@@@~
0

Reescrevendo a equagao (63):

Z {fjviuacj(x,z) N gﬂwacj(az, z) ,.2,(, 2) + 12078, (1, 2) —

. ox 0z
Jj=0
0 0¢j(x, 2) _ B
5],1& (ez Bl ) ‘|‘€]72)\CJ(CI),Z):| =0. (64)

Fazendo uso da hipétese que o coeficiente de difusividade turbulenta lateral £, ndo
depende da variavel y, tem-se que 0, = 0 e n;; = £,&;,. Substituindo esses termos na
equacao (64):

i~ - _0ei(w,z) |, _O0gi(w,z) . o N e
jzo |:§J,zu ox + é],zw—az + gj,z(gy@j + /\)C] (I7 Z) SJ’Z B £, 9 =0.

(65)

Truncando a série da equagao (65) em um valor conveniente J obtém-se ¢; =

(¢o, €1, 62, ...,¢1), O Que leva a um conjunto de J+1 equagOes advectivas-difusivas bidi-
mensionais, como segue:

¢ (xz, 2 _0¢;(x, z 0 oei(z, 2 B
U Cjéx ) +w ](‘(92 ) _ E <5Z Jéz )) — (5y04]2-+)\)0j(1’,z) ) (66)

Note que a equacao (66) & analoga a equacao do problema bidimensional apre-
sentado na secao anterior, a qual € resolvida através da aplicacao do método GILTT
na variavel z. A solugao desse problema ja € conhecida e dada pela equacao (25).

Logo, as matrizes do problema transformado para o caso tridimensional sao escri-
tas da forma:

A = /Ou\lln(z)\lfm(z)dz;
h h h
B = /0 w\P%(z)\Ifm(z)dz—/O z—:;\If;(z)‘Ifm(z)dz—l—ﬁﬁ/o eV, (2)W,n(2)dz +

o /Oh eV, (2)W,,(2)dz + )\/Oh U, (2)W,,(2)dz . (67)
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Aplicando o mesmo procedimento para a equacao (56), a condicao de fonte é
escrita da forma:
E(0) = Ej,n(o) = Q\II?L(ZS)(I)J'(ﬁUS)JLr1 . (68)

Portanto, a solugao final do problema tridimensional é dada pela expressao:
oz, y,2) = Y elx,2)®;(y) (69)
onde ®;(y) = cos(a;y) e ¢;(x, z) é dado pela equagéo (52).

As variaveis consideradas nos modelos sao escritas na forma adimensional, sendo
definidas do seguinte modo (BARROS, 2004):

c x z Y

=— X=— J=—-.Y=2
¢ co h'’ h'’ 1’
U € 3 M
= K, == =2 = —
o A T o v T w T

onde C é a concentragdo adimensional, ¢ € a concentragdo média (g/m?), ¢y € a
concentragao inicial (g/m?), h é a profundidade do rio ou canal (m), [ é a largura do rio
ou canal (m), u é o perfil de velocidade (m/s), u é a velocidade média (m/s), ¢, € ¢,
sdo os coeficientes de difusao turbulenta (m?/s) nas diregoes y e z, respectivamente,
e ) é o coeficiente de degradagao quimica da substancia (s71).

Uma vez encontrada a solucao analitica para os problemas bidimensional e tri-
dimensional, resta-nos identificar os parametros desconhecidos nas equacgoes (25) e
(53). Assim, no proximo capitulo serdo apresentadas as parametrizagdes empregadas
para a validacao do modelo e implementagao dos resultados.



4 DADOS PARA A VALIDACAO DO MODELO

Neste capitulo sao apresentados os dados experimentais, as parametrizagoes do
coeficiente de difusao e do perfil de velocidade e os indices estatisticos adotados
neste trabalho.

4.1 Dados experimentais

A verificacao do modelo utilizado com os dados experimentais sao fundamentais
para que exista consisténcia entre os resultados preditos pelo modelo e os valores
reais do sistema estudado. A seguir sdo apresentados os experimentos empregados
para validacao do modelo bidimensional no plano horizontal e vertical.

4.1.1 Experimento 1

Em (NOKES; MCNULTY; WOOD, 1984) foi desenvolvido um modelo que nao incor-
pora variagoes longitudinais nem termos de decaimento quimico. Os autores simula-
ram a dispersao de uma solucao contendo NaCl em um canal de 15 m de comprimento
e profundidade de 0,15 m. A largura do canal era de 0,56 m e sua velocidade média é
de 0,55 m/s. A constante de Von Karman, «, € de 0,35 e a velocidade de atrito, u*, €
de 0,055 m/s. Estes dados, « e u*, foram extraidos de medidas experimentais e foram
utilizados por (NOKES; MCNULTY; WOOD, 1984). A fonte poluidora € pontual e esta
localizada na posicao adimensional Z, = 0,75. Os parametros hidraulicos utilizados
nesse experimento estao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Parametros hidraulicos do experimento 1

d h l u u* K s
(m) (m) (m) (ms™') (ms')

15 0,15 056 0,55 0,065 0,35 0,75
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4.1.2 Experimento 2

Em (NOKES; WOQD, 1988) foi simulada a dispersao de uma solucao diluida de
NaCl em um canal com 0,05 m de profundidade e 0,559 m de largura. Tal modelo nao
incorpora variagoes longitudinais nem termos de decaimento quimico. A velocidade
média do escoamento é de 0,236 m/s e a velocidade de atrito, u*, € de 0,014 m/s. A
constante de Von Karman, «, foi medida experimentalmente e tem valor igual a 0,34.
O despejo € pontual e a fonte esta localizada na posicao Z, = 0,24. Os parametros
hidraulicos empregados nesse experimento estao apresentados na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros hidraulicos do experimento 2
h l u u* K I
(m) (m) (ms”!) (ms?)

0,05 0559 0,236 0,014 0,34 0,24

4.2 Parametrizacoes

Os modelos de dispersao de poluentes sao extremamente dependentes das
parametrizagées de turbuléncia e de escoamento escolhidas. Isso ocorre pelo fato
de que sdo esses parametros que contém, em principio, todas as informacdes da
fisica do problema. Assim, essa secao apresenta as parametrizacoes escolhidas para
o perfil de velocidade e para o coeficiente de difusao turbulenta.

4.2.1 Perfil de velocidade

O perfil de velocidade turbulenta, ja adimensionalizado, adotado na simulagao dos
modelos segue aproximadamente o perfil da lei logaritmica, dado por (FISCHER et al.,
1979):

*

U(Z) =1+ %[1 Fin(2)], (70)

sendo que
70

ut ==
Notagao: u* é a velocidade de atrito (m/s), u € a velocidade média do escoamento
(m/s), k € a constante de Von Karman, 7, é a tenséo de cisalhamento no fundo do rio
(Kg/m?s) e p é a densidade do fluido (Kg/m?).
A Figura 2 apresenta o comportamento do perfil de velocidade do escoamento.
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Figura 2: Perfil de velocidade turbulenta em fungao da profundidade.

4.2.2 Coeficiente de difusao

O coeficiente de difusao vertical, ja adimensionalizado, utilizado na simulacao dos
modelos pode ser derivado a partir do perfil de velocidade, dado por (FISCHER et al.,
1979):

K.(Z) = %2(1 _ 7). (71)

Notagdo: @ € a velocidade média do escoamento (m/s), k € a constante de Von
Karman e u* € a velocidade de atrito (m/s).
O comportamento do coeficiente de difusao € representado na Figura 3.

1,4-
1,2-

1,01

Figura 3: Perfil de difusividade vertical turbulenta em funcao da profundidade.
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A expressao para o coeficiente de difusao transversal empregado no modelo tridi-
mensional € dada, na forma adimensional, por (FISCHER et al., 1979):
K, = 015" (72)

ul

O coeficiente de difusividade transversal € um parametro empirico, o qual € obtido
através de uma média aproximada de resultados experimentais.

4.3 Dados estatisticos

Usualmente utilizam-se indices estatisticos para avaliar o desempenho do modelo.
Esses indices descrevem a concordancia entre os dados de concentragao simulados
e 0s dados observados nos experimentos trabalhados.

Os indices estatisticos aplicados neste estudo sao definidos do seguinte modo
(HANNA, 1989):

1. Erro quadratico médio normalizado (Normalized Mean Square Error): informa
sobre todos 0s desvios entre as concentracoes dos modelos e as concentracoes
observadas. Esse indice é uma estatistica adimensional e seu valor deve ser o
menor possivel para um bom modelo:

(Co — Cp)2

o~p

NMSE = (73)

2. Coeficiente de correlagao: descreve o grau de associagao ou concordancia entre
as variaveis. Para uma boa performance o seu valor ideal € 1:

COR: (CO_FO)(OP_@) ) (74)

0o0p

3. Fracao de Inclinagao (Fractional Bias): informa a tendéncia do modelo de supe-
restimar ou subestimar as concentracées observadas. O valor étimo para este
indice é zero:

FB = o —Cy

050t (79)

4. Desvio fracional padrao (Fractional Shift): compara os desvios-padrao observa-
dos e simulados. O valor ideal para este indice é zero:

gpg — 0p

FS=——.
0,5(0‘0 +Up)

(76)
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Notacao: C é a concentracao de poluentes adimensional, o € o desvio padrao e os
indices o e p indicam as quantidades observadas e preditas, respectivamente.



5 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos e estatisticos obtidos
com o método GILTT.

Para a obtencao dos resultados numeéricos utilizou-se a linguagem de programacao
FORTRAN 90. Todas as variaveis consideradas nesta analise estao na forma adimen-
sional, conforme definicao no Capitulo 3.

5.1 Modelo bidimensional no plano longitudinal e vertical

Nesta secao sao apresentados os resultados para o modelo analitico bidimensional
vertical. Para a obtengdo da concentragao de poluentes foram utilizados os dados do
experimento 1 e as parametrizacoes apresentadas no Capitulo 4.

Inicialmente ¢é feita a validagcao do modelo através da comparacao com dois mode-
los bidimensional de transporte de poluentes em rios e canais encontrados na litera-
tura (NOKES; MCNULTY; WOOD, 1984) e (BARROS, 2004).

O modelo desenvolvido por Barros (BARROS, 2004) utiliza as mesmas hipoéteses
e parametrizagdes adotadas neste trabalho, com a diferenca que a solugao do pro-
blema é obtida através do método numérico GITT. O modelo apresentado por Nokes
(NOKES; MCNULTY; WOOQOD, 1984) utiliza os dados do experimento 1, descrito na
subsecao 4.1.1.

O grafico apresentado na Figura 4 mostra o resultado analitico obtido através do
método GILTT confrontado com os resultados numérico, obtidos via GITT (BARROS,
2004), e experimental (NOKES; MCNULTY; WOOD, 1984).
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Figura 4: Validagdo do modelo analitico bidimensional em Z = 0,1 comparado com
resultados da literatura (BARROS, 2004) e (NOKES; MCNULTY; WOQOD, 1984).

Através do grafico percebe-se que ha uma boa concordancia entre os resultados.
Além disso, verifica-se que os dados da concentragdo preditos pelo modelo se apro-
ximam mais dos dados experimentais do que os resultados apresentados por (BAR-
ROS, 2004). Isso pode ser explicado pelo fato de que o método GITT apresenta uma
solucao aproximada para o problema de dispersao vertical, enquanto que a solugao
obtida pela GILTT é completamente analitica.

A seguir, € feita a analise estatistica do modelo bidimensional a fim de avaliar o seu
desempenho. A Tabela 3 apresenta os valores dos indices estatisticos, obtidos pelo
método GILTT, para o experimento 1.

Tabela 3: Avaliacao estatistica do modelo bidimensional utilizando o experimento 1

Modelo NMSE COR FB FS
GILTT 0,00 0,99 0,00 -0,069

A partir dos resultados obtidos pelo modelo observa-se um erro quadratico médio
(NMSE) nulo e coeficiente de correlacado (COR) proximo ao valor ideal, indicando
bons resultados. Com isso, pode-se afirmar que o modelo simula satisfatoriamente
as concentragdes observadas no experimento 1.
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A Figura 5 mostra o grafico de espalhamento, onde tem-se as concentragoes ob-
servadas experimentalmente em funcao das concentragoes preditas pelo modelo.

Figura 5: Grafico de espalhamento dos dados de concentragcdo observados no expe-
rimento 1 (C,) em comparagao com os dados preditos pelo modelo (C,).

Na andlise de graficos de espalhamento, se todos os resultados obtidos estiverem
entre as retas pontilhadas constata-se que o modelo apresenta um bom desempenho.
As retas pontilhadas indicam o fator de dois (FA2), que é calculado por 0,5 < % < 2.
Os dados apresentados abaixo ou acima da reta central mostram se o modelo esta
subestimando ou superestimando em relacao as concentracoes observadas experi-
mentalmente. Desse modo, analisando o grafico da Figura 5, pode-se concluir que os
resultados obtidos pelo modelo sdo satisfatérios.

Utilizando o mesmo experimento, verifica-se 0 comportamento da concentragao
de poluentes C' em funcao do numero de autovalores N para diferentes distancias
da fonte poluidora. Os resultados obtidos para a concentragao sao apresentados na
Tabela 4.
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Tabela 4: Comportamento da concentragao de poluentes C' em Z = 0,1 para as

distancias X = 10; 30; 50

N

C(10;0,1)

C(30;0,1)

C(50; 0,1)

5
10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95

100

0,075658469
0,076143327
0,076389101
0,076307520
0,076242823
0,076273258
0,076301404
0,076286333
0,076271224
0,076279813
0,076288860
0,076283578
0,076277838
0,076281203
0,076284923
0,076282786
0,076280430
0,076281686
0,076282997
0,076282549

0,104485091
0,104508681
0,104522289
0,104518365
0,104514791
0,104516240
0,104517795
0,104517083
0,104516248
0,104516651
0,104517152
0,104516905
0,104516587
0,104516744
0,104516950
0,104516851
0,104516720
0,104516778
0,104516850
0,104516830

0,106099946
0,106101307
0,106102093
0,106101866
0,106101660
0,106101744
0,106101834
0,106101792
0,106101744
0,106101768
0,106101799
0,106101782
0,106101764
0,106101773
0,106101781
0,106101779
0,106101771
0,106101775
0,106101779
0,106101778

A partir dos valores encontrados para a concentracao pode-se observar uma es-
tabilidade do modelo na medida em que se aumenta a ordem de truncamento da
série. Além disso, percebe-se que para distancias mais afastadas da fonte poluidora
a concentracao de poluentes fica estavel mais rapidamente, uma vez que o poluente
ja se encontra distribuido uniformemente no meio. Para a obtencao dos resultados
numéricos do problema bidimensional utilizou-se N = 100 autovalores na solu¢cdo em
série. O tempo computacional gasto para a simulacao de cada resultado é em média

10 segundos.

Os dados apresentados na Tabela 4 encontram-se na Figura 6, que mostra o com-

portamento da concentracao de poluentes em funcao do numero de autovalores N.
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Figura 6: Comportamento da concentracao de poluentes C' em Z = 0,1 para as
distancias X = 10; 30; 50.

No estudo da dispersao de poluentes é muito importante ter conhecimento do lo-
cal onde ocorre a concentragcdo maxima das substancias poluidoras, uma vez que
0s modelos de dispersao sao utilizados com o intuito de prever as zonas criticas de
poluicdo. Sendo assim, na Figura 7 analisam-se os graficos da concentracao em
funcao da distancia X considerando diferentes alturas de fonte (Z, = 0,2; Z, = 0,5; Z,
=0,75; Z, = 1).
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Figura 7: Grafico da concentracdo de poluentes C' em fungao da distédncia X para
quatro posigdes de fonte (Z, = 0,2; Z, = 0,5; Z, = 0,75; Z, = 1) e trés profundidades:
(@) Z=0,1;(b) Z=0,5;(c) Z=0,9.
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Para a profundidade Z = 0,1 (Figura 7a), percebe-se que, conforme era esperado,
a concentracdo é maior quando a fonte esta localizada na altura Z, = 0,2 porque a
concentracao esta sendo medida préxima da fonte de poluicdo. Em contrapartida,
para as demais alturas de fonte, a concentragcao é maxima para distancias mais afas-
tadas. Verifica-se também que para distancias maiores que X = 30 a concentracao
praticamente ndo apresenta variagoes de valores, mostrando que o poluente ja esta
dissolvido no meio.

Supondo Z = 0,5 (Figura 7b), observa-se que a concentracdo é mais acentuada
quando a fonte esta na altura Z, = 0,5 para distancias proximas do ponto inicial de
langamento do poluente. Contudo, para as demais alturas de fonte, a concentragdo é
maxima também para distancias proximas. Constata-se, também para esse caso, que
a homogeneizacao do poluente com o meio ocorre ja para as distancias a partir de X
=10.

Considerando Z = 0,9 (Figura 7c), nota-se que a concentracao € mais acentu-
ada na altura de fonte Z, = 0,9 para uma area proxima ao local de emissao do po-
luente. J& para a altura de fonte Z, = 0,5 a concentracdo é maxima também para
distancias préximas, enquanto que para as outras alturas a concentragcao € maior
para distancias mais afastadas. Percebe-se ainda que para distancias maiores que
X = 30 a concentragao praticamente se mantém constante, indicando que o poluente
esta completamente misturado com o meio.

Na Figura 8, apresentam-se os graficos da profundidade em fungcao da
concentragao para trés distancias (X = 0,5; X = 2; X = 10) em diferentes alturas
de fonte (Z,=0,2; Z, =0,5; Z, =0,75; Z, = 1).
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Figura 8: Perfil vertical da concentragao de poluentes C para trés distancias (X = 0,5;
X =2; X =10) e quatro posicoes de fonte: (a) Z, = 0,2; (b) Z, = 0,5; (c) Z, = 0,75; (d)
Zs=1.

Através dos graficos observa-se que, para todas as alturas de fonte analisadas, a
concentragao alcanga o seu valor maximo na altura em que a fonte poluidora esta lo-
calizada e que a concentragcao apresenta maiores valores para as distancias préximas
do local de despejo do contaminante. Além disso, verificou-se que para distancias
mais afastadas da fonte o perfil de concentracao nao apresenta grandes variacoes, ou
seja, existe uma tendéncia a obtencao de um perfil homogéneo de concentragao.

Para ilustrar outra aplicacdo do modelo bidimensional vertical € realizada a
comparacao entre os resultados obtidos pela GILTT e os resultados encontrados na li-
teratura (BARROS, 2004) e (NOKES; WOOD, 1988). Para a obtencao desse resultado
foram utilizados os dados do experimento 2.

O modelo desenvolvido por (BARROS, 2004) utiliza as mesmas hipéteses deste
trabalho. O modelo apresentado por Nokes (NOKES; WOOD, 1988) utiliza os dados
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do experimento 2, descrito na subsegao 4.1.2.

A Figura 9 mostra a comparagao entre o resultado analitico obtido via GILTT e
os resultados numérico, obtidos via GITT (BARROS, 2004), e experimental (NOKES;
WOOD, 1988). C., representa a concentracao de equilibrio e seu valor é aproximada-
mente igual a 0,1.

6y T T T T T T
5 -
= GILTT
o GITT 1
A * Resultados Experimentais
g D Nokes et al. (1988)

Figura 9: Validagcao do modelo analitico bidimensional em Z = 0,3 comparado com
resultados da literatura (BARROS, 2004) e (NOKES; WOOD, 1988).

Através do grafico percebe-se que ha uma pequena discordancia em relacdo ao
resultado experimental para os valores pequenos de X. Essa diferenca pode ser
explicada pelo fato de que na regiao préxima a fonte poluidora, devido a turbuléncia
do escoamento, a dispersao do poluente ocorre de forma tridimensional. Entretanto,
a partir do ponto X = 20, pode-se observar que os resultados obtidos estao em boa
concordancia com os dados experimentais. Além disso, verifica-se que, assim como
na comparacao anterior, a solucao analitica obtida pelo modelo simulado apresenta
melhores resultados do que a solugdo numérica apresentada por (BARROS, 2004).

5.2 Modelo tridimensional

Nesta secao serao apresentados resultados preliminares para o modelo analitico
tridimensional. Para a obtencao da concentragao de poluentes foram utilizadas as
parametrizagoes apresentadas no Capitulo 4 e os dados experimentais descritos na
subsecao 4.1.1, acrescentando o dado de entrada @ =1.

Primeiramente € feito um estudo do comportamento da concentracao de poluentes
em fungao do nimero de autovalores J para diferentes distancias da fonte poluidora.
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Para essa simulagdo utilizou-se N = 100 autovalores. Os resultados obtidos para a

concentragao sao apresentados nas Tabelas 5 e 6.

Tabela 5: Comportamento da concentracao de poluentes CemY =0e Z = 0,5 para
as distancias X = 10; 40; 80

C(10; 0; 0,5)

C(40; 0; 0,5)

C(80; 0; 0,5)

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65
70

0,057254139
0,095476741
0,116908961
0,126034199
0,128984988
0,129709867
0,129845190
0,129864396
0,129866469
0,129866640
0,129866650
0,129866651
0,129866651
0,129866651

0,049193008
0,063205832
0,064786305
0,064848009
0,064848830
0,064848834
0,064848834
0,064848834
0,064848834
0,064848834
0,064848834
0,064848834
0,064848834
0,064848834

0,041403595
0,045774913
0,045844870
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003
0,045845003

Tabela 6: Comportamento da concentragao de poluentes C em Y =0,05e Z = 0,5
para as distancias X = 10; 40; 80

J_ C(10;0,05;0,5) C(40;0,05;0,5) C(80;0,05;0,5)
5  0,050735511  0,044295973  0,037967404
10 0,063262211  0,049888450  0,040014280
15 0,054624238  0,049410302  0,039998359
20  0,046335234  0,049357213  0,039998248
25  0,043669203  0,049356423  0,039998248
30  0,043386944  0,049356421  0,039998248
35  0,043433756  0,049356421  0,039998248
40 0,043450804  0,049356421  0,039998248
45  0,043452727  0,049356421  0,039998248
50  0,043452802  0,049356421  0,039998248
55  0,043452799  0,049356421  0,039998248
60  0,043452798  0,049356421  0,039998248
65 0,043452798  0,049356421  0,039998248
70  0,043452798  0,049356421  0,039998248

Através dos valores obtidos observa-se uma estabilidade do modelo na medida

em que se aumenta a ordem de truncamento da série. Além disso, percebe-se que

para distancias mais afastadas da fonte poluidora a concentragao de poluentes fica
estavel mais rapidamente, uma vez que o poluente ja se encontra distribuido uniforme-
mente no meio. Para a obtengao dos resultados numéricos do problema tridimensional
utilizou-se N = 100 e J = 40 autovalores na solugdo em série.

A seguir, apresentam-se os graficos da distribuicao da concentragao de poluentes

nas Figuras 10 e 11.



51

C: 001003005007 009011013015 017

ParaZ=0,5

0a f

06k

GFY 3

02

Figura 10: Grafico do comportamento da concentracao de poluentes C considerando
a fonte poluidora localizada no ponto (0; 0; 0,75).
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Figura 11: Grafico do comportamento da concentracdo de poluentes C' considerando
a fonte poluidora localizada no ponto (0; 0,5; 0,75).
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Os graficos apresentados na Figura 10 mostram, através de diferentes angulos,
como ocorre o processo de dispersao de contaminantes ao longo de um rio, no qual a
fonte poluidora esta localizada no ponto (0; 0; 0,75).

A partir desses graficos observa-se que, conforme o esperado, a concentracao
de poluentes alcanca o seu valor maximo préximo ao local de despejo e que o nivel
de concentracdo diminui a medida que aumenta a distancia da fonte poluidora. Além
disso, percebe-se que o poluente se dispersa mais rapidamente na dire¢ao longitudinal
do rio, pois sofre a influéncia da velocidade do escoamento nessa diregdo. Outro
aspecto relevante é que conforme a distdncia em X aumenta o poluente se aproxima
da margem oposta ao despejo (Y = 1), atingindo-a apds a distancia X = 65.

De modo semelhante, os graficos da Figura 11 apresentam o comportamento da
concentragao de contaminantes ao longo de um rio, sendo que a fonte de poluicao
esta localizada no ponto (0; 0,5; 0,75).

Assim como no caso anterior, nota-se que o nivel de concentracao é mais acentu-
ado préximo ao ponto de langcamento do poluente e que se dispersa mais rapidamente
no sentido do escoamento. No entanto, nesse caso percebe-se, em relagao ao eixo vy,
que a difusao ocorre de forma simétrica ao longo do rio, se aproximando de ambas as
margens conforme distancia-se na direcao longitudinal do ponto de despejo.



6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentada, através do método GILTT, uma solugao analitica
para os modelos bidimensional vertical e tridimensional em regime permanente, simu-
lando o processo de dispersao de contaminantes em rios e canais. Dessa modo, é
possivel afirmar que o objetivo principal deste estudo foi alcang¢ado.

Por meio de uma analise estatistica, que investigou a concordancia entre os dados
experimentais e os dados simulados pelo modelo bidimensional vertical, constatou-se
o bom desempenho desse modelo. Verificou-se também, para os casos estudados,
gue os resultados analiticos obtidos se mostraram, quando comparados com os dados
experimentais, melhores que os resultados numéricos encontrados na literatura.

Quanto ao modelo tridimensional, observou-se que os resultados preliminares obti-
dos se mostraram coerentes com a fisica do problema, apresentando uma semelhanca
em relagao aqueles encontrados para o problema bidimensional.

Dessa forma, pode-se concluir que o método GILTT é eficiente na resolugao de
problemas de modelagem da dispersao de contaminantes em rios e canais, demons-
trando que essa técnica, que ja teve éxito na simulacao da dispersao de poluentes na
atmosfera, vem se mostrando promissora também nos meios aquaticos.

Para trabalhos futuros, propoe-se realizar novos testes para o modelo tridimensio-
nal estudado e confrontar os resultados obtidos com dados da literatura. Além disso,
sugere-se buscar a solucao analitica, via GILTT, para o modelo bidimensional no plano
longitudinal e transversal em regime permanente. Outra extensao natural deste estudo
€ a implementagao da solugao para os modelos bidimensional e tridimensional em re-
gime transiente.
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