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RESUMO

FINGER, Alice Fonseca. Analise da solucao de equacoes lineares com coefi-
cientes intervalares em diferentes aritméticas intervalares. 2019. 109 f. Tese
(Doutorado em Ciéncia da Computacao) — Programa de P6s-Graduagdo em Com-
putacdo, Centro de Desenvolvimento Tecnoldgico, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2019.

Quando se trabalha com numeros de ponto flutuante o resultado é apenas uma
aproximacao de um valor real e erros gerados por arredondamentos ou por instabili-
dade dos algoritmos podem levar a resultados incorretos. Utilizando-se intervalos para
representacao dos numeros reais, € possivel controlar a propagacao desses erros. A
aritmética intervalar mais conhecida e utilizada na literatura surgiu em 1966, definida
por Moore. Porém, trabalhos recentes mostram diferentes aritméticas intervalares
sendo aplicadas no lugar da aritmética de Moore, uma vez que ela apresenta diversas
restricbes, retornando muitas vezes resultados incompletos, inclusive em equacgodes
simples, como no caso das equacgdes lineares. Diante de diversas aritméticas
intervalares presentes na literatura, o objetivo principal da tese é analisar as solucoes
de equacdes lineares com coeficientes intervalares nas seguintes aritméticas: Moore
com Teoria das Aproximagdes Intervalares, Markov, Affine, Constrained Interval
Arithmetic e Relative Distance Measure e investigar qual prové uma solugcdo completa
para resolver tais equacdes. As analises das formas genéricas de solugdo das
equacoes lineares, juntamente com a aplicacdo de um exemplo numérico demons-
tram que, para as equagées lineares A+ X = B, AX + B =C,AX+BX =Ce
AX + B = CX + D somente as aritméticas de Moore com Teoria das Aproximacdes
Intervalares, CIA e RDM retornam solugao completa para as quatro equacées. Com a
finalidade de complementar este resultado, desenvolvemos andlise de complexidade
de cada solucdo completa nas aritméticas intervalares de Moore com Teoria das
Aproximacoes Intervalares, CIA e RDM para investigar o esforco computacional de
computar cada solugao, obtendo como resultado para aritmética de Moore com Teoria
das Aproximacgoes Intervalares, ordem constante de complexidade, e ordem linear
para as aritméticas CIA e RDM. Além disso, é importante observar que o problema de
calcular a solugdo completa para equacoes lineares com coeficientes intervalares é
dito tratavel ou computavel. Apds as analises das solugdes e complexidade verifica-se
que a aritmética de Moore, sempre que possivel, deve ser utilizada para obter a
solucdo completa. Ja nos casos onde Moore nao retorna solugdo completa, CIA e
RDM sao as aritméticas indicadas para solucao.

Palavras-Chave: aritmética de moore; aritmética rdm; aritmética de markov; aritmé-
tica affine; aritmética intervalar restrita



ABSTRACT

FINGER, Alice Fonseca. Analysis of the solution of linear equations with interval
coefficients in different interval arithmetics. 2019. 109 f. Tese (Doutorado em
Ciéncia da Computacao) — Programa de Pés-Graduacao em Computacao, Centro de
Desenvolvimento Tecnolégico, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2019.

When working with floating point numbers the result is only an approximation of
a real value and errors generated by rounding or by instability of the algorithms that
can lead to incorrect results. Using intervals for the representation of real numbers, it
is possible to control this error propagation. The most widely used interval arithmetic
in literature came in 1966, defined by Moore. However, recent papers show different
interval arithmetic applied in place of the Moore’s arithmetic, since it has several faults,
often returning incomplete results, including in simple equations, as in the case of
linear equations. With several interval arithmetics present in the literature the main
objective of the thesis is to analyze the solutions of linear equations with interval
coefficients in the following arithmetic: Moore with Interval Approximation Theory,
Markov, Affine, Constrained Interval Arithmetic, and Relative Distance Measure and
investigate which provides a correct solution to solve these equations. The analyzes
of the generic solution forms of the linear equations, together with the application
of a numerical example demonstrate that, for the linear equations AX + B = C,
AX 4+ BX =Cand AX + B=CX + D, only Moore’s arithmetic with Interval Approxi-
mation Theory, CIA and RDM returns complete solution for the four equations. In order
to complement this result, we developed analysis of the complexity of each correct
solution in arithmetic intervals of Moore with Interval Approximation Theory, CIA and
RDM to investigate the computational effort to compute each solution, obtaining as a
result for Moore’s arithmetic, constant order of complexity, and linear order for the CIA
and RDM arithmetics. Moreover, it is important to note that the problem of calculating
the correct solution for linear equations with interval coefficients is said treatable or
computable. After analyzing the solutions and complexity it is verified that Moore’s
arithmetic, whenever possible, must be used to obtain the complete solution. In cases
where Moore does not return a complete solution, CIA and RDM are the arithmetic
indicated for solution.

Keywords: moore’s arithmetic; rdm arithmetic; markov arithmetic; affine arithmetic;
constrained interval arithmetic
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1 INTRODUCAO

Os sistemas de computador operam com uma aritmética chamada de ponto flutu-
ante. E conhecido que a maquina opera com um tamanho limitado para representagao
numérica e, por isso, nem sempre € possivel representar um valor numeérico em sua
completa forma. Para que possa ser representado, a maquina acaba normalizando
esse valor de uma maneira que seja possivel representa-lo (RUGGIERO; LOPES,
1996).

No processo de resolugdo de problemas podem ser constatadas fontes de erros,
tais como: propagacéo dos erros nos dados iniciais; erros de arredondamento e er-
ros de truncamento. Se considerarmos que esses erros podem ocorrer em sistemas
criticos, onde a exatidao numeérica é fundamental, observamos a desvantagem em
trabalhar com aritmética real.

Neste contexto, percebe-se a importancia de técnicas intervalares. Ressalta-se
que uma resposta intervalar carrega com ela a garantia de sua incerteza. Um valor
pontual ndo carrega medidas de sua incerteza. Mesmo quando uma andlise de son-
dagem do erro € executada, o numero resultante é somente uma estimativa do erro
que pode estar presente.

A utilizagdo de intervalos remonta dos primérdios da humanidade, sendo seu con-
ceito utilizado por muitos matematicos, mesmo antes da era crista (DENISS D.; KREI-
NOVICH V.; RUMP, 1998). No entanto, os primeiros relatos de desenvolvimento de
uma aritmética entre intervalos sao referidos a partir do trabalho de Burkill, em 1924,
e Young, em 1931, e mais efetivamente a partir dos trabalhos de Sunaga (1958) e de
Moore (1966).

A andlise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagacao de erros
numéricos em procedimentos computacionais. Intervalos automatizam a analise do
erro computacional, ou seja, através de sua utilizacao, tem-se um controle automatico
de erros com limites confiaveis.

Segundo Ratscheck (1988), € uma das maiores curiosidades da aritmética interva-
lar que diferentes expressdes para uma e mesma funcéo f leva a expressodes interva-
lares as quais também séao diferentes como fungoes.
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Exemplo: Se fi(z) = =z — 2% e fo(z) = x(1 — z) entdo fi(z) e fo(x) s@o ex-
pressdes diferentes, mas iguais como func¢des. Ainda, f1(Y) e f2(Y) séo diferentes
como fungdes intervalares, isto é, se Y = [0,1], entdo f,(Y) = YV — Y? = [-1,1],
f(Y)=Y(1-Y)=10,1]. Para comparagao, OIf(Y) = [0, 1/4].

Portanto, € um problema muito importante e desafiador encontrar expressoes para
uma determinada funcao que levem as melhores extensdes intervalares possiveis, isto
é, f(Y') deve aproximar [If(Y") tanto quanto possivel (RATSCHEK; ROKNE, 1988).

Nas referéncias bibliograficas a maioria dos trabalhos trazem aplicagdes e estudos
tedricos envolvendo a aritmética convencional de Moore (MOORE, 1966). Porém, es-
tudos mais recentes (a partir do ano de 2013) provam que a abordagem da aritmética
convencional possui restricdes e nao retorna resultados corretos em todos os casos
em que é aplicada.

Além disso, essa aritmética causa muitos paradoxos que sdo descritos na litera-
tura, por exemplo, por Sevastjanov e Dymova (2009). Algumas restricdes da aritmética
intervalar de Moore sdo: efeito do excesso de largura do intervalo; problema da de-
pendéncia de dados; dificuldades para resolver equagdes intervalares mais simples;
problemas com os lados direito das equacdes intervalares; solu¢ées com intervalo
impréprio e solicitagées para introduzir entropia negativa no sistema.

Com a finalidade de contornar esses problemas extensdes da aritmética de Mo-
ore e outras aritméticas intervalares foram definidas, como: aritmética de Kaucher
(KAUCHER, 1980); aritmética intervalar de Markov (MARKOV, 1979); aritmética Affine
(FIGUEIREDO; STOLFI, 2004); aritmética intervalar Restrita (CIA) (LODWICK, 1999);
aritmética intervalar Restrita Single Level (SLCIA) (CHALCO-CANO; LODWICK;
BEDE, 2014) e Relative Distance Measure (RDM) (A. PIEGAT, 2012).

Dentre as diversas solu¢des ou implementacdes para determinado problema, mui-
tas vezes é preciso escolher a mais eficiente. Para isso, existe a analise de algorit-
mos, a qual tem como objetivo melhorar, se possivel, seu desempenho e escolher,
entre os algoritmos disponiveis, o melhor. Existem varios critérios de avaliagdo de um
algoritmo como: quantidade de trabalho requerido, quantidade de espago requerido,
simplicidade, exatidao de resposta e otimalidade (TOSCANI; VELOSO, 2001).

A partir dos problemas apresentados com o uso da aritmética convencional e di-
ante de diferentes aritméticas intervalares existentes na literatura, a presente tese
visa investigar qual ou quais aritméticas intervalares retornam solugdo completa para
o problema de computar equagdes lineares com coeficientes intervalares com um me-
nor esforco computacional.
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1.1 Objetivos

O trabalho possui como objetivo principal investigar dentre as diferentes aritméticas
intervalares (Moore, Markov, CIA, Affine e RDM) qual prové a solugdo completa para
resolver equagdes lineares com coeficientes intervalares. Apos, verificar a complexi-
dade de cada solucao para analisar o custo computacional e mostrar se a aritmética
gue retorna o melhor resultado para o problema também tem o custo computacional
mais baixo.

Para alcancar o objetivo principal da tese, os seguintes objetivos especificos serao
desenvolvidos:

e elencar diferentes tipos de equagdes lineares matematicas, que posteriormente
serdo aplicadas nas aritméticas intervalares em estudo;

e apresentar formas de solugao para cada equagdo em estudo, com o intuito de
verificar qual ou quais aritméticas retornam solugdo completa;

e analisar o esforgo computacional do problema de calcular o intervalo resultante
de cada solugédo na aritmética intervalar que retorna a solugao completa, por
meio de pseudocodigos.

1.2 Organizacao do trabalho

A presente tese esta organizada da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta a fundamentacao teérica, onde conceitos importantes para
o desenvolvimento da tese sdo apresentados. Em seguida é apresentada a aritmética
intervalar mais conhecida e utilizada na literatura, a chamada aritmética convencional
ou aritmética de Moore e da Teoria das Aproximagdes Intervalares (TAl), uma definicao
importante para o desenvolvimento da tese. Apos, sdo destacadas e resumidamente
definidas as diferentes aritméticas intervalares, bem como extensdes da aritmética de
Moore. Por fim, o capitulo resume um levantamento de trabalhos mais atuais com o
tema das diferentes aritméticas intervalares.

A contribuigdo da tese é descrita no Capitulo 3, com a demonstracédo das solugées
para as equacoes lineares em diferentes aritméticas intervalares.

No Capitulo 4 apresenta-se uma analise de complexidade das solugcdes do capitulo
anterior.

A concluséao do trabalho é descrita no Capitulo 5, seguida das principais referéncias
bibliograficas.



2 ARITMETICAS INTERVALARES

O presente capitulo tem como objetivo destacar alguns conceitos relevantes so-
bre aritmética intervalar em geral, bem como definir e apresentar termos que serao
utilizados ao longo do texto. Um ponto importante a ser considerado aqui sera a in-
terpretacdo do conceito de intervalo, o qual é apresentado de maneiras diferentes por
alguns autores.

Apoés, sdo apresentadas as aritméticas intervalares mais utilizadas na literatura,
bem como algumas chamadas de extensdes da aritmética de Moore.

Toda as definicbes aqui apresentadas serdao importantes para o entendimento do
desenvolvimento dos proximos capitulos que tratam da aplicagao direta dessas arit-
méticas.

Por fim, o capitulo aborda os principais trabalhos que nortearam o desenvolvimento
da tese, contribuindo principalmente com o entendimento do problema e busca pela
solucéo.

2.1 Solucoes intervalares: interpretacoes

A corretude na aritmética intervalar significa que a avaliagdo do intervalo de qual-
quer expressao deve gerar um intervalo contendo todos os valores possiveis em ter-
mos de reais (HICKEY; JU; EMDEN, 2001). Ja a otimalidade significa dizer que o
intervalo de ponto flutuante computado nédo tem didmetro maior do que o necessario.
Em alguns casos, a diferenca que a otimalidade faz é tdo pequena que requer que um
determinado ponto final de um intervalo seja aberto em vez de fechado.

Embora a otimizacao seja perdida para expressdées com variaveis repetidas, existe
uma infinidade de técnicas classicas para transformar expressées de modo a mini-
mizar a superestimacao resultante da avaliagao do intervalo. (HICKEY; JU; EMDEN,
2001).

Quando estamos utilizando aritmética intervalar no lugar da real, o que queremos
sao solugdes mais seguras, em termos de resultado correto, mas vai muito além disso,
precisamos garantir a corretude e buscamos por uma otimalidade, visto que um inter-
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valo pequeno e correto serd mais favoravel do que um intervalo correto e grande.

Segundo Vaccaro (2001), a interpretacao usualmente aceita para um intervalo no
contexto da aritmética intervalar é a de envoltéria intervalar de um namero real. Esta
interpretacédo pode ser definida como segue:

Definicao 1. (Envoltdria Intervalar de Reais) (VACCARQ, 2001): Segundo a seman-
tica de envoltoria intervalar de reais, um intervalo de reais representa um numero real
sujeito a incertezas, isto €, Vx € R, x € [a; b] <> [a; b] representa x.

Assim, por exemplo, o intervalo [3.1, 3.2] é capaz de representar o numero real ,
considerando-se uma aritmética de ponto flutuante com precisao 2 e numero de ponto
flutuante normalizado (VACCARO, 2001).

Vaccaro ainda aponta dois pressupostos em relagdo a compreensao da definicao
de envoltéria intervalar:

e Qualquer real pertencente a envoltéria intervalar de reais é um possivel repre-
sentante do valor real exato associado ao intervalo: como o valor exato do nu-
mero real que se deseja representar ndo € explicitamente conhecido, entao todos
0S numeros reais contidos na envoltéria intervalar sdo possiveis representantes
deste valor real. Isto é, o valor real exato continua indeterminado, porém restrito
ao dominio dos valores reais que compdem a envoltéria intervalar;

e Com a utilizacdo de envoltérias intervalares espera-se modelar e determinar o
efeito da propagacéo de erros em procedimentos de calculo numérico em ponto
flutuante.

Compreender o que foi citado acima é importante, pois se reflete diretamente na
estruturacao das operacdes definidas sobre o tipo de dado intervalar. Por exemplo, se-
gundo essa interpretagéo a avaliagdo de uma fungéo real através do uso de argumen-
tos intervalares tem por objetivo determinar a propagacao do erro de arredondamento
na presenca de incertezas (VACCARO, 2001).

Para exemplificar, abaixo apresenta-se a operacao de multiplicagéo de envoltérias
intervalares.

Definicao 2. (Operacao aritmética de multiplicagdo entre intervalos) (VACCARO,
2001): ParaX cIReY eIR, X xY ={axbeR|aec X ANbeY}.

Porém, segundo Vaccaro (2001), pelo que foi apresentado acima, era esperado
que o produto de uma envoltéria intervalar por si prépria resultasse em X? = {a* € R |
ae X}.

Por exemplo, seja X = [-1,2], X x X = [-1,2]| x [-1,2] = {axb e R | a €
[—1,2] Ab e [-1,2]} = [-2,4].
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No entanto, pela interpretacdo de envoltéria intervalar, sabe-se que o resultado
da operacdo X x X nao pode conter elementos negativos, ja que cada intervalo X
representa uma ocorréncia do mesmo numero real e ndo teriamos a multiplicacéo de
um numero negativo por outro positivo, isto €, o produto X x X deve representar o
produto de dois numeros reais idénticos, sujeitos a incerteza, ou seja, um numero real
ndo negativo. Assim, espera-se que X? = [—1,2]*> = [0, 4].

Esse resultado ndo é coerente com a definicdo de multiplicacdo apresentada
acima, mas o é com a interpretacao de avaliacao intervalar de uma funcéao real, na
qual o intervalo resultante deve ser o formado pela avaliagdo minima e maxima da
funcéo real equivalente no intervalo de origem, como se pode observar pela Figura 1
(VACCARO, 2001).

[0:4] 2

\'
R 1
[M.21 "

Figura 1 — Avaliagdo intervalar da fungédo f(x) = x? para o intervalo [-1,2]

A imposicéo de que o produto de intervalos iguais possua exatamente as mesmas
propriedades de um numero real gera uma ruptura com a definicdo usual da operacao
de multiplicacdo, de tal sorte que, algebricamente, fica imposto que X? # X x X,
em geral. De fato, segundo a definicdo de multiplicacdo, a igualdade ocorrera se
e somente se x x © > 0, ou seja, se X nao contiver simultaneamente elementos
positivos e negativos (MOORE, 1966). Para intervalos envolvendo elementos positivos
e negativos havera diferenca entre as partes negativas dos intervalos gerados pela
multiplicac&o e pela poténcia de intervalos.

A segunda interpretacao de intervalo que abordaremos sera a de numero-intervalo,
na qual um intervalo € um ente matematico que representa todos os niumeros reais
e as inclusbes nele contidas. Constitui um tipo de dado diferenciado com relacdo ao
tipo de informacgao que carrega, ou seja, € um novo tipo de numero (MOORE, 1979).
Formalmente, a interpretacdo de numero-intervalo pode ser enunciada como segue:

Definicao 3. (Numero-intervalo): Segundo a semantica de numero-intervalo, um in-
tervalo representa todos os intervalos de reais que contém, ou seja, VX € IR, X C
[a,b] < [a,b] representa X .

Assim, pode se dizer que as operacoes aritméticas entre intervalos podem ser
obtidas de forma bastante similar as operacdes entre vetores.
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A interpretagdo de numero-intervalo € mais coerente do ponto de vista da garantia
das propriedades algébricas, principalmente ao se considerar o caso particular do
produto X x X, que ficaria definidocomo X x X ={axbeR|a€ X ANbe X}, sema
necessidade de imposicdes adicionais. Segue o exemplo apresentado anteriormente:

X=[-1,2] == X?=Xx X =[-1,2] x [-1,2] = [-2,4]

Nesse caso, o produto de um intervalo por si proprio resultou em outro intervalo que
contém componentes positivos e componentes negativos. Este é um fato diferente do
esperado com numeros reais. No entanto, nenhuma contradicdo existe neste fato,
uma vez que (VACCARO, 2001):

e Um numero-intervalo representa todos os reais e as inclusdes nele contidas (e
nao apenas numeros reais individualmente selecionados dentro de um dominio
de incerteza);

e Nao existe equivalente, no conjunto dos numeros reais, para um intervalo que
contenha simultaneamente componentes negativos € componentes positivos:
um numero real somente pode assumir um dentre os seguintes comportamen-
tos: negativo, nulo (sem sinal) ou positivo. No entanto, o conceito de intervalo
excede esta lei, uma vez que permite a existéncia de intervalos contendo simul-
taneamente elementos positivos e elementos negativos. Assim, ndo ha compor-
tamento equivalente conhecido nos numeros reais para o resultado da operacéo
apresentada no exemplo anterior;

e Segundo a Definigdo 2, a operagdo de multiplicacao entre intervalos determina
gue o intervalo resultante deve ser aquele limitado pelos valores minimo e ma-
ximo de todos os produtos entre os numeros reais contidos no primeiro intervalo
com os contidos no segundo intervalo; ndo hd mencao sobre diferentes procedi-
mentos para o caso especifico da opera¢do com intervalos iguais.

Essa interpretacdo segue a mesma linha de raciocinio proposta inicialmente por
Moore (1966), segundo a qual um intervalo é uma fonte de incerteza e deve ser tratada
como tal.

Enfim, a interpretacdo de numero-intervalo traz diversas vantagens estruturais por
tratar o intervalo como um tipo de dado que estende o conceito de numero real do
ponto de vista matematico, ou seja, efetivamente opera o intervalo com o conceito de
nuamero, em seu sentido mais amplo. Esse tratamento permite identificar a presenca
das caracteristicas apresentadas acima, bem como sua coeréncia estrutural com as
operagodes definidas originalmente para o tipo intervalar, e mostra-se mais abrangente
gue a semantica de envoltéria intervalar de reais por permitir a efetiva operagédo com
dominios compactos (VACCARO, 2001).
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O trabalho de Vaccaro (2001) deixa bem claro como ocorre a limitagdo nas ope-
racOes da aritmética de Moore e sua relagdo com a envoltéria intervalar. Ele conclui
que as operacodes de subtracdo, multiplicacao e divisdo de intervalos estdo bem defi-
nidas se considerada a interpretagdo de numero-intervalo, mas nao se aplicam para
a interpretacao de envoltéria intervalar de reais, uma vez que ndo comungam das
propriedades basicas das operagdes entre numeros reais. Ainda afirma que qual-
quer iniciativa no sentido de impor restricdes sobre as operagdes e que n&o envolvam
a modificacdo das definicoes destas operacdes resultara sem fundamentacao algé-
brica. Se for desejo representar o comportamento de niumeros reais por intermédio
de intervalos, esta representacdo devera passar pela utilizagdo de nimeros-intervalo
ou pela redefinicdo das operagdes algébricas entre intervalos, a excec¢ao da adicao,
unica operagdo aritmética bem definida para a extensdo de numeros reais através da
semantica de envoltéria intervalar.

Todas essas afirmacdes se justificam quando percebemos a grande quantidade
de definicbes diferentes para intervalo que surgem na literatura, juntamente com um
conjunto de operagdes e propriedades que se distinguem de outras aritméticas.

Dentro de um contexto matematico, nem sempre uma Unica aritmética intervalar
€ totalmente correta para resolver qualquer operacéo, equagéao ou funcdo. Assim, é
védlida a investigacdo da melhor solug¢do para determinada equacéo, fun¢do ou opera-
cao, uma vez que sabendo qual ou quais aritméticas trazem resultados completos, a
certeza de um resultado intervalar com corretude é possivel.

2.2 Aritmética de Moore

A aritmética intervalar (MOORE, 1966, 1979; MOORE; KEARFOTT; CLOUD,
2009), também chamada de Standard Interval Arithmetic (SIA) é baseada no uso de
intervalos fechados [z, z5] de nimeros reais como elementos basicos e sua ideia do
ponto de vista computacional, é: dada uma fungéo f(z) de variavel real = pertencente
a um intervalo X=[z, z,] onde x1,z, € R, aimagem da f é dada por

fX)={yly=fz),nn <X <mexeX}

onde esta em geral ndo é representada exatamente, mas é sempre possivel determi-
nar um intervalo Y = [y;, 2] tal que f(X) C Y, isto € y; < f(x) < y,. Pode-se entédo
definir uma funcao intervalar F' associada a f pela transformagéo do intervalo [z, x|
em [y, yol, isto é:

flz) C F(X) =Y.

Esta funcdo F, chamada extensao intervalar de f, deve ser aquela que possui 0
minimo possivel de diferenga da imagem f(X). O erro obtido no célculo de f(z) a
partir do intervalo X é calculado através do didametro w(F (X)) = y2 — v1.
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O calculo de expressdes na aritmética intervalar consiste em usar extensao das
operagdes aritméticas junto com um conjunto de fun¢des standard.

A aritmética intervalar utiliza um arredondamento especial, chamado arredonda-
mento direcionado (KULISCH; MIRANKER, 1981), o que significa que os resultados
séo arredondados para 0 menor € para 0 maior nimero de maquina que contém o re-
sultado das operagdes, obtendo-se com isso um intervalo de maquina, com diametro
minimo, no qual a solucao se situa.

Uma distingdo importante na aritmética intervalar é entre imagem intervalar de uma
funcéo e extenséo intervalar da fungao.

Definicao 4. A imagem intervalar de uma fungéo f, continua no intervalo X, é definida
como o intervalo limitado pelo minimo da imagem de f(x) e pelo maximo da imagem
de f(x), sendo = um elemento do intervalo X.

Im = I(f,X) = [min{f(z)|x € X}, maz{f(x)|x € X}

Segundo Ferson et al. (FERSON; GINZBURG; KREINOVICH, 2002), historica-
mente, o primeiro método para computar o intervalo solugcdo é a extensao intervalar
(MOORE, 1979), ou avaliacao intervalar (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997).

A extensao intervalar € definida da seguinte forma:

Definicao 5. A funcéo F : I(R) — I(R) é uma extensdo intervalar de uma fungédo
f: R — R, se para todo x € R, F([z,z]) = [f(z), f(x)] (SANTIAGO; BEDREGAL,
ACIOLY, 2006).

Na computagéo intervalar, pode-se calcular o intervalo solugéo Y = [y,9] =
f(Xy,--+,X,) através de métodos de aproximacao, técnicas de otimizagdo, extensao
intervalar e, ainda, por métodos considerados mais sofisticados (KREINOVICH et al.,
1998).

Na aritmética intervalar desenvolvida por Moore (MOORE, 1966) todas as opera-
cOes aritméticas basicas estdo definidas e com suas propriedades demonstradas para
o tipo intervalo, sdo elas: adicédo, subtragao, multiplicacao e divisao.

Pelas definicbes de Moore os calculos com intervalos ocorrem sobre conjuntos, ou
seja, quando se realiza uma operacéo de adicao entre dois intervalos, por exemplo,
o intervalo resultante € um novo conjunto contendo as adi¢des de todos os pares de
nuameros das duas séries iniciais. Nessa aritmética, quando o método de extensao in-
tervalar é aplicado, apenas os extremos do intervalo sdo considerados, isto é, somente
os valores que representam os limites do intervalo s&o utilizados nos calculos.

Seja I um conjunto de intervalos reais [a,b], com a, b € R. As operagbes no inter-
valo I sdo definidas pela expressao

Definicao 6. Ax B={axb:a€ Abe B} para A,B €1, onde o simbolo = significa
+,—,. e/, eonde, A/B é somente definido se 0 ¢ B.
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A definicao acima é motivada pelo fato que os intervalos A e B incluem alguns
valores exatos, « e 3, respectivamente, do calculo. Os valores a e 5 sdo geralmente
ndao conhecidos. A unica informacao que normalmente esta disponivel consiste na
inclusdo dos intervalos A e B, ou seja, « € A, € B. A partir da Definicado 6 segue
ax f € Ax B que é chamado o principio da inclusdo da aritmética intervalar. 1sso
significa que a soma, a diferenga, o produto e o quociente de dois reais pertence a
soma, diferencga, produto e quociente dos intervalos de incluséo.

Enfatiza-se que o real e suas correspondentes operacdes intervalares sao denota-
das pelo mesmo simbolo. Os chamados intervalos degenerados, que sdo os interva-
los que consistem em exatamente um ponto, [a, a|, S0 denotados por a. Expressdes
como aA,a+ A, Aja,(—1)A, etc. para a € R, A € IR séo portanto definidas. A expres-
sdo (—1)A é escrita como —A.

A Definicao 6 é nao usual em calculos praticos. Moore (1962) provou que a defini-
cao € equivalente as seguintes operacgdes:

e Adigao: [a,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+ d],

e Subtragdo: [a,b] — [c,d] = [a — d,b — ],

e Multiplicacao: [a, b].[c,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)],

e Diviséo: [a,b]/[c,d] = [a,b].[1/d,1/c] se O ¢ [c,d].

E importante salientar que —X ndo é um inverso aditivo para X no sistema de

intervalos. De fato, tem-se (MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009):

X+ (=X) =z, 7]+ [-7,—2z] =[x — T, T — z],

e isso € igual a [0,0] somente se x = z. Se X ndo tem diametro zero, entdo

X - X =w(X)[-1,1], (1)

onde w(X) = [z — z] (diametro).

Similarmente, X/ X = 1 somente se w(X) = 0.

Assim, na aritmética convencional de Moore nao se tem inversos aditivos ou multi-
plicativos, exceto para intervalos degenerados. Contudo, sempre tem-se as inclusées
0e X —Xele X/X (MOORE; KEARFOTT; CLOUD, 2009).

Logo, as regras mostram que subtragao e divisdao em IR nao sao operagoes inver-
sas da adicao e multiplicagéo, respectivamente, como no caso dos R.

Por exempilo:

[07 1] - [O’ 1] = [_L 1]:
[1,2]/[1,2] = [1/2,2].
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Essas propriedades sdo umas das principais diferencas entre aritmética intervalar
e real. Outra diferenca principal é pelo fato de a regra da distributividade da aritmé-
tica real ndo ser valida em geral. Somente a chamada regra da subdistributividade
apresentada na propriedade M,;.

De acordo com essas propriedades, temos que (IR, +, —, -, /) ndo forma um corpo,
pois ndo existem os elementos simétricos da adigdo e da multiplicagdo (KORZE-
NOWSKI, 1994).

As seguintes propriedades seguem da Definicdo 6: Seja A, B,C, D € IR e x uma
operagao aritmética intervalar entao:

M, A(B+C) C AB + AC;
My:a(B+C)=aB+aCseacReB,C cIR;
My: A+ B =B+ A;
My:A+(B+C)=(A+B)+C;

M,s: AB = BA,

M,s: A(BC) = (AB)C,

My;: AC B,C C Dimplica AxC C B« D (se B x D é definido);
Mys: (o + B)A = oA+ BA.

O trabalho de Korzenowski (1994) apresenta uma nova definigdo em cima da arit-
mética convencional de Moore. Utilizaremos essa abordagem na presente tese, visto
que propriedades importantes poderdo ser utilizadas e serdo aplicadas no préximo
capitulo.

A definigdo do espaco intervalar (IR, +, -, C, =,, 1), onde L denota conjunto fe-
chado de todos os numeros reais e sera considerado um intervalo, L= [—oo, +00],
apresenta a relagdo C definida como: Para X, Y e IR, X C Y « Y C X (KORZE-
NOWSKI, 1994; CLAUDIO, 1994). Assim, X C Y pode ser interpretado intuitivamente
como Y informa mais (ou pelo menos o0 mesmo) que X a respeito de um real contido
em X e Y. Definicdes e exemplos podem ser verificados em Korzenowski (1994).

Seja o corpo (IR, C, 1), diz-se que A, B € IR estao z-relacionados para z € R e
denota-se por A =, Bse: A=, B+ ALC xe B C z, ou seja, A e B aproximam
z. O elemento indexador (z) pode ser visto como um numero ndo exato, aproximado
pelos intervalos A e B. Assim, quando nomeamos um elemento A para a relagao =,,
na verdade estamos tratando de uma classe de intervalos que tem a propriedade =
(KORZENOWSKI, 1994).

Dado um corpo (D,C,=,, 1), arelacdo X C Y para X,Y € D é de qualidade,
interpretada como “Y” informa no minimo tanto quanto X a respeito de um real contido
em X e Y”. Por outro lado, a relacdo X =, Y, para X,Y € D € interpretada como
uma relacao de aproximacao, ou seja, X e Y sdo aproximagoes para um real . De
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acordo com as propriedades e demonstracées, conclui-se que essa relacao =, é uma
relacdo semelhante a relagdo de equivaléncia (KORZENOWSKI, 1994).

Abaixo apresenta-se um importante teorema da Teoria das Aproximacgdes Interva-
lares:

Teorema 1. (KORZENOWSKI, 1994) Sejam A e B € IR, entdoVA € A, € BjA=,; B
seesomentese A=B. A=,; B+ A=, BANA=;B.

A partir do que foi exposto no teorema, ha uma relacao entre a relacao de aproxi-
macao (=,) e a igualdade de Moore (=) em IR.

Propriedades, definicdes e demonstragdes podem ser encontradas no trabalho de
Korzenowski (1994).

Importante salientar as propriedades algébricas sobre esse novo espaco intervalar.

MAy: A+B =, B+A¥A=a+bac AbecBeA B=3 BxAVNB=a-bacAbec B,
MAyp: A+ (B+C) =5 (A+B)+CVAX =a+b+ca € Ab € B,c e Ce
A-(B-C)=3(A-B)-C)VB=a-b-c,ae A,be B,ce C,

MA,;: 30 :=[0,0],VA € IR,Va € Atalque A+ O =, Aedl:=[1,1,VAcIR,Vae A
talque A -1 =, A;

MA,:VA€IR,dJAc IR, talque A - A=, 0eVAcIR,0¢ Az talque A-1/A = 1;
MAy;: A(B4+C)=\AB+AC,A=a(b+c),ac A,be B,ce C.

Algumas observacdes sao feitas a respeito dessas propriedades: embora os ele-
mentos neutro e inverso ndo sejam Unicos, eles sdo equivalentes em relagdo a =,; as
propriedades que as operagdes + e - de (IR, +,-,C, =,, 1) possuem se assemelham
as de um corpo, por esse motivo denota-se tal estrutura de corpo dinamico (KORZE-
NOWSKI, 1994).

Para resolucdo de equagdes no corpo dinamico, tem-se que inicialmente caracte-
rizar o que sera considerado como solucao completa.

Segundo Korzenowski (1994), dada uma equagéo F(X) =, Y é solugdo completa
X, (ou simplesmente solugéo) se o conjunto de todo = € X que satisfaz a equacéo
f(z) =y, paray € Y. Chamaremos de solu¢do externa a qualquer X, € IR tal que
X, C X, e de solugdo interna a qualquer X; € IR tal que X; C X,.

Teorema 2. (CLAUDIO, 1994) Sejam A, B € IR, entdo X = B — A é a solugcdo com-
pleta para A + X =, B (l)

Prova1l. A+ X =B+« A+X-A=_,B— A.

Desde que X =, A+ X — A, temos X =, B — A, de modo que X é o conjunto de
solugbes de todas as equagdes da forma a + x = b,b € B,a € A, e entdo essa ¢ a
solugé&o completa de (I).
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Teorema 3. (CLAUDIO, 1994) Sejam A, B,C € IR, com0 ¢ A, entdo X = (B—-C) -+
é solugdo completa para AX + B =, C.

O autor apresenta a prova desse teorema e afirma que Ya € A,b € Bec € C,
X = C:TB resolve a equacao acima e sua solugcdo é completa.

O mesmo é realizado e provado com a equacao AX + B = CX + D, podendo ser
resolvida como X = =5

Essa nova abordagem encontrada na literatura (CLAUDIO, 1994; KORZENOWSKI,
1994), tem sua relacao de igualdade estrutural usual substituida pela relacédo de apro-
ximacgao intervalar. Esta relagdo da origem a uma estrutura denominada corpo dina-
mico, que, segundo esses autores, possui essencialmente as mesmas propriedades
de um corpo no que se refere as propriedades das operagdes de soma e multiplica-
céo, permitindo a interpretacao de IR como um “dominio de erro” de um campo. Como
justificativa, sdo analisadas formas fechadas de solucdo de equacdes polinomiais de
primeiro e segundo graus através da estrutura nova de espaco intervalar definida.

Cabe ressaltar que a operagédo de adicao € a Unica que esta propriamente defi-
nida sob o ponto de vista da extensdo intervalar de um nuamero real. Tal vantagem
cai por terra, no entanto, pela evidéncia da nao existéncia de um elemento simétrico
definido através desta operacdo, visto que [z] + (—[z]) = 0 > w([z] + (—[z])) = 0 +
w([z]) + w(—[z]) = 0 <> w([z]) = 0 Aw(—][z]) = 0, fato que torna evidente a impossibi-
lidade de definicdo de uma estrutura algébrica que conserve amplamente as mesmas
propriedades das operacdes entre numeros reais e seguindo a definicdo de Moore
(VACCARO, 2001).

As proximas secdes do capitulo abordam as aritméticas que serdo investiga-
das/analisadas e aplicadas para encontrar a solu¢cao completa para equacoes lineares
com coeficientes intervalares.

Serao apresentadas definigbes, propriedades e operacdes da aritmética de Kau-
cher (KAUCHER, 1977), uma extensao de Moore, e segue com as seguintes aritmé-
ticas intervalares: Markov (MARKOQV, 1979), Affine (FIGUEIREDO; STOLFI, 2004),
Constrained Interval (LODWICK, 1999), Single Level Constrained Interval (CHALCO-
CANO; LODWICK; BEDE, 2014), Relative Distance Measure (A. PIEGAT, 2012, 2013)
e, por fim, operagdes de diferenga e diviséo intervalares desenvolvidas por Hukuhara
(HUKUHARA, 1967).

2.3 Aritmética de Kaucher

A Aritmética de Kaucher surge com a proposta de contornar limitacées presentes
na aritmética intervalar classica definida por Moore (MOORE, 1966), a qual é incapaz
de representar intervalos [a,b] onde a propriedade a < b ndo seja satisfeita. Desta
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maneira Kaucher define a extensdo do espaco de representacdo numérica, em que
intervalos do tipo [b, a], em que b > a séo verificados (KAUCHER, 1977).

A definicdo de Kaucher para intervalos segue os principios de Moore, onde os cal-
culos utilizando intervalos ocorrem sobre conjuntos, ou seja, o intervalo resultante é
um novo conjunto contendo as operacoes realizadas sobre todos os pares de nume-
ros dos dois conjuntos iniciais. Utilizando o método de extenséao intervalar (SUNAGA,
1958), somente os limites do intervalo serdo considerados para a realizacao das ope-
racoes.

Em Kaucher, o conjunto de todos os intervalos finitos proprios IR = {[z,Z] | z,% €
R,z < 7} é estendido para um conjunto H = {[z,7] | z,Z € R} = R* de pares ordena-
dos de numeros reais finitos, chamados intervalos direcionados (POPOVA, 1994).

Considerando o intervalo T € IR tal que f(7') = {f(t) | t € T'}, o tipo de monotoni-
cidade de f, ou seja, se ela é uma funcao crescente ou decrescente, determina a sua
“direcdo” em que o intervalo f(T) € tragado.

Um intervalo direcionado X = [z, Z| € H é dito préprio se x < z, impréprio se z > 7,
ou ainda degenerado quando z = z. O sinal o de X é definido abaixo (POPOVA,
1994).

Considerando uma fungéo f(x) = fi(x) o fo(z), em que o € {+, —, X, /}, busca-se
aimagem de f utilizando intervalos conhecidos f,(X), f2(X). Sendo f; e f, continuas
em R, os valores de f,(X) e f,(X) séo intervalos, entdo para a imagem de f temos
que f(X) = {fi(z) o fo(z)|lx € X} C fi1(X) o fo(X). Porém, essa relagédo de igual-
dade s6 pode ser obtida quando ambas as funcdes forem monotdnicas no intervalo X
(POPOVA, 1994).

A Tabela 1 apresenta o espaco intervalar KR para a operagdo de multiplicagéo, o
qual é decomposto em quatro subespacos:

e P={XcKR|(z>0),(z>0)}
e Z:={XcKR|(z<0<z}
o P ={XecKR|-X P}
o dualZ :={X € KR | dualZ € Z}

As operacgdes basicas na aritmética de Kaucher sdo descritas como segue:
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Tabela 1 — Multiplicacao intervalar conforme definido por Kaucher

YePp YeZz Ye-P Y € dualZ
Xep [zy, 27 [Zy, 7Y [Ty, 2] [zy, z7]
XeZz | [zg,zy | [min{zy, 2y}, maz{zy, 7y} | [Ty, zy) 0
Xe-P | [zy,7y] [z, zy] [y, 2y [z, zy]
X €dualZ | |zy,Ty] 0 [zy,zy] | [max{zy, 2y}, min{zy, Ty}]

Fonte: (TRAN; WANG, 2016)

o Adicao: [z,z] @ [y, 9] = [z + y. 2 + 7],

e Subtragdo: [z, 7] © [y, 9] = [z — y, T — ¥,

e Multiplicagdo: [z, 7] ® [y, ] (Tabela 1),
e Divisao: [z,z] @ [y, y] = [z, 2] ® [1/7,1/y].

Nessas operacdes, os operandos sao pares de valores reais. Porém, em um sis-
tema computacional, sdo subconjuntos de valores reais representados em ponto flu-
tuante. Essa aproximagédo ocorre por meio de arredondamento direcionado, onde o
primeiro elemento do intervalo é arredondado em um nimero de maquina para baixo
e 0 segundo elemento para cima. Demonstragdes sobre o arredondamento e demais
definicdes podem ser melhor compreendidas no trabalho de Popova (1994).

Salienta-se que Kaucher possui as mesmas propriedades algébricas da aritmética
de Moore.

2.4 Aritmética Intervalar de Markov

Markov (MARKQV, 1979) definiu um padrédo diferente de aritmética intervalar. O
extremo esquerdo do intervalo € denotado por a e o direito por a, tal que A = [a, a]. Se
a condicdo a < a nao for necessariamente satisfeita, podemos chamar os extremos
do intervalo A de a e f3, entdo escrevemos A = « VvV 5. O tamanho de A é denotado
por u(A) = a — a.

Markov apresenta um notacao adicional para os pontos extremos de um intervalo
A, considerando que 0s numeros reais a, € a, S40 0s extremos de A tal que | a, |<|
a, |. Por exemplo, considerando o intervalo A = [—3, 2], ele possui duas expressoes
para os pontos extremos: a = -3,a =2 € a, = 2,a, = —3 (LEAL, 2015).

No trabalho de Leal (LEAL, 2015), sdo apresentadas as quatro operacdes basicas
de Markov (M-operacao) da seguinte maneira:

o Adicdo: A+y B=la+bVa+b],
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e Subtragdo: A —y B=[a—bVa— b,
e Multiplicacdo: A x,; B = [aub, V ayb,],
e Divisdo: A =y B = [ay, /by, V a,/by].

A M-multiplicacdo e a M-divisdo de dois intervalos ndo sao definidos quando pelo
menos um dos intervalos envolvidos é simétrico. A M-adicdo e a adicao usual de
intervalos séo coincidentes. No caso da M-subtracdo tem-se que: A —,, BC A— B
para quaisquer dois intervalos A e B. A M-multiplicacao coincide com o produto usual
entre dois intervalos, desde que A e B nao contenham o zero. Nos outros casos,
Axy B CAxB.
Sejam A, B,C e D intervalos e «a, 3 nUmeros reais, entdo as seguintes proprieda-

des sao definidas para a aritmética (MARKOV, 1979):
MKy :A+B=B+A (A+B)+C=A+(B+C);
MKp: a(B+C)=aB+aC,a(B—-C)=aB - aC,

aC +BC, se af >0,
aC — (=BC), se aff >0;
MK, a(BC) = (af)C,0A =0,1A = A;
MK,;: (—A)— B=(—-B) — A.

MKpg: (Oé + B)C =

2.5 Aritmética Affine

Comba e Stolfi (1993) desenvolveram um novo método para computagdo numé-
rica chamado aritmética Affine (AA), a qual € um modelo para computacao numeérica
auto-validada que tem como objetivo atacar o problema de dependéncia em calcu-
los de intervalos. AA mantém o controle de correlagdes de primeira ordem entre as
quantidades computadas e de entrada; essas correlagdes sdo explorados automatica-
mente em operagdes primitivas, com o resultado de que em muitos casos AA é capaz
de produzir estimativas de intervalo que sdo muito melhores do que as obtidas com
aritmética de intervalo padrao (FIGUEIREDO; STOLFI, 2004).

Na AA, a quantidade intervalar X é representada através de uma expressao na
forma

T = To+ T1E1 + ... + TnEn,

a qual é uma expressao affine, ou seja, um polinbmio de primeiro grau nos simbolos
de ruido ¢; com coeficientes z; de ponto flutuante. Dai o nome de forma afim (affine
form). Cada simbolo ¢; € uma variavel real simbdlica cujo valor é desconhecido, exceto
que é restrito a U = [—1, +1] e é independente de outros simbolos de ruido. O coefi-
ciente z, € chamado de valor central da forma affine z. Os coeficientes x4, ..., z,, sdo
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chamados de desvios parciais associados com os simbolos de ruido ¢4, ...,s, em z. A
guantidade de simbolos de ruido pode variar para cada forma affine (FIGUEIREDO;
STOLFI, 2004).

Formas affine fornecem limites de intervalo para as quantidades correspondentes:
Se uma quantidade X é representada com a forma affine & como acima, entao = €
[xg — 74, o + 1], ONde 7, =| 21 | +...4 | z,, | € chamado de desvio total de . Por outro
lado, se z € [a, b], entdo X pode ser representado com a forma affine

T = o+ 7465,

onde o = (z+z)/2 e xy = (z — z)/2. Em outras palavras, os algoritmos de AA podem
ter intervalos de entrada e saida e, portanto, AA pode ser usada como uma substituta
para aritmética intervalar convencional (FIGUEIREDO; STOLFI, 2004).

A principal caracteristica da AA é que duas ou mais formas affine podem com-
partilhar simbolos de ruido. Um simbolo de ruido é compartilhado quando aparece
com um coeficiente diferente de zero em todas as formas affine em questao. Quando
iSso acontece, as quantidades representadas por cada forma affine nado sao completa-
mente independentes, elas tem uma dependéncia parcial para cada simbolo de ruido
compartilhado.

Para avaliar uma forma affine, devemos substituir cada uma de suas operacoes
elementares z « f(x,y) em numeros reais por uma etapa equivalente z < f(z,7)
em forma affine, onde f é um procedimento que calcula uma forma affine para = =
f(z,y) que é consistente com z e y (COMBA; STOLFI, 1993). Por definicdo, conforme
Equagéo 2 e Equacgéo 3,

T =1xTg+ T161+ ... + Tpen (2)
Y="Yo+ Y€1+ ... T YnEn (3)

para alguns valores (desconhecidos) de ¢4, ...,&, € U". Portando, conforme a Equa-
¢éo 4, a quantidade z € uma fungao de ¢;, ou seja,

z = f(z,y)
= f(xo+x1E1 + oo + Tpny Yo + Y1E1L + oo + Ynn)
= f"(e1,...,en) (4)

Agora, basta substituir f*(¢4, ..., ,) por uma forma affine
2 =20+ 2161 + ... + 2p€p

qgue preserva o maximo de informacao possivel sobre as restricbes entre =,y e z que
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estao implicitas por (2 - 4), mas sem implicar quaisquer outras restricbes que nao
possam ser deduzidas dos dados fornecidos (COMBA; STOLFI, 1993).

Se f é um funcao affine de seus argumentos x, y, entdo a fungéo f*(ey, ...,&,) pode
ser expandida em uma combinagao affine de simbolos de ruido ;. Nesse caso, ao
executar a expansao e coletar termos semelhantes, obtemos uma forma affine véalida
para z = f(z,y). Em particular, o que mostra a Equacgéo 5,

vty = (voty)+ (1 Ey)er+ ... + (0 L yn)en
ar = (axg)+ (axy)er + ... + (axy,)e,
rta = (rofa)+mze +...+x6,
(9)

€ valido para quaisquer formas affine =,y e qualquer o € R (COMBA; STOLFI, 1993).

De acordo com essas férmulas, a diferenga entre uma forma affine e ela mesma é
zero. Neste caso, o fato de os dois operandos compartilharem os mesmos simbolos de
ruido com 0 mesmos coeficientes revela que eles sdo realmente a mesma quantidade,
e nao apenas duas quantidades que acontecem tem o mesmo intervalo de valores
possiveis.

Algumas operagdes com numeros affine, como, por exemplo, multiplicacao, divisao,
exponenciagdo e calculos de fung¢des trigopnométricas podem nao resultar em uma
forma affine. Chamamos essas operacoes de operagdes nao-affine e elas nao podem
ser descritas como uma combinagdo linear de ruidos ¢; de seus argumentos (COMBA;
STOLFI, 1993).

Nesse caso, a fungéo f*(e1,...,e,) = f(,7), da Equagéo 4 precisa ser aproximada
por uma fungao affine. I1sso pode ser feito através da funcao f* conforme Equacgéo 6
abaixo:

fher, o en) = 20+ 2161 + oo + Znén (6)

Assim, o resultado de uma operacao nao-affine sera descrito pela forma affine da
Equacéo 7.

Z = fa(&fl, ...,é?n) + ZrEr = 20 + 2161+ ... + 2pEn + 2KER (7)

z,Ex representa o erro residual causado por essa aproximagéo. O ruido ¢, deve ser
diferente de qualquer outro simbolo de ruido ja existente na computacao e z, deve ser
o limite superior da diferenca entre f* e f* (FIGUEIREDO; STOLFI, 2004).

Mais detalhes de como se chegou a uma possivel aproximagéao para a multiplica-
¢ao podem ser lidos no trabalho de Comba e Stolfi (1993).
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Se escrevermos X/Y = X x (1/Y), entdo podemos analisar apenas a multiplica-
céao.

Sejam duas formas affine & = xo + z161 + ... + Tpen € Y = Yo + Y161 + ... + Ynén, SEU
produto é

2.9 = (vo+ D21 wiga) - (Yo + Doy Yici)
= ToYo + Dy (ToYi + YoTi)Ei + D iy Ti€ie D iy Yilin

Entdo, podemos escrever a seguinte forma affine para o produto:

2.9 = woYo + Z?ﬂ(foyi + yo%‘)ﬁz‘ + 2k€k,

onde |z;| > [>0, xigi. > yigi] ,e; € U, € um limite superior para o erro de aproxima-
cao. O limite mais simples é dado por

|2 = ZL |3]. 2?:1 |yil,

gue € no maximo quatro vezes o erro da melhor aproximacéao affine. Porém, segundo
o autor, a melhor aproximacao ao produto € computada em tempo ©(m log m), onde
m € o numero de termos de ruido diferentes de zero em z e y (FIGUEIREDO; STOLFI,
2004).

As propriedades algébricas da aritmética Affine ndo sao descritas na literatura.

2.6 Constrained Interval Arithmetic (CIA)

Sabe-se que para tentar solucionar a superestimacao de um intervalo basta sub-
dividir o intervalo, porém particionar cada um dos lados da caixa n-dimensional ao
meio tem complexidade de O(2") para cada divisdo, o que torna a CIA e a aritmética
convencional comparavel quando sdo necessarios resultados exatos.

E conhecido que aplicando aritmética intervalar na unido de intervalos para dimi-
nuir o tamanho produz limites mais proximos como resultado. Porém, Lodwick (1999)
propOs redefinir os numeros intervalares de tal forma que as dependéncias sejam
mantidas.

A aritmética chamada “Constrained Interval Arithmetic (CIA)” é uma extensao da
aritmética intervalar no sentido que quando ndo houver dependéncias sdo mantidas
as regras usuais para intervalos e quando existirem dependéncias, o resultado correto
€ obtido (LODWICK, 1999).

Na CIA, o valor intervalo € uma funcéo de trés parametros, como mostra a definicao
a sequir:

Definicao 7. (Lodwick, 1999) Um intervalo [z, z] € um numero da forma, conforme
Equacéo 8:
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X' ) = {Dwz + (1= X)7,0< A\, < 11 (8)

Trés parametros sdo necessarios para lidar com a dependéncia, x e = que sao
parametros conhecidos, enquanto A\, € uma variavel restrita entre 0 e 1. Na Equacgéo 8
x € uma fungcao de )\, com x e £ como parametros desta funcao.

O foco dessa aritmética sao intervalos com didmetro diferente de zero. Os extre-
mos do intervalo A = [a,a] s&o obtidos através do célculo de minimo e maximo da
funcéo.

A algebra da CIA ndo é a mesma da aritmética intervalar usual e da aritmética
intervalar de Markov. A CIA € uma aritmética de funcdes lineares, definidas sobre
um dominio compacto, enquanto que a aritmética usual € uma aritmética de duas
componentes de vetor A = (a,a) (LEAL, 2015).

As operacdes algébricas sao definidas conforme Equacéao 9 (LODWICK; UNTIEDT,
2008):

Z=|z7=XoY (9)

={z]z=xo0yVr e X! (\),y € Y(\,),0 <\, \, <1}
= {Z | z = (>‘x$+ (1 - )‘J»‘)f) © ()‘y£+ (1 - )‘y)g)vo < /\xa)‘y < 1}’
onde z = ;ni/\n{z},é = {\rwf\x{z}, eoe{+,—, x,+hL

THNY

Quando se opera com 0s mesmos intervalos, tem-se as seguintes operagoes:
e Adicao: X+ X ={z|z= Nz + (1 =2)7) + Moz + (1 = X\)Z),0 < A\, < 1}
={z|z=2N2z+ (1 —X)7),0 <\, <1} = [2z,27],

e Subtragdo: X — X ={z|z=Nz+(1=2)2) — Nz + (1= X)Z),0< N\, < 1} =
[0, 0],

o Divisao (0 ¢ X): X = X = {z |z = (hoz+ (1= \)Z) = oz + (1= X)7),0 < A, <

1} =[1,1],
e Multiplicacdo (z < z): X x X ={z|z=(Nz+ (1 =X)Z) x (Aez+ (1 = A;)Z),0 <
A <1}
={z|z= (N2’ +2(1 = A2z, 7 + (1 = \)?2%,0 < A, < 1}
B { 0, maz{z? 7°}| se0 € [z, ],
[min{z?, 2%}, max{z?, z*}] c.c.

Considera-se a CIA como uma extensdo da aritmética intervalar de Moore, pos-
suindo as mesmas propriedades que a aritmética intervalar usual. A grande diferenca
€ que a aritmética restrita possui um inverso aditivo, multiplicativo e detém as leis de
distribuicdo. Logo, a estrutura algébrica da aritmética intervalar restrita é similar a
estrutura algébrica da aritmética real (LEAL, 2015).



33

2.7 Single Level Constrained Interval Arithmetic (SLCIA)

A partir da aritmética intervalar restrita descrita na se¢do anterior, Chalco-Cano,
Lodwick e Bede (2014) desenvolveram uma nova aritmética intervalar chamada “Sin-
gle Level Constrained Interval Arithmetic (SLCIA)”. Essa nova aritmética apresenta as
mesmas propriedades da CIA, porém sempre considera 0 mesmo parametro (level)
A para cada intervalo envolvido na operagdo. SLCIA é utilizada quando a variacao
dos valores nos extremos dos intervalos ocorrem em conjunto. Ou seja, se o valor de
um intervalo é instanciado a 1/3 de distancia do extremo inferior, todos os intervalos
devem ser instanciados a 1/3 do extremo inferior (CHALCO-CANO; LODWICK; BEDE,
2014).

Definicao 8. (CHALCO-CANO; LODWICK; BEDE, 2014) Seja A = [a, a] € IR qualquer
intervalo. Ent&o:

(i) Uma funcao continua A : [0,1] — R tal que O@Az'glA()\) =a, mar A(\) =a

sera chamada funcéo restrita associada a A.

(i) Associada ao intervalo A, define-se a funcéo restricdo convexa decrescente A :
[0,1] = R como: A(A) = da+ (1 —N)a,0 < A <1, ou equivalentemente
AN =(a—a)A+a,0< A< 1.

(iii) Associada ao intervalo A, define-se a funcéo restricdo convexa crescente A’ :
[0,1] = R como: A'(A\) = (1 — N)a + Aa,0 < A < 1. ou equivalentemente
AN =a+Aa—a),0 <A<

A fungéo restricdo convexa decrescente tem a propriedade A(0) = a e A(1) = a,
enquanto que a crescente A’ tem a propriedade A’(0) = a e A’(1) = a. As operagdes
descritas nesta secdo serdao baseadas na funcéo restricdo convexa decrescente.

Definicao 9. (CHALCO-CANO; LODWICK; BEDE, 2014) Sejam A um intervalo e ~
uma operag¢ao unaria nos R, ou um subconjunto de R. Entao,

(i) Define-se a fungéo restrita associada com o intervalo ~ A por (YA)(A) =~ (A(N)),
onde A(\) é a fungao restricao convexa decrescente associada com A.

(ii) A operacao aritmética restrita single level (C-operacao) ~A em IR € dada pelo

intervalo ~A = | min (YA(X)), max (NA()\))}, dado que 0 minimo e 0 maximo
0<A<1 0<A<1

existem.

Observa-se que se ~ é uma fungéo continua, entdo os valores minimo e maximo
existem e séo reais (CHALCO-CANO; LODWICK; BEDE, 2014).
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As poténcias com base de intervalo A tendo A(\) > 0 podem ser interpretadas
como operadores Unarios:

A" = | min (A(N)"), mazx (A(N)™)| ,n € R.

0<A<1 0<A<1

O autor salienta que se considerarmos um intervalo simétrico A, temos A=-Ae a
funcéao restricdo convexa decrescente associada ao intervalo A coincide com o oposto
da funcéo restricdo convexa crescente do intervalo A. Por outro lado, se considerar-
mos um intervalo simétrico A, por exemplo A = [—1,1], via SIA temos A™ = A para
todo n € N enquanto via SLCIA e CIAtemos A" = [-1,1] = Asen éimpare A = [0, 1]
se n é par.

Definicao 10. (CHALCO-CANO, LODWICK; BEDE, 2014) Sejam A e B dois intervalos
e x uma operacdo aritmética binaria em R. Entao,

(i) Define-se a fungéo restrita associada ao intervalo A ® B por (A * B)(\) = A(\) *
B(X), onde A()\) e B()\) séo as fungdes restritas convexas associadas a A e B,
respectivamente.

(ii) A operacao aritmética restrita single level (C-operacéo), A® B em IR € dada por:

A® B = | min (A(\) * B(\)), maz (A(X\) * B(A))| ,n € R,

0<A<1 0<A<1

dado que 0 minimo e 0 maximo existem.

A ideia dessa aritmética € operar nivel a nivel. Se considerarmos dois intervalos
A e B, tem-se o nivel A € [0,1] para cada intervalo, ou seja, tem-se A()\) e B()\)
operando no mesmo A. Opera-se em todos 0s niveis e depois pega-se 0 minimo e
0 maximo das operag¢des em relagdo a A\ para obter os extremos do novo intervalo.
Esta operacéao é diferente da CIA, onde para cada intervalo envolvido na operacéo, A
€ considerado diferente, isto €, as operacdes sao consideradas em todos os diferentes
niveis simultaneamente (CHALCO-CANO; LODWICK; BEDE, 2014).

Nota-se que se as operacdes envolvem somente um intervalo A, entao os resulta-
dos obtidos através da SLCIA e CIA coincidem.

Chalco-Cano, Lodwick e Bede (2014) definiram operagdes e propriedades para
operar com dois intervalos.

- C-soma A soma na aritmética SLCIA é definida conforme Equacéao 10.

A A= 072\2'?1 (A(X) 4+ B(N) ,(Q"L/\aépl(A()\) + B(\)) (10)
= [a+b,a+b].

A C-soma de intervalos é coincidente com a soma usual.
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- C-multiplicacao
A multiplicacdo de um intervalo por um valor escalar é dada pela Equacéo 11:

a®A=|mina-AN), maza - A(N) (11)

0<A<1 0<A<1
= [min{a-a,a-a},mazr{a-a,a-a}l.
A C-multiplicacéao de um intervalo por um numero escalar coincide com a multipli-
cacao usual.
- C-subtracao
A subtracdo em SLCIA é definida conforme Equacao 12.

Ae B = lmm { A\) = B(\) }, maz { A(\) — B()\) }} (12)

0<A<1 0<A<1

= [min{a — b,a — b}, max{a — b, a — b}].

Exemplo: Sejam os intervalos A=[-2,1] e B=[1,3]. As funcdes de restricdo convexas
associadas a A e B sdo A(\) = —3X+ 1 e B(\) = —2X + 3. Entéo, de acordo com a
Equacéo 12

Ao B = lorg\igl(—/\ —2), Org/(\zgxl(—/\ — 2)}
= [-3,-2].

Salienta-se que para SIA e CIA, [-2,1] - [1,3] = [-5,0].

Abaixo encontram-se algumas propriedades definidas para a C-soma e C-
diferenca. A prova pode ser encontrada em (CHALCO-CANO; LODWICK; BEDE,
2014).

Sejam A, B e C elementos de IR € «, 5 € R. Entao,

SLCIA,: A® (—B) = A6 B;

SLCIAy: A (—B) =A@ B;

SLCIAy;: @ € associativa: (A B)aC=Ca& (Ba C);

SLCIA: & € comutativa: A¢ B= B A;

SLCIA,;s: [0] =[0,0] € o Unico elemento neutro para &: A [0] = A;
SLCIAg: a® (A B)=a0Ada® B;

SLCIAy;: (a+B)0A=a0A® B0 A.

Sejam A e B € IR. Entdo seguem as propriedades adicionais:
(i) Ao A={0};
(i) (Ae B)o B = A;

(i) (AeB)e A= (-1)0A;
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(iv) {0} ©(Ae B) =Bo A4;
(V) Ao B=(-1)©(BoA);
(vij AeB=(-1))oBe(-1)oA;e

(vii) Ae B=Bo Aseesomente se AS B é simétrico.

Usando a C-diferenca, define-se a métrica d- no espaco dos IR. Sejam dois

intervalos A e B, define-se a distancia entre A e B por d¢(A,B) = ||[A6 B, =
A(N) — B(\N)|.
gg[gff]l (A) = B(M)

- C-produto

A® B = | min A(\) x B(\), maz A\) x BV .

A€[0,1] A€[0,1]

O produto em SLCIA coincide com a aritmética SIA e com o produto da aritmética de
Markov quando ambos, A e B, sao positivos ou quando ambos sdao negativos. Em
outros casos, C-produto e o produto em SIA sao diferentes.

Exemplo: Considere os intervalos A =[-1,2] e B = [-3,-1], entdo tem-se:

A® B = {mm (=3X+2) x (=2A = 1), maz (—=3\ +2) x (=2 — 1)]
A€(0,1] A€0,1]
= {mz’n6)\2 — A =2, max6A? — \ — 2]
A€0,1] A€[0,1]
= [%3]-
Através da CIA obtém-se Ax B = [—6, 3] e usando a aritmética de Markov Ax ;B =

[—6, 1]. Assim, tem-se que A® B C Ax B,enquanto AQB ¢ Axy Be AxyB ¢ A®B.
Sejam A, B e C elementos de IR. Entao

() A9 (B&C)=A®Ba® AR C;
(i) (BoC)®A=BoA®C® A
(i) A® (BoC)=A®Bo A C;
(iv) (BEC)® A=BoACC® A

- C-diviséo

A@ B =|minA\) =+ B(\), max A(A\) -~ B(A) |,

Ae0,1] A€0,1]

onde 0 ¢ B.
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Para dois intervalos A e B, a fungdo quociente F'(\) correspondente a A © B é
definida pela Equacao 13.
AN (a—a)d+a -
F\) = = — = b,b € R. 13
( ) B()\) (b—b))\+b7 Q7a7_7 ( )
A C-divisdo esta relacionada com a divisdo classica definida por Moore.
Sejam A, B e C elementos de IR, onde 0 ¢ A Entao,

(i) Ao A=1;

(i) A® (10 A) =1;

(i) B® (10 A) =B A

(iv) (A® B)© A = B;

(V) BOA®GCOA=(BoC)o A

O autor chama a atencao para a propriedade (iii) que, em geral, ndo é valida
guando considera-se qualquer outra aritmética.

2.8 Relative Distance Measure (RDM)

Na aritmética definida por Moore existem algumas limitagdes com célculos de in-
tervalos, como intervalos com didmetro muito grande, por exemplo. A fim de contornar
essa e outras limitacoes, Piegat e Landowski (2012; 2013) desenvolveram uma nova
aritmética intervalar, chamada aritmética intervalar multidimensional RDM.

A abreviatura RDM (do inglés, Relative Distance Measure) significa Medida da Dis-
tancia Relativa, sendo caracterizada como multidimensional por cada novo parametro
de incerteza aumentar a sua dimensionalidade. Assim, quando um dado um valor x
pertence a um intervalo X, este é descrito conforme Equagéao 14:

X={z:z=z+a,(z—2)}, (14)

onde «, € [0,1] € uma variavel RDM.
A seguir sdo apresentadas as operagdes basicas da aritmética RDM (A. PIEGAT,
2012, 2013). Sejam X e Y intervalos,

o Adigao: X +Y ={z+y o +y=0+0(T —2) +y+ (7 -y} oz ay €[0,1],
e Subtragéo: X —Y ={z—y:v—y=2+0,(T—2)—y+ay,(—y)}, as, ay €[0,1],

e Multiplicagao: X.Y = {xy : vy = [z + (T — 2)].[y + (¥ — y)]}, aw, ay € [0,1],
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e Divisao: X/Y = {z/y : x/y = [z + o (T — 2)] /[y + ay(7 — y)]}, @ oy €[0,1], sE
0¢Y.

Para exemplificar a multidimensionalidade da solugéo utilizando aritmética RDM e
a unidimensionalidade utilizando a aritmética de Moore, considera-se operacoes de
adigcao, subtracao, multiplicacdo e divisdo de dois intervalos X =[1, 2] e Y = [3, 4].
Abaixo a solucdo de cada operacao com Moore:

X+Y=[1,2]+[3,4]=[4, 6]
X-Y=[1,2]-[3, 4] =[3, -1]
X-Y=[1,2]-13,4]=[3, 8]

XY =[1,2)/[3,4]=[1,2] - [1/4,1/3] = [1/4, 2/3]

Para os resultados com aritmética RDM, deve-se escrever os intervalos na notacao
RDM, ou seja, utilizando as variaveis «, e «,

X=[2={z:2=1+a,,a, €[0,1]}
Y=034={y:y=3+0ay,a,€[0,1]}

Assim, obtém-se as seguintes solucdes:

X+Y={s+y:o+y=4+0a, +ay a, a,€[0,1]}

X-Y={—y:v—y=-2+40a, —ay, 0,0, €[0,1]}
XY = {zy: 2y = 3+ 3as + ay + azay, oy, ay € [0,1]}
XY ={z/y:z/y=(1+0a,)/(3+ ay),as a, € [0,1]}

Para a obtencéo dos intervalos solugao, as operagdes sao dispostas a seguir:

X +V = |min(d+a; +ay),mar(4 + a, + o) | = [4, 6]
Az, oy €[0,1]] a0y €[0,1]] ’

X_V = [mm(—Q + oy — o), max(—2 + oy — Ofy)} =[-3,-1]

oz ,0q€[0,1]] oz ,0€[0,1])

X.V = [min(34+3-ax+ay+a,-ay),max(3+3- o, +oy+a,-ay)| — 3,8
a0y €[0,1]] az,ay €[0,1]] ’

agz,0y€[0,1]] oz ,ay€[0,1]]
y

XY = {mm[(l+ozx)/(3+ozy)],max(4+ax—|—ay)} _ [l g}

A partir das definicbes e operacdes da aritmética RDM, é possivel verificar que a
inclusédo de variaveis faz com que a aritmética trabalhe de maneira multidimensional.

Nao se pode afirmar que a aritmética intervalar de Moore é geralmente incorreta,
porque ela realiza adequadamente as operagdes aritméticas basicas como adicéo,
subtracao, divisdo e multiplicagdo, embora de forma simplificada unidimensional e sem
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levar em consideragdo dependéncias entre variaveis e entre intervalos especiais que
podem existir em problemas reais.

No entanto, essa aritmética causa muitos paradoxos que sao descritos na literatura,
por exemplo, por Sevastjanov e Dymova (2009).

A aritmética RDM tem quase as mesmas propriedades mateméaticas que a con-
vencional (LANDOWSKI, 2014). Sejam X, Y e Z intervalos. Abaixo sao apresentadas
as propriedades mais importantes da aritmética RDM:

RDM,;: X +Y =Y + X, XY =Y X: comutatividade da adicdo e multiplica¢&o;
RDMy: X +(Y+2)=(X+Y)+ Z,X(YZ) = (XY)Z : associatividade da adicéo e
multiplicacao;

RDM,3: Paracada X € Rexiste X ' e R, talque X+ (X ) =(X"H+X=0.X"1é
o inverso aditivo de X;

RDM,: X(Y + Z) = (XY) + (XZ): distributividade a esquerda, (Y + Z2)X =
(YX)+ (ZX): distributividade a direita;

RDM,;: Para cada X € R, 0 ¢ X, existe X' = 1/X € R, tal que
XX'=X(1/X)=1. X~! é oinverso multiplicativo de X;

RDMy: X +7Z =Y + Z — X =Y: cancelamento da adigao;

RDM,;: ZX = 7Y — X =Y cancelamento da multiplica¢&o.

Convém salientar que a aritmética de Moore nao possui as propriedades 3, 4,5 e
7. Consequentemente, transformacgdes de férmulas ndo podem ser feitas. Por exem-
plo, na equacdo A + X = C colocar o A no lado direito, X = C — A, ndo é permitido,
pois a propriedade 3 ndo existe. Como algumas transformacdes ndo sao permitidas,
problemas algébricos e matematicos mais complexos ndo podem ser resolvidos (AN-
DRZEJ PIEGAT, 2015).

2.9 Diferenca e divisao de Hukuhara

Jéa foi visto que algumas propriedades basicas da aritmética real ndo sao existentes
na aritmética intervalar de Moore. Por exemplo, a negacao do intervalo A nédo é o
inverso aditivo dele, ou seja, A+ (—1)A # [0, 0].

A diferenga de Hukuhara surgiu como uma alternativa de subtragao (HUKUHARA,
1967). A chamada H-diferenca € definida da seguinte forma, entre dois conjuntos:

A-yB=C& A=B+C.

Duas importantes propriedades dessa operag¢ao sao:
1) A—y A=10,0],
2) (A+ B)—y B=A.
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Uma condicao para que H-diferenca exista entre dois intervalos A e B € que a
largura do intervalo A seja maior ou igual a largura do intervalo B. Dessa forma, tal
diferenca ainda possui algumas restricdes, e buscando supera-las, Stefanini e Bede
(2009) apresentaram uma generalizacdo da diferenca de Hukuhara (gH-diferenca),
gue possui varias propriedades, dentre elas, destacam-se o elemento oposto, a asso-
ciativa e o elemento neutro (LEAL, 2015).

A gH-diferenca de dois conjuntos A, B € IR é definida pela Equagéo 15:

A—gHB:C<:>{(a> A=B+C ou (15)
(b) B=A+(—-1)C.

E possivel que A = B+ C e B = A+ (—1)C sejam satisfeitas simultaneamente,
neste caso, A e B séo transladados um ao outro e C' € deterministico. Além disso, se
a gH-diferenca é dada pelo caso (a), entdo a gH-diferencga coincide com a H-diferenca
(LEAL, 2015).

Para intervalos compactos unidimensionais a gH-diferengca sempre existe (STEFA-
NINI, 2010). Sejam A = [a,a] € B = [b, b] dois intervalos, entdo gH-diferenga ¢ dada
por:

la,a] —gm [b,b] = [min{a —b,a — b}, maz{a —b,a — b}].

A partir de todo o apanhado de informagdes sobre as diferentes aritméticas interva-
lares, as informacdes seguintes vém no intuito de resumir o que o capitulo apresentou
até agora. Serado elencadas de forma sucinta e de uma maneira mais ilustrativa, com
o intuito de comparar as aritméticas, as representagdes de intervalo e as operacdes
aritméticas das diferentes aritméticas intervalares abordadas neste trabalho.

Primeiramente apresenta-se a Tabela 2 resumindo a maneira de representar o in-
tervalo em cada aritmética, seguida da Tabela 3 com o resumo das operagdes basicas
definidas para as diferentes aritméticas.

Tabela 2 — Representacao do intervalo em diferentes aritméticas intervalares

Aritmética Representacao do intervalo

Moore X=[z,z<x<z

Kaucher X = [z,z], z < z (intervalo pfoprio), z < z (intervalo impfoprio)
Markov A=la,alouA=[aVa

Affine T=x9+x161 + ... + Tpen

CIA XTg) = Dez+ (1= X)7,0 < A\, < 1}, Az € [0,1]

SLCIA Igual a CIA, mas sempre considera a mesma varidvel A para cada intervalo
RDM X={z:z=2+ ay(z —z)}, onde o, € [0,1] € uma variavel RDM

Através da Tabela 2 é possivel perceber que cada aritmética apresenta uma ma-
neira diferente de escrever o intervalo, bem como seus limites inferiores e superiores.
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Kaucher, por ser considerada como uma extensdo da aritmética de Moore, apresenta
a mesma notagéo para intervalos que a aritmética convencional, diferenciando-se ape-
nas por considerar a ocorréncia de intervalos imprdprios.

As aritméticas Affine, CIA, SLCIA e RDM trazem uma representacdao um pouco di-
ferenciada, com o uso de variaveis adicionais (), a, ) que sao de extrema importancia
para a busca de solu¢des mais completas.

Pela Tabela 3 € possivel notar diferengcas entre as operagdes aritméticas basicas
de cada definicdo intervalar. Aqui cabe salientar que Affine apresenta as operagoes
de multiplicagéo e divisdo como operagdes ndo-affine, onde simbolos de ruido devem
ser inseridos. Na literatura encontramos apenas uma aproximagao para a operagcao
de multiplicagao.

Tabela 3 — Operacées intervalares

Moore
Adicao [a,b] + [c,d] = [a+ ¢, b+ d]
Subtracéo [a,b] = [c,d] = [a—d,b— ]
Multiplicagdo | [a,b] X [c, d] = [min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, be, bd)]
Divisao [a,b] = [c,d] = [a,b].[1/d, 1/c] se O ¢ [, d]
Kaucher
Adicao eI ST
Subtragéo [z.7] O [y, 0l =[z—yz -7
Multiplicagéo | [z,7] ® [y, 7] (Tabela 1).
Diviséio 2,31 @ [y, 5] = [2,7] ® [1/7, 1/y]
Markov
Adicao A+ B=[a+bVa+)
Subtragao A—-yB=la—-bVa-—1
Multiplicagdo | A X s B = [aubu V avby]
Divisdo A+ B =[au/bu V ay/by]
Affine
Adicao Z+9=(xo+yo)+ (x1 +y1)e1 + ... + (@n + Yn)en
Subtragao T—9=(xo—yo)+ (x1 —y1)e1 + ... + (Tn — Yn)en
Multiplicagdo | & x § = zoyo + >_7—y (zoyi + zsyo)eit | 207 @i || 2070, vi | e
Divisao nao encontrada na literatura
CIA
Adicao X TV ={212= 0wzt (T-2)3) F Oy + (1= 2)7),0 < Aa, Ay < 1T
Subtragéo X—V={z|2=(0wz+ (1 -2)T) — Oyy + (1 — A))7),0 < Az, Ay < 1}
Multiplicagdo | X x Y ={z |z = Mgz + (1 = XAz)Z) X Mgy + (1 — Ay)7),0 < Az, Ay < 1}
Divisao 0eY): XY ={z]2=0wz+(1-A)T) = gy + (1 — A7), 0 < Az, Ay < 1}
SLCIA
Adicao A®B=Ja+ba+10]
Subtragao A© B = [min{a —b,a— b}, max{a —b,a — b}]
Multiplicagdo | A® B = |:)\TEYL[%T,L1]A()\) x B(X), )\rg[%ﬁ]A()\) X B()\)i|
Divisao AQB= [ min A(X) + B(A), maz A(X) + B(A)} ,onde0 ¢ B
X€[0,1] A€[0,1]
RDM
Adicdo X+Y={et+y:zty=z+a:(T—2)+y+ay(T—y} oz, ay €[0,1]
Subtragao X-Y={z—y:z—y=z+a(—2z)—y+oy(—y)} oz, ay €[0,1]
Multiplicagdo | X x Y = {zy: 2y = [z + 0o (Z — 2)|.[y + oy (T — Y]}, a, oy € [0,1]
Divisdo X+Y={z/y:z/y=[r+as(T—2)]/ly+ay(§—yl} az,ay €[0,1],5€0¢ Y
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A tabela a seguir resume as propriedades algébricas que cada aritmética possui.

Tabela 4 — Propriedades algébricas das aritméticas intervalares

Aritmética | Propriedades
Mp1: A(B+C) C AB+ AC;,
Mp2:a(B+C)=aB+aCseacReB,C IR,
Mp3: A+ B =B+ A
Moore Mpsy: A+ (B+C)=(A+B)+C;
Mps: AB = BA,
Mye: A(BC) = (AB)C;
Mp7: AC B,C C Dimplica AxC C Bx D (se B* D é definido);
Mpg: (a+ B)A = aA + BA.
Kaucher Igual a Moore
MKp1:A+B=B+ A, (A+B)+C=A+ (B+C);
MKps: a(B+C) =aB+aC,a(B - C) =aB —aC|
Markov . aC + BC, se af >0,
MEKps: (a+ )0 = aC — (-BC), se af>0;’
MEKpa: a(BC) = (af)C,0A = 0,1A = A;
MKys: (—A) — B=(—B) — A.
Affine Nao existente na literatura.
CIA Possui as mesmas propriedades de Moore.
A grande diferenga é que essa aritmética possui um inverso aditivo, multiplicativo e detém as leis de distribuigao.
SLCIAp1: A (—B)=AS B;
SLCIApe: AS(—B) = A® B;
SLCIAp3: @ éassociativa: (A B)@C =C@® (BaC),
SLCIA SLCIAps: & écomutativa: A@ B=Bq A;
SLCIAps:[0] =[0,0] é o Gnico elemento neutro para &: A @ [0] = A;
SLCTAps: @ (A®B)=a0ADa® B;
SLCIAp7: (a+B)0A=a0QADLOA.
RDMy1: X +Y =Y + X, XY =Y X: comutatividade da adigdo e multiplicacio;
RDMp2: X+ (Y +2)=(X+Y)+ Z,X(YZ) = (XY)Z : associatividade da adi¢ao e multiplicagéo;
RDMp3: VX eRIX ! eR, talque X + (X~ 1) = (X~1)+ X =0. X~! é oinverso aditivo de X;
RDM RDMps: X(Y + Z) = (XY) + (X Z): distributividade a esquerda,

Y +2)X = (YX) + (ZX): distributividade a direita;
RDMy5: VX €R,0¢ X,3X ' =1/X €R,

talque X X~! = X(1/X) = 1. X! é o inverso multiplicativo de X
RDMpe: X +Z =Y + Z — X =Y cancelamento da adi¢&o;
RDMy7: ZX = ZY — X =Y cancelamento da multiplicag&o.

A duas secbes anteriores apresentaram as aritméticas intervalares estudadas e
analisadas na fundamentacao do trabalho. Para a o desenvolvimento dos objetivos da
tese, no préximo capitulo vamos adotar as seguintes aritméticas: Moore, Markov, Af-
fine, CIA e RDM. Optamos por nao utilizar aritmética de Kaucher, por ser apenas uma
extensao de Moore, chegando a resultados similares, e SLCIA por ser uma variacao
da CIA, a qual possui as mesmas operacoes e propriedades diferenciando apenas por
considerar sempre a mesma variavel A para todos os intervalos.
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2.10 Trabalhos relacionados

A presente secao explora trabalhos cientificos que apresentam, principalmente,
problemas caudados pelas restricdes da aritmética de Moore. O objetivo é focar nos
problemas que a aritmética de Moore apresenta que serviram como base para o de-
senvolvimento da tese. E a partir deles que sdo escolhidas as aritméticas e o tipo de
equacao foco do trabalho.

Cada subsecao a seguir tem como titulo o préprio titulo do trabalho a ser apresen-
tado.

2.10.1 A new method for solving interval and fuzzy equations: Linear case

O problema de solucdes de equacgdes fuzzy ou intervalares nao é trivial para equa-
coes lineares como:

AX =B (16)

onde A e B séo intervalos ou valores fuzzy. Para certos valores de A e B, a Equa-
cao 16 nao tem solucéao para X (SEVASTJANOV; DYMOVA, 2009). Em outras pala-
vras, a solucao classica muitas vezes nao existe.

Portanto, nas abordagens modernas para solug¢ao de formulas fuzzy e intervalares
da Equagéao 16, bem como sistemas lineares fuzzy e intervalares, a igualdade estrita
do lado direito e esquerdo da Equacao 16 nao é obrigatoriamente requerida.

Atualmente, as principais formas de solu¢ao para equacdes de sistemas lineares
intervalares e fuzzy sdo baseadas considerando a equagéo em questao como um con-
junto de equacoes de valores reais, das quais os parametros envolvidos correspondem
a valores A e B intervalares ou fuzzy intervalares.

A partir dessas interpretacdes, surgem questdes: Como interpretar uma solugéo
de equacdo linear fuzzy ou intervalar se ela ndo € uma solugéo classica? Como tratar
problemas com intervalos de solugdes finais que tem diametro (ou largura) em ex-
cesso? A fim de responder e tratar essas questbes, Sevastjanov e Dymova (2009)
propuseram uma abordagem que resolve tais problemas.

Os autores dizem que a raiz do problema sdo as equagdes F(X) — B = 0 e
F(X) = B, onde B & um intervalo ou um valor fuzzy e F(X) é uma fungéo inter-
valar ou fuzzy, as quais ndo sao equivalentes. Além disso, o principal problema é que
o intervalo convencional ou a extensao fuzzy da equacgao usual, que leva ao intervalo
ou equagao fuzzy como F(X) — B = 0, ndo é um procedimento correto. Do lado es-
querdo da equacao tem um intervalo, enquanto que no lado direito tem um valor real
zero. Como um intervalo ndo pode ser igual a um valor real, os autores chamam essa
observacdo como “problema do lado direito de equagdes intervalares”. Ainda nesse
tipo de equagéo, problemas menores como raizes de intervalos invertidos, ou seja,
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T < z, podem ocorrer.

A chave para a abordagem proposta por Sevastjanov e Dymova (2009) é a ob-
servacao de que o valor zero na analise de intervalo ndo significa “nada”, o mais
natural € o tratamento do intervalo zero como um intervalo centrado em torno de zero.
Isso permite evitar formalmente o chamado de “problema do lado direito de equacdes
intervalares” e usar a abordagem classica para a solugao de equagdes lineares inter-
valares.

A técnica é baseada no principio de extensao fuzzy. Os valores de parametros
incertos em uma equacao sao substituidos por intervalos correspondentes ou valores
fuzzy e todas as operagdes aritméticas sdo substituidas pelas operagdes intervala-
res/fuzzy relevantes.

Um dos maiores inconvenientes da aritmética intervalar é o rapido crescimento da
largura dos intervalos resultantes dos calculos intervalares. Para reduzir esse efeito
sao propostas diferentes modificagcdes na aritmética intervalar e todas apresentam
bons resultados apenas em condi¢des especificas (SEVASTJANOV; DYMOVA, 2009).

Sejam [z] = [z, 7] e [y] = [y, ] intervalos (notag&o utilizada pelo autor ao invés da
usual X) e @ € {+, —, %, /}, entdo conforme Equacao 17

[z]Qy] = {z@yVa € [z],Vy € [y]}. (17)

Como resultado direto da equacao acima, a adicao (Equacao 18), subtracao (Equa-
cao 19), multiplicacdo (Equacéao 20) e a divisdo (Equacgao 21) sao obtidas:

2]+ [y] = [z +y, 7+ 1], (18)

2] =yl = [z — 9,2 -y, (19)

(] % [y] = [min(zy, 7Y, 7, Ty), maz(zy, 7Y, 2y, Ty)], (20)
[z]/ly] = [z 2]« [1/5,1/y] (0 ¢ [y]). (21)

Um importante problema que ndo é amplamente discutido na literatura é o cha-
mado “problema do lado direito de equacdes intervalares”. Suponha uma equagao
béasica ndo intervalar f(x) = 0. Sua extensao intervalar pode ser obtida substituindo as
variaveis por intervalos e as operacoes aritméticas pelas operacoes intervalares cor-
respondentes. Como resultado teremos uma equagao intervalar [f](]x]) = 0. Observa-
se que esta equacgao apresenta em sua parte esquerda um valor intervalar, enquanto

a parte direita ndo € um intervalo degenerado zero. Obviamente, se [f](z) = [f, f],
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entdo a equacao [f]([z]) = 0 é verdadeira somente quando f = f = 0. Em geral, a
equacao [f]([x]) = 0 somente pode ser verificada para o intervalo [x] invertido, ou seja,
quando z < z. Intervalos invertidos sdo analisados na aritmética intervalar modal (SE-
VASTJANOV; DYMOVA, 2009), mas é dificil e muitas vezes até impossivel encontrar
uma situacao real onde = < z € significativo. Sabe-se que se uma expressao pode ser
apresentada em diferentes, mas algebricamente equivalentes, formas, seus resulta-
dos podem ser diferentes quando é feita a extensao intervalar. O mesmo é verdadeiro
para equacgoes.

A ideia principal do artigo é apresentar uma proposta de tratamento da intervalo
zero como um intervalo centrado em torno de zero. Alguns problemas metodolégicos
relacionados com esta definicao do intervalo zero sao discutidos. Os autores mostram
gue o0 método proposto pode ser usado como uma ferramenta pratica confiavel para
a resolucao de equacoes lineares intervalares e fuzzy, bem como os sistemas. Uma
vantagem importante para a pratica do novo método desenvolvido é que ele fornece
solugbes com didmetros substancialmente menores do que os métodos convencio-
nais.

2.10.2 Computing with words with the use of inverse RDM models of mem-
bership functions
Algumas restricbes da aritmética intervalar de Moore sao descritas na literatura,
por exemplo, por Sevastjanov e Dymova (2009):

¢ cfeito do excesso de largura do intervalo,

o problema da dependéncia,

dificuldades para resolver equacgdes intervalares mais simples,

problemas com os lados direito das equacdes intervalares,

solucdes absurdas e solicitagdes para introduzir entropia negativa no sistema.

No trabalho de Piegat e Plucinski (2015), sdo apresentados exemplos que compro-
vam algumas incoeréncias na utilizacao de operacdes basicas da aritmética de Moore.
Por exemplo, considerando a seguinte equacao intervalar:

la,a] + [z,7] = [c, ], [1,3] + [z, 2] = [3,4]. (22)

Tem-se uma solugéo da seguinte maneira:

+
_|_

SIS

SIS

I
— N

1 3,
3 4,
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A solucao obtida é absurda, pois = < z. A Equacao 22 pode ser resolvida de outra
maneira:

[L *7_;] = [374] - [173] = [073]'

Entretanto, a solu¢do nao satisfaz a Equacao 22, uma vez que substituida na fér-
mula inicial tem-se

[1,3] + [0, 3] # [3,4].

O objetivo de introduzir as variaveis RDM nao é fazer parametrizacdo desnecessa-
ria de intervalos, mas introduzir o sistema de coordenadas cartesianas em aritmética
de intervalo, da mesma forma que na aritmética convencional, onde tem sido usada ha
séculos (ANDRZEJ PIEGAT, 2015). Os autores observam que a aritmética de Moore
usa apenas extremidades de intervalos nos calculos. Os seus interiores n&o partici-
pam dos calculos. Isso significa uma espécie de “vacuo” aritmético. Considerando a
subtragdo de A — C' = X, no caso [3,4] — [1, 3] = [0, 3], realizada com a aritmética de
Moore. Se fizermos a adigdo de X + C' = |0, 3] + [1, 3] teremos como resultados [1, 6]
e ndao A = [3,4]. Eles dizem que isso ocorre porque o resultado ndo é completo. O
minimo e maximo das fun¢gées matematicas nem sempre se encontram nas bordas
dos dominios da funcéo, pelo contrario, frequentemente se encontram dentro desses
dominios. Nesse caso, os pontos de minimo e maximo ndo podem ser detectados
pela aritmética de Moore.

A utilizagao das variaveis RDM faz com que introduza um sistema de coordenadas
cartesianas local no dominio do problema, fazendo com que os interiores do intervalo
possam participar dos calculos. Gracgas a isso, até os mais complicados problemas,
se 0s extremos estiverem dentro de seus dominios, podem ser detectados pelo exame
de funcao usual, de forma semelhante ao da matematica convencional. A aritmética
de Moore detecta os extremos apenas se eles se encontram no limite do espago de
solucdo como no caso de todas as operacdes monotbnicas, como adi¢ao, subtracao,
multiplicag&o e divisao.

O trabalho mostra que a aritmética de Moore nao possui as regras de inverso adi-
tivo, distributividade, inverso multiplicativo e cancelamento da multiplicagdo. Conse-
quentemente, transformagdes de férmulas ndo podem ser feitas. Por exemplo, na
equacao A + X = C colocar o A no lado direito, X = C — A, nao é permitido, pois a
regra de inverso aditivo ndo existe. Como algumas transformagbes ndo sao permiti-
das, problemas algébricos e matematicos mais complexos ndo podem ser resolvidos
(ANDRZEJ PIEGAT, 2015).

Em contrapartida as falhas da aritmética de Moore, abaixo sdo apresentados os
beneficios da aritmética RDM:

e problemas complicados podem ser resolvidos em razao da possibilidade de
transformar equagdes,
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e quase todas as regras da aritmética convencional sdo mantidas na aritmética
RDM,

e aritmética RDM fornece solugbes de problemas multidimensionais das quais va-
rias representacdes simplificadas podem ser derivadas.

O ultimo beneficio pode ser explicado usando um exemplo de uma adicao intervalar
A+ B =C,onde A =[1,2] e B =[2,4]. Pela aritmética intervalar RDM, os intervalos
sdo modelados utilizando variaveis RDM:

Ata=140a, B:b=24+2ap,c=a+b=3+ a,+ 2ap, ag, a € [0, 1].

A solucéo do conjunto C ndo é um intervalo com uma dimenséao, e sim uma infor-
macao 3D. A Figura abaixo apresenta a solucéo.

© A

contour line
¢ = 5= consl
—//

complete
solution — 1
set

Figura 2 — Resultado conjunto solucao tridimensional C' utilizando aritmética RDM.
Fonte:(ANDRZEJ PIEGAT, 2015)

Na Figura 2, as linhas de contorno do resultado da adigdo constante (c =a + b =
const) podem ser vistas.

A solucao completa é apresentada na Figura 3, a qual pode ser calculada como o
intervalo entre [min(c), maz(c)] = [¢,¢] = [3, 6].

(142a,)+x =3+ a

Figura 3 — Solugao unidimensional para o conjunto C.
Fonte:(ANDRZEJ PIEGAT, 2015)
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E possivel observar que o valor min(c) = 3 ocorre quando o, = a; = 0 € maxz(c) = 6
quando a, = a; = 1.

2.10.3 A new approach to diabetic control - human glucose metabolism using
interval arithmetic

No trabalho de Tomaszewsk (2015), foi aplicada a aritmética intervalar RDM ao pro-
blema da diabetes. A justificativa se deu pelo fato de que este problema nao é trivial,
uma vez que os modelos sdo geralmente muito complexos, nado-lineares e caracte-
rizados por muitos parametros que devem ser identificados para cada paciente. Tais
parametros sao bastante imprecisos e variaveis (TOMASZEWSKA, 2015), pois depen-
dem do fisico de cada paciente e do tempo que a pessoa convive com esta doenca.
Além disso, os modelos matematicos que regem o funcionamento do metabolismo da
glicose, possuem valores iniciais como o conteudo nutricional dos alimentos ingeridos,
qgue s6 podem ser quantificados com um alto grau de incerteza.

A autora explica ainda que o modelo completo para o influxo de glicose exogénica
no sangue consiste em dois submodelos: um para a concentragdo de carboidratos no
estbmago e um para a concentracao de carboidratos no intestino, e que seu trabalho
concentra-se apenas no modelo para a concentracdo de carboidratos no estdmago,
que sdo governadas pelas equagdes modelo de concentragdo ¢’ (Equagdo 23) e de
volume V (t) (Equagao 24).

S0 VO] = —a- Ve 23)
d‘;—f):—a-\/—i-q*:—q(t)—i—q*. (24)

Para analisar o modelo de concentragdo ¢ de carboidratos no estdmago e do
volume V' (t), a autora fez algumas considera¢des com relacao a dois parametros in-
certos neste modelo, o fator f de gastroparesia e a quantidade de carboidratos m;.
Ambos tem um grau de incerteza bastante elevado, o primeiro porque depende do
fisico individual dos pacientes e o segundo porque € bastante dificil determinar com
precisdo a quantidade de carboidratos nos alimentos ingeridos. Tais parametros foram
modelados na aritmética RDM, conforme Equacéo 25 e Equagéo 26.

fe=064+0.1-arar€]0,1], (25)

mg =68+ 32 - ., a. € [0,1]. (26)

Ambos tém influéncia direta sobre a taxa de evacuacao « do estbmago. A autora



49

entdo propbs, como mostra a Tabela 5, valores minimos, médios e maximos para as
variaveis RDM.

Tabela 5 — Possiveis Valores de « para diferente valores de variaveis RDM

af 0 0 0 0.5 0.5 0.5 1 1 1
o 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
a | 0.04818 | 0.04812 | 0.04806 | 0.05220 | 0.05213 | 0.05206 | 0.05621 | 0.05614 | 0.05607

Fonte: (TOMASZEWSKA, 2015)

Foi identificado que valores diferentes do parametro oy tm um impacto maior no
valor da taxa de evacuacgao do estdmago do que valores diferentes de ., além do « ter
uma forte influéncia na concentragdo c3(t) de carboidratos no estbmago que implica
diretamente na diabetes.

A autora conclui que a aritmética intervalar RDM facilita os calculos de equacdes
complexas com variaveis incertas mostradas neste problema e fornece resultados sa-
tisfatérios. Além disso, acredita que este trabalho e a aritmética RDM dao base para
realizar mais pesquisas sobre o metabolismo humano da glicose, melhorando terapias
e ajudando no desenvolvimento de uma medicagéo ideal para diabetes.

2.10.4 RDM interval method for solving quadratic interval equation

O trabalho desenvolvido por Landowski (2017) apresenta uma maneira de resolver
equacoes intervalares quadraticas atraves do uso da aritmética RDM.
Uma equacao quadratica intervalar é dada conforme Equacao 27:

la,a)z® + [b,blx = [c, d, (27)

onde A = [a,dl], B = [b,b] € C = [c, ¢| s&o intervalos.
Paraa € A,b € B e ¢ € C (Equacao 27) temos a seguinte forma na notacao na
aritmética RDM:

[a+ aq(@a—a)]z® + b+ ap(b—b)]z = c+ a.(c — o), (28)

onde o, € [0,1], ap € [0,1], . € [0,1], 0 ¢ A.
Para encontrar a solucdo da Equacgao 28, primeiro deve-se encontrar o valor de
A = B? — 4AC. Na notagdo RDM, teremos a Equacéo 29:

A=[b+ayb—b)* —4dla+au(@—a)le+ ac(c - o). (29)

A partir dessas definicoes, as raizes z; € z, seguem 0 mesmo padrdo das raizes
com entradas reais, apenas colocando a notacado em RDM.
O autor apresenta uma tabela completa com os possiveis valores das bordas para
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as variaveis RDM «,, oy, € a..

Apos apresentar as equagdes na notagdo RDM, o autor demonstra resultados a
partir de um exemplo aplicado com equacao quadratica resolvida através da aritmética
de Moore e resolvida a mesma equacao aplicando aritmética RDM.

Os resultados mostram que, primeiramente, a solu¢do de z, obtida com aritmética
de Moore tem valores negativos, e no problema em questdo é impossivel resultados
com x < 0. J& com RDM os resultados sdo maiores que 0. Também percebe-se que
os resultados intervalares de z; e x, retornados por Moore s&do maiores (mais largos)
que os de RDM.

A aritmética de Moore resolve equagdes com coeficientes dependentes e equa-
cbes em que os coeficientes a e b ndo sao dependentes. A dependéncia entre os co-
eficientes a e b ndo é mantida em cada passo no célculo com a aritmética de Moore.
Além disso, se os coeficientes sdo expressos como intervalos, ao resolver a equacéao
quadratica, valores diferentes podem ser tomados para calcular A e na férmula para
a solucao x.

O autor conclui, através dos exemplos apresentados, que o resultado intervalar
retornado pelo uso da aritmética de Moore nesse tipo de equacao nao é correto. A
aritmética de Moore algumas vezes retorna resultados diferentes para os mesmos
coeficientes. J& no mesmo exemplo aplicando a aritmética RDM ¢é possivel encontrar
a solucdo completa.

2.11 Consideracoes do capitulo

O presente capitulo abordou os fundamentos tedricos essenciais para o entendi-
mento do trabalho. Primeiramente foram apresentadas as defini¢des de intervalo e
algumas caracteristicas importantes, como corretude e otimalidade. A partir dai vem
a primeira e mais utilizada aritmética intervalar, apresentando as definicdes, opera-
cbes e propriedades de Moore. Adicionalmente, foi descrita a definigdo da teoria das
aproximagdes intervalares, a qual apresenta um espaco intervalar novo, como uma
extensdo da aritmética de Moore, possibilitando utilizar algumas propriedades inexis-
tente na aritmética convencional.

Devido as restricbes apresentadas na aritmética SIA, surgem novas aritméticas
intervalares e o capitulo segue com a descricao daquelas estudadas no desenvol-
vimento da tese. Aqui ficam como principais topicos as diferencas essenciais das
aritméticas, quanto a estrutura das propriedades algébricas, as representagdes do in-
tervalo e suas operacdes aritmética basicas, diferencas essas que dao todo o sentido
para a investigacao e busca de solugdes melhores nos calculos do tipo intervalo.

Por fim, sdo elencados alguns dos trabalhos que nortearam todo o desenvolvi-
mento da tese.
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O préximo capitulo aborda o desenvolvimento da tese. A partir das aritméticas
apresentadas, serdo desenvolvidas as solugdes das equacgdes lineares com coefici-

entes intervalares em diferentes aritméticas, a fim de buscar a solucdo completa para
cada equacéo.



3 SOLUCAO DE EQUACOES LINEARES COM COEFICIEN-
TES INTERVALARES EM DIFERENTES ARITMETICAS

Diante do que foi visto nos capitulos anteriores, é possivel verificar que diferentes
aritméticas intervalares podem retornar resultados distintos para as mesmas equa-
cbes. Entao surgem as questdes: qual a solucdo completa? Qual a melhor aritmética
intervalar para ser utilizada nesse tipo de problema?

O objetivo deste capitulo € demonstrar como pode ser obtida a solugdo completa
(aquela que apresenta um intervalo solugdo com todos os valores reais possiveis con-
tidos no intervalo) de diferentes equacdes lineares com coeficientes intervalares, tais
como: A+ X = B;AX+B=C;AX + BX =C;AX + B =CX + D. Para isso se-
rao apresentadas as equagbes analisadas juntamente com suas solu¢des para cada
aritmética intervalar adotada no presente trabalho: Moore, Markov, Affine, CIA e RDM

3.1 Equacoes lineares

E conhecido que a aritmética convencional (Moore) superestima o tamanho do
resultado intervalar quando ha dependéncia de variaveis. Um exemplo classico desse
problema € descrito por Neumaier (NEUMAIER, 1991).

Considere y = f(z) = z(1 — z),z € [0,1]. A aplicagdo da aritmética intervalar
produz: y = [0,1] x (1 —[0,1]) = [0,1] x [0,1] = [0,1]. O valor correto é f(z) € [0, §].

Se utilizarmos a aritmética intervalar classica para resolugdo de equagoes interva-
lares, obteremos uma resposta que na maioria dos casos néo é satisfatéria (KORZE-
NOWSKI, 1994).

Korzenowski (1994) cita como o exemplo a equacdo A+X = B,onde A € [1,5],B €
[2,9]. Para obter a solugdo considera-se [1,5] + [z, Z] = [2,9]. Através das operagdes
definidas na aritmética de Moore, temos =z = 1 e z = 4, ou seja, o intervalo solucéo
[1,4]. Este intervalo ndo oferece uma boa solugéo, j& que nao contém todas as possi-
veis solugdes reais envolvidas na equacao intervalar. Basta considerar que a equagao
14+ X =9, cuja solugéo, x = 8, ndo pertence ao intervalo solugcdo (KORZENOWSKI,
1994).
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Em alguns outros casos, o intervalo solu¢cao de uma equacéo linear pode ser um
intervalo ndo suportado por Moore, o chamado intervalo impréprio. Todos esses pro-
blemas nos levam a concluir que Moore nao seja a melhor aritmética para resolver
esses tipos de equacoes.

Considera-se a extensao intervalar da equacao linear mais simples, como mostra
a Equacéo 30 (SEVASTJANOV; DYMOVA, 2009)

AX =B (30)

e suas formas algébricas equivalentes apresentadas na Equacao 31 e Equacao 32.

B
AX - B=0 (32)

para A, B intervalos (0 ¢ A).

Sejam A = [a,a] e B = [b, b] intervalos. Por simplicidade, primeiro considera-se o
casoonde A > 0,B > 0, ou seja, a,a > 0 e b,b > 0. A extensdo intervalar para a
Equacéo 30 é [a, @[z, 7] = [b, b]. Utilizando a regra apresentada na Equagdo 20 (Sub-
secdo 2.10.1), obtém-se [az,az] = [b,b]. A igualdade do lado direito com o esquerdo
sé é possivel se ax = b e az = b e finalmente tem-se que:

rT=—,T=

[SEliSy
QI oo

(33)

Aplicando a regra da Equacao 21 (Subsecéo 2.10.1), a extenséo intervalar para a
Equacédo 31 resulta nas expressoes
g =

=

(34)

QIS
12| o

Agora considere alguns exemplos:
Exemplo 1: Sejam A = [3,4] e B = [1,2]. Pela Equagdo 33 z = 0.333,z = 0.5 e
pela Equacéo 34 x = 0.25,z = 0.666.

Exemplo 2: Sejam A = [1,2] e B = [3,4]. Pela Equacdo 33 =z = 3,7 = 2 e pela
Equacdo 34 = = 1.5,7 = 4.

Exemplo 3: Sejam A = [0.1,0.3] e B = [1,1] (ou seja, b € um ndmero real). Pela
Equacgéo 33 x = 10,z = 3.333 e pela Equagéo 34 x = 3.333,z = 10.

Pode-se perceber que a extensao intervalar da Equacao 30 pode resultar em inter-
valos impréprios (invertidos), ou seja, x > z como pode ser visto nos exemplos 2 e 3,
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enquanto que a Equacéao 31 retorna intervalos corretos, ou seja, x < z. Vale ressaltar
qgue a extensao intervalar da Equacgao 31 fornecera sempre os intervalos resultantes
corretos porque a Equagéo 34 ¢ inferida diretamente da definicdo basica apresentada
na Equagéao 21.

Nota-se que no Exemplo 3, a extensao intervalar formal da Equacédo 30 leva a
uma equacao intervalar contraditéria, uma vez que no lado direito tem-se um intervalo
degenerado b (valor real), enquanto que o lado esquerdo € um intervalo.

Colocar os intervalos degenerados no lado direito da Equacao 30 deveria ser equi-
valente ao requisito de reduzir uma incerteza do lado esquerdo até zero. Isso € pos-
sivel somente no caso de intervalo inverso X que, por sua vez, pode ser interpretado
como um pedido para introduzir entropia negativa no sistema.

A extensio intervalar padrdo para a Equacgéo 32 é [ax,az] — [b,b] = 0. Utilizando
as regras das Equagbes 18 e 19 obtém-se [az — b,az —b] =0 e

Ql I~

T=—,T=

ISEIRSA

E f4cil notar que em alguns casos o resultado sera um intervalo invertido.

Em resumo, pode-se dizer que somente a Equacao 31 pode ser considerada como
base razoavel para a extensao intervalar. Por outro lado, a partir dessa base obtém-se
a Equacao 34, a qual muitas vezes resulta em uma diferenca grande do intervalo de
entrada comparado ao intervalo de saida, como pode ser visto no Exemplo 3.

Pela aritmética convencional qualquer extensao intervalar da Equacgédo 32 nao é
um operacao correta desde que obtém-se uma expressao intervalar matematica no
lado esquerdo da equagéo, enquanto que no lado direito o zero usual nao é modifi-
cado. Para os autores, a raiz do problema é que a metodologia convencional para a
extensao intervalar ndo envolve uma operagao chamada “extensao intervalar do zero”.
Formalmente, quando extende-se a Equacao 32, ndo se obtém somente intervalo no
lado esquerdo, mas também o intervalo zero no lado direito. Nesse trabalho, os auto-
res propdem uma operacao chamada “extensao intervalar do zero” para obter o zero
intervalar no lado direito da extensdo da Equacao 32. Na aritmética convencional,
assume-se que qualquer intervalo que contém zero pode ser considerado como zero
intervalar. Essa definicao é satisfatéria para suprimir a divisdo por zero na aritmética
convencional. Para a proposta dos autores, é preciso uma definicdo mais restritiva.

Pode-se definir zero degenerado como o resultado da operagdo a — a, onde a
€ um numero real ou variavel. De maneira similar, pode-se definir o zero intervalar
como o resultado da operacdao A — A, onde A € um intervalo. Pelas definicdes das
Equacdes 17 e 19 tem-se [a,a] — [a,a] = [a — a,a — a] = [-(a — a),a — a]. Em qualquer
caso, o resultado da subtragcdo A — A é um intervalo simétrico em relacao a zero
(SEVASTJANQV; DYMOVA, 2009).
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Entao, se quisermos tratar a subtracao de dois intervalos idénticos como um zero
intervalar, a definicdo mais geral € “o zero intervalar € um intervalo centrado em torno
do zero” com tamanho indefinido. Como resultado da extenséo intervalar da Equa-
cao 32 tem-se

la, a)[z, z] — [0, 0] = [y, ¥ (39)

Considerando valores positivos para A e B, pela Equacao 35 tem-se:
b= —
{@ v (36)
Somando as equacdes, obtém-se uma equacao linear como mostra a Equacgéao 37:

ar+az—b—>b=0. (37)

E impossivel obter uma Unica solucdo de valor real da Equagdo 37, pois é uma
equacdao indeterminada. Por outro lado, se existem algumas restricdes sobre os valo-
res das variaveis desconhecidas, entao a equacao com essas restricdes pode ser con-
siderada como o chamado problema da satisfagéo de restricao (do inglés constraint
satisfaction problem (CSP)) e sua solucao intervalar pode ser obtida. CSP serve como
uma poderosa ferramenta matematica para resolver problemas de incerteza complica-
dos (SEVASTJANOV; DYMOVA, 2009).

Considera-se que uma solugdo completa para uma equacao linear intervalar
aquela que contém todos os possiveis valores reais para a equagao.

Abaixo apresentam-se as equacgdes lineares a serem utilizadas no desenvolvi-
mento do trabalho em busca da aritmética intervalar que retorna a solugdo completa.
Todas as provas, exemplos e representagao grafica das equacdes podem ser melhor
entendidas em (KORZENOWSKI, 1994).

e A+ X =8,
e AX+B=C,
e AX +BX =C,

e AX+B=CX+D.

Salienta-se que, conforme foi apresentado na Secéao 2.10, trabalhos atuais apre-
sentam problemas ao resolver equacgoes lineares simples utilizando aritmética conven-
cional de Moore.

A seguir serdo apresentadas se¢cdes com o desenvolvimento da solugéo de cada
equacao linear citada acima, aplicada nas aritméticas de Moore, Markov, Affine, CIA e
RDM.
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3.2 Equacao: A+ X =108

A partir da matematica convencional sabemos que existem duas formas de solugéo
da equacgao para encontrar o intervalo X. A primeira pela escrita original da equagao,
A+ X = B e asegunda forma isolando o X, obtendo a equagédo X = B — A.

Serao desenvolvidas essas duas formas para cada aritmética intervalar, com o
objetivo de procurar a solugao completa e demonstrar como sao as resolugdes para
cada tipo de solugao.

Ao final de cada subsecao apresentaremos a aplicagao de cada forma genérica de
solucao em um exemplo numérico, a fim de ilustrar os resultados obtidos. Importante
deixar claro que para todas as solugdes genéricas nas diferentes aritméticas o valor
real exato continua indeterminado, porém restrito ao dominio dos valores reais que
compdem a envoltéria intervalar.

Como nosso objetivo ndo é uma analise numérica, apenas utilizaremos exemplos
retirados da literatura e apontados como a solugdo completa para cada equacéo linear.

A solugao completa para este tipo de funcao é formada por um intervalo X € IR
que satisfaz a condigdo f(X) = 0. Como a funcao possui coeficientes intervalares,
a condicdo f(X) = [0,0] nem sempre sera satisfeita, pois em algumas aritméticas
0e X — X eemoutras 0 = X — X. Assim, a solugcao completa deve ter corretude, ou
seja, conter todos 0s possiveis valores para x.

3.2.1 Moore

Como ja foi visto anteriormente, a aritmética de Moore n&o possui algumas propri-
edades matematicas importantes, como inverso aditivo, inverso multiplicativo e leis de
distributividade.

Para chegar na solugdo completa, mostraremos a solugdao da equacao em diferen-
tes formas de resolugéo.

Abaixo é apresentada a solugdo para a equagéo A + X = B na aritmética conven-
cional de Moore.

Considere os intervalos A = [a,a], B = [b,b] € X = [z, 7]

[a,a) + [z, ] = [b, D] adicdo de intervalos
la+z,a+ 7] =[bb] igualdade de intervalos
atx=>b, z=b—a

a+z=b, T=0b-a

Como ja foi apresentado ao longo do texto, na aritmética de Moore nao temos as
propriedades de inversos, logo, z = b —a e 7 = b — a ndo sdo operagdes validas
nessa aritmética. Assim, a solu¢do da equagéo nesta forma de escrita ndo pode ser
encontrada.
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Na literatura é possivel encontrar diversos trabalhos relatando problemas com a
aritmética de Moore, especialmente em casos simples, onde equagdes lineares nem
sempre retornam um intervalo solucdo completo. Um exemplo ja foi citado na Se-
cao 3.1.

Como o espacgo intervalar (IR, +, x, C, =,, 1) possui uma estrutura semelhante a
de um corpo, € possivel isolar a variavel da equacao intervalar, uma vez que existem
os elementos neutro e inverso (KORZENOWSKI, 1994).

A solucao de uma equacao linear obtida diretamente é considerada étima, ou seja,
ela contém somente toda a familia de equacgdes reais envolvida na equacéo intervalar
(KORZENOWSKI, 1994).

Como o intervalo solucdo X € determinado pelo minimo e maximo da solucéo
de cada equacao real envolvida na equacao intervalar, tem-se que a solugao sera
encontrada conforme o que foi explicitado na Sec¢éo 2.2.

A segunda forma genérica de solucao para a equacao é dada por X = B—A, aqual
€ possivel devido ao uso do espaco intervalar de corpo dindmico baseado na teoria
das aproximacgdes, apresentada na Secao 2.2., onde X =, , B — A. A demonstracéo
dos possiveis valores para o intervalo solucao sao apresentados abaixo.

caso1) A>0eB>0

[z,7] = [b,b] — [a, inverso aditivo

[z,%] = [b,b] + [~a, —d] adicdo de intervalos
[z,7] = [b—a,b— d] igualdade de intervalos
r=b—-a, IT=b-a

Seguem os préximos casos descritos e suas demonstracées sao analogas ao an-
terior.

caso2) A>0eB<0

[z, Z] = [b,b] — [+a,+a]  inverso aditivo

caso3) A>0e B =[-b,+b]



[Q’ 7] = [bv 6] - [Qa CL]
2, 7] = [b,0] + [~a, —d]
[z, 7] =[b—a,b— g

caso4) A<0eB>0

[z,z] = [b,+b] — [a, a]
[z, %] = [b, +b] + [+a, +a]

inverso aditivo

inverso aditivo

inverso aditivo

[z,7] = [~b, +b] — [-a, —a]  inverso aditivo
|z, 7] = [=b, +b] + [+a, +d]

[z, 7] = [-b+a,+b+ g

r=b+a, T=b+

al inverso aditivo

[z,z] = [~b,—b] — [~a,+a] inverso aditivo
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[z,Z] = [-b, +b] — [—a,+a]  inverso aditivo
[z, 7] = [~b, +b] + [—a, +d
[z,Z) = [-b—a,+b+ d]

Notamos que somente € possivel resolver a equacgao através do uso da TAl na
aritmética de Moore.

Abaixo apresentamos um exemplo numérico que serve para ilustrar a aplicagao da
forma de solucao com a teoria das aproximacdes. Escolhemos como exemplo para
essa equagao linear justamente aquele citado na Sec¢éo 3.1.

Exemplo: Considere os intervalos A =[1,5] e B =[2,9].

X =12,9—[1,5])

X =1[2,9+ [-5, 1]

X =[-3,8

Abaixo serao descritas as solucbes com as demais aritméticas e ao final da secéao
sera feita uma analise da solu¢cdo completa para a equacao.

3.2.2 Markov

A aritmética de Markov possui todas as propriedades da aritmética real. Assim,
temos duas maneiras de solug¢do para a equacao. Primeiramente a equacao resolvida
na sua forma original, A + X = B e depois na forma X = B — A. Logo seguem 0s
exemplos que comprovam essa solugéo.

Considerando os intervalos A = [a,d] e B = [b, ], abaixo sdo descritas as formas
de solucdo em todos os possiveis valores de A e B.

A+y X =B
caso1) A>0e B>0
(@, a] +ar [7,2] = [b, ] adicdo de intervalos
(a4 &V a+ 2] = [bb] igualdade de intervalos
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A demonstracao dos demais casos é analoga ao caso 1 e por isso nao sera descrita
aqui.

caso2) A>0eB<0

caso3) A>0e B =[-b,+0)

caso4) A<0eB>0

casob5) A<0eB<0

+
caso 6) A< 0e B = [—b,+0]

caso7) A=[-a,+ale B>0
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caso 8) A=[—a,+aje B<0

A segunda forma de encontrar a solugao para a equagao na aritmética de Markov

é:
X=B—-yA
caso1) A>0eB>0
[, &] = [b, 0] — s [, d] subtragdo de intervalos
[#, 8] =[b—aVb—al igualdade de intervalos

i=b—a &=b—a
(2)

caso2) A>0eB<0



caso4) A<0eB>0

jjai.] = [67 B] -M [d>d]

[#,4] = [b+aV b+

i=b+a i=b+a
casob5) A<0eB<0

[, &] = [b,b] —ur |, d]

[#,4] = [b+aVb+a

i=b+a i=b+a

caso6) A<0e B =|[—b,+0]

[, 2] = [b,b] —u [@, d]
[#,4] = [b+aVb+d
i=b+ta i=b+a

caso7) A=|[-a,+aje B>0

caso8) A=[-a,+ale B<0

caso09) A= [—a,+a] e B=[-b,+b]
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A partir das formas (1) e (2) é possivel notar que, independente da escrita da
equacao, o resultado final serd 0 mesmo. Isso se mantém também para os demais
casos apresentados.

Segue o mesmo exemplo numérico da subsecao anterior para servir de compara-
cao de resultados nas diferentes aritméticas.

Exemplo: Considere os intervalos A =[1,5] e B =[2,9]

a) A+ X =08
[1,5] +u [z, 2] = [2,9]
1+zV5+7] =129
l+zx=22z=1
S+r=91=4
Logo, X = [1V 4].

X=[2-1v9—5]
X =[1Vv4]
3.2.3 Affine

Para a aritmética Affine, serdo apresentadas duas formas de solugcao para a equa-
cao, também considerando os intervalos a = ag+aie1+...+a,e, € b= by+bier+...4bnen.
Cabe observar a escrita do intervalo, o qual é definido mas ndo se conhece todos 0s
valores de ¢.

Chamamos atencado para a nao divisdo em casos, como foi feita nas aritméticas
anteriores. Aqui, e nas aritméticas seguintes, vamos olhar apenas para os extremos
dos intervalos solucéo, podendo concluir se as duas formas levam a mesma solucéao
ou ndo, sendo necessario apenas modificar o sinal dos limites superiores e inferiores
conforme necessario.

A+X =18

a+i=">

ap+ a161 + ... + anep, + o + 1161 + ... + 108, = by + bi1ey + ... + b,e,, def. de intervalo
(ap + xo) + (a1 + x1)er + ... + (ay, + xp)en = by + biey + ... + be,  adigdo intervalar
(ap +x0) =by — x9=0by—ag valor de
(a1 +z1)e1 = bier —  x181 = b1 — aqey valor de z;¢;
(

ap + xp)en =bpen  —  TpEn = bpey — aney valor de z,¢,
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(1)

Para a equacéo na forma X = B — A, temos:

i=b—a

rot+ w181+ ..+ Tpen = (bo+ 0161+ ...+ buen) — (ag +a161 + ... + a,e, ) def. de intervalo
o+ x181 + oo F 208, = (bo — ao) + (b1e1 — a11) + (bpe, — ane,,) subtragdo intervalar

To = by — ag valor de X
r1E1 = bigg — ar6y valor de ¢,
TpEn = bpEn — Anén valor de TnEn

(@)

llustramos o que foi demonstrado acima atraveés de um exemplo numérico.
Exemplo: Considere os intervalos A = [1,5] e B =[2,9]

a) A+ X =B
a+i=b
a = ag + apcy ag =52 =21 =3 a =52 =51-9
a =3+ 2
b= by + byey b=t =92 _ 55 =5t =92_35
b= 5.5+ 3.5¢,
(3 + 2e) + (xo + zrer) = 5.5+ 3.5eg
34+ 9 =05.5 2er + xTrer = 3.5¢
To = 2.5 T, = 1.5
T =25+ 1.5be

Convertendo o intervalo de Affine para Moore:
Considere rad(z) = > |z

X = [xg — rad(2), xo + rad(z)] = [2.5 — 1.5,2.5 4 1.5]

b—a
&= (5.5 + 3.5e;) — (3 + 2e4)
9

T

.5+ 1-55k
X = [1,4]
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3.24 CIA

A CIA é uma extensao da aritmética de Moore, possuindo as mesmas proprieda-
des, além do inverso aditivo, multiplicativo e as leis de distribuigéo.

Abaixo apresentam-se as formas de solucao para a equacao. Salienta-se que aqui
também ndo serdo discriminados os casos com 0s possiveis valores dos intervalos.
Para as duas formas serdo considerados os intervalos A = Aja + (1 — As)a e B =
Agb+ (1 — Ap)b.

A+X =18

(AMaa+ (1 —Xg)a)+ X = (Agb+ (1 = Ap)b),0 < As,Ap <1 def. de intervalo
X =(Agb+ (1 —Ap)b ) (Aaa+ (1 =Xp)a),0 < g, Ap <1 inverso aditivo

= min{((Apb+ (b — Apb) — ()\Aa + (@ —A4@))},0 < Mg, Ap < 1 limite inferior de X
= maz{((Agb+ (b—Agb) — (Aaa+ (@—Maa))},0 < Aa, Ap < 1 limite superior de X

%2\ I&

—
—
~—

Agora, considerando a segunda forma de escrita da equacao:

X=B-A
X =(Agb+ (1 —=Ap)b ) (Aaa+ (1 —=X4a)a)),0 < g, Ap <1 def. de intervalo
x =min{((Agb+ (b — Agb) — ()\Aa + (@ — A4@))},0 < A, Ag < 1 limite inferior de X
z = max{((Agb+ (b—Apb) — (Maa+ (a—Aaa))},0 < Mg, Ap < 1 limite superior de X

()

A partir de (1) e (2) é possivel perceber que, independente da forma de escrita, 0
resultado é o mesmo para a equacao.

Abaixo é destacado o exemplo aplicado nas duas formas de solugédo dessa aritmeé-
tica.

Exemplo: Considere os intervalos A =[1,5] e B =[2,9]

a) A+ X =8B
(Aga+ (1 —=Ag)a) + (Axz + (1 = Ax)Z) = (Agb+ (1 — Ap)b),0 < Ag,Ap, Ax < 1

Aal + (1= 20)5) + Axz + (1 = Ax)Z) = (As2 + (1 — A5)9),0 < Aa, A, Ay < 1
(—4Aa +5) + Axz + 7 — AxZ) = (=TAp +9),0 < Aa, Ap, Ay < 1

A, Ag, Ay = 0

T+5=9—27=9-5=4

A, A =0, Ay = L:

T—T+72+5=9—=2=9-5=4



A=1Ag=0M\y =1
T—Z+7—-4+5=9—-32=9—-1=38

A =0Ag=1 Ay =0:
T+5=2—3F=2—5=—3
A, Ap =1, Ay =0
T—4+45=2-72=2-1=1
A =1,Ap, Ay = 0:
T—4+45=9—-2=9—-1=38
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Apés calcular todas as possibilidades, selecionamos aqueles valores onde = pos-

sui 0 menor valor e z 0 maior. Logo, X = [-3,8].

X=B-A

X =(Apb+ (1 =2Ap)b) — (Aaa+ (1 —Aa)a)),0 < Ag,Ap <1
X = A2+ (1= 25)9) — Al + (1 = A4)5)),0 < Ay, Ap < 1

)\A7>\B:O:
X=9-5=14
)\AZO,/\BZL

X=2-5=-3
Aa=1,Ag=0:
X=9-1=8
=1 Ag=1:
X=2-1=1
min = —3, maxr = 8

X =[-3,8



3.2.5 RDM

Na aritmética RDM sao encontradas todas as propriedades matematicas da arit-
mética real, devido a isso qualquer escrita diferente de uma mesma equacéao resulta

no mesmo intervalo.

Serao descritas duas formas genéricas de solugao para a equacdo. Para ambas

serdo considerados os intervalos A = [a,a] € B = [b, b].

A+X =B
a+ag@—a)+X =b+ab—Db), ag,a € [0,1] def. de intervalo
X = (b+ ap(b) = b) — (a+ ae(@a — a)), ag, a; € 0,1]
(1)

X=B-A
X=0+ab-b)—(a+a.(a—a)), a,a €[0,1] def. de intervalo

(@)

A partir das solugdes genéricas encontradas em (1) e (2) € possivel perceber que
tanto para a primeira forma de equacdo quanto para a segunda o intervalo solucéao

sera o mesmo.

O exemplo numérico é aplicado nas duas escritas da equagao, como pode ser visto

abaixo.
Exemplo: Considere os intervalos A =[1,5] e B =[2,9]

a) A+ X =28
{a+a@a—a)+z+a,(Z—2)}=b+ayb—
A, A, Ax =0, 14+z2z=2 — z=1
A, =0 x=1, 14+ (z+1z—-2)=2 — z=1
A=0dp=1,Ax=0, 1+z=2+19-2) — z=38
A=02g Ay =1 1+@z+1(z—2)=2+19-2) — z=38
M=1 g Ax=0 1416-1)+@)=2 — z=-3

Aa=1A=0Ax=1 1+16-D+@+1Z-2)=2 — T=-3

Mm=1LAg=1Ax=0 1+16-1)+z=2+1(9-2)
A Ag, Ax =1 1+16-1)+(z+1(T—2)=2+1(9-2
min = —3,mazr = 8, X = [-3, §]

= 1
18
|
wt
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b) X=B-A
X={b+ap(b—b) —a+a.a—a)}, asa € 0,1]
Qq,0p = 0:
X=2-1=1
a, = 1,0 =0:
X=2-(1+4)=5
a, =0,ap = 1:
X=2+(9-2—-1=38
Qq,0p = 18
X=2409-2)—(1+4) =4
min = —3,mazr = 8, X = [-3,§]
A tabela abaixo resume de uma maneira mais ilustrativa quais os resultados numé-

ricos do exemplo aplicado em todas as aritméticas intervalares em estudo, nas suas
duas formas de solugéo.

Tabela 6 — Resultados da aplicagéo dos intervalos A = [1,5] e B = [2,9] na equagao
A + X = B em diferentes aritméticas

Aritmética | A+ X =B | X=B-A
Moore/TAl - [-3, 8]
Markov [1V4] [1V4]
Affine [1, 4] [1, 4]
CIA [-3, 8] [-3, 8]
RDM [-3, 8] [-3, 8]

A partir da Tabela 6 ratificamos o problema inicial apresentado e discutido nessa
tese: qual a solucdo completa para resolver equacdes lineares com coeficientes in-
tervalares? Ja foram comparadas e demonstradas acima as diferencas entre as duas
formas de solugdo em algumas aritméticas intervalares e nosso objetivo € determinar
qual é a solugédo completa para resolver a equagéo linear A+ X = B. Aqui, a partir do
que foi exposto tedrica e numericamente, verifica-se que a aritmética convencional de
Moore com TAI, bem como as aritméticas CIA e RDM, ambas nas duas formas de so-
lucéo, sao as solugdes completas para a equagéo linear A + X = B com coeficientes
intervalares.

3.3 Equacao: AX + B=C

A equacgao possui uma operacao de multiplicacao, a qual, na aritmética intervalar,
€ calculada através de combinagdes de todas as multiplicagcdes entre extremos supe-
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riores e inferiores dos intervalos e por fim seleciona-se o menor e 0 maior valor para
compor o intervalo resultante. Abaixo serdo apresentadas as formas de solugdo nas
diferentes aritméticas em estudo.

3.3.1 Moore

Considerando a escrita original da equagéo, AX + B = C, sabemos que, assim
como a solucédo da equacao anterior mais simples, resolvida pela escrita original na
aritmética de Moore é invalida, esta equacao, que também precisa de inversos para
solugéo nao podera ser resolvida por Moore.

Portanto, podemos escrever a equacao utilizando a definicdo da teoria da aproxi-
macao intervalar, juntamente com os teoremas apresentados no final da Secao 2.2,

(C-B)

resultando em X = ——.

Sejam A = [a,a], B = [b,b] e C = [c, ¢|, podemos escrever:

X ="
X = % inverso multiplicativo
X = [min (%b, 9%’3, = %9) . mazx (%”, Q%T’, = %)] multiplicag&o intervalar

A partir dessa forma genérica de solugdo da equacgédo, podemos considerar os
casos onde A > 0 e A < 0, uma vez que na divisdo nao podemos ter 0.

casol) A>0e0eC—-B
XE[

S
ol
IS

e}

’a

N

caso2) A>0eC—-B<0

—b]

10
|

>

ol

X =

Q\|
|

Y

|

caso3) A>0eC—-B>0

S
ol
IS
)

10

X =

> a

|

caso4) A<0e0eC—-B

b b

a ?

(91}
10

X =

m|

casob5) A<0eC—-B<0

5]

10

X = |&t

a ?

Q\|

casob) A<0eC—-B>0

e

X = E;Q _E_

a’ a

Ao final da secao sera desenvolvida a aplicagédo do exemplo na forma de solugéo.
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3.3.2 Markov

Sejam os intervalos A = [a,a], B = [b,b] e C = |¢, ¢], abaixo sdo descritas as formas
de solucdo em todos os possiveis valores.

AX +y B=C
[@,a]X + [b,0] = [¢,¢] def. de intervalo
[@,a)X = [¢,¢] —ar [b, D] inverso aditivo
[a,a)X =[¢—bVeé—1 subtragao intervalar
X =(ec=bve—D]) = [aal inverso multiplicativo
X = [2;:’ Vv éa‘f’} divisdo intervalar

Importante lembrar que na operacéo de divisdo da aritmética de Markov, leva-se
em conta a notagéo de «a, € a,, onde | a, |<| a, |-
Agora, com a segunda forma de escrita da equacao:

_ (C—mB)
X = (=
X — ([é,é][;%f]_[f)f’]) def. de intervalo
X = —([é—[?;—b]) subtragao intervalar
X = h;ub \Y Ca;b divisédo intervalar
(2)

Pela aritmética de Markov as duas formas de escrita da equacao retornam a
mesma forma genérica de solug¢do para o intervalo X. Verifica-se que, em todos os ca-
sos de valores para os intervalos existentes da equacao, o resultado sera 0 mesmo se
comparadas as duas formas de escrita. Assim, aqui serdo omitidos os detalhamentos
de todos os casos.

3.3.3 Affine

Abaixo serdo apresentadas as duas formas de solugdo para a equagao, con-
siderando os intervalos a = ay + 4167 + ... + angn,f) = by + biey + ... + bye, €

é:C0+Cl€1+...—|—Cn€n.
AX+B=C

aX +b=¢

(ap + are1 + ... + anen) X + (bo + b1e1 + ... + bpeyn) = co + c161 + ... + cney, def. de intervalo
(ap + are1 + ... + anen)X = (co + c161 + ... + cnen) — (bo + bie1 + ... + bpey,) inverso aditivo
(ap + are1 + ... + anen)X = (co — by) + (c1e1 — bie1) + ... + (cpen — bpey) SUb. intervalar
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(co—bo)+(c1e1—b1e1)+...4-(cneEn—bnen)
(a0+3151+---+an5n)

X = (co —bg) + (c161 — b1e1) + .. + (cnen — bnen) X (
(1)

S

inverso multiplicativo

1

TS —————— divisao intervalar

eb
a
(CO+0151+--~+Cn5n)—(b0+b151+--~+bn€n)
(ao+aier+...+anen)
(co—bo)+(c1e1—b1€1)+...4-(cnen—bnen)
(ao+arer+...+anen)

= (cop — bo) + (c181 — b1e1) + ... + (Cnén — bnen) X (
)

A partir das duas formas de solucéo apresentadas acima, fica claro que o resultado
solucdo de X € o mesmo.

Cabe salientar que as operagdes de multiplicacdo e divisdo sdo chamadas néo-
affine, como é descrito na Secao 2.5. Em vista disso, ndo vamos apresentar os re-
sultados numéricos obtidos pela aplicagdo da aritmética Affine nas solugdes a partir
dessa equacao linear e nem para as demais a seguir. Nao foi possivel encontrar na
literatura uma aproximacao para a divisao intervalar em Affine e, como nao é o foco
deste trabalho, ndo definiremos aqui. Pelos resultados que a aritmética apresenta na
equacao linear anterior, € possivel que essa solu¢cao completa se repita nessa e nas
demais equacoes lineares, porém nao poderemos afirmar por falta da definicdo da
operacao intervalar de divisao.

def. de intervalo

subtracao intervalar
divisdo intervalar

1
aotaier+...+anen)

RS

3.34 CIA

Para as duas formas de solucao da equagdo em questao serdo considerados 0s
intervalos A = Aqa + (1 — X4)a, B = Agb+ (1 —Ag)be C = Acc+ (1 — \¢o)e.

AX+B=C

()\AQ—F (1 — )\A)EL)X + ()\Bl_)—i- (1 — )\B)B> = Acc+ (1 - )\0)5,0 < Mg, A, Ac < 1 def.
de intervalo
(Mg + (1= 2a)a)X = Aoc+ (1 — A\o)é — (Agb+ (1 — Ap)b) subtracao intervalar

_ (Aect(1-20)8)—(Apb+(1—Ap)b) .
X = =< ()\Acg—',-(l—)i)d) 4 ) ,0 g A, A, Ac < 1 divisdo intervalar

_ o [ (et (E-Acd) - (Apb+(b-Agb) TP
T = mm{ . (/\Ag—i-(l—)\i)a) £ } ,0< Mg, A, A0 <11 limite inferior de X
= (Acet(e=Ace)=(Apb+(b—Agb)) i i
= mcm:{ C (AAg-&-(l—)\i)a) B } 0< A4, A, A0 <1 limite superior de X

—
—_
~
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_ Qe (1-20)a)=(Apb+(1-Ap)b) i
X = =€ (AACQ+(1—€‘)@) B ) ,0 g A, A, Ac <1 def. de intervalo
_ in { (Qoet(E-A0d) ~Osbt(b-Asb) imite inferi
T = mm{ < (AA;FO_AZ)&) 4 } L0 < Aa, Ag, A0 <1 limite inferior de X
. (Acet(E-Ac®)~(Apbt(b-Apb) L :
T = maw{ - (AA;(PABA)@ L } ,0< Aq, A, A0 <11 limite superior de X

Através das solugdes encontradas para as duas formas de escrita € possivel per-
ceber que o resultado sera o mesmo para os limites do intervalo X.

3.3.5 RDM

Como a aritmética possui todas as propriedades matematicas e leis de distribuicéo,
podemos escrever da seguinte maneira:

_ (c=B)
X ="

Essa € a forma mais resumida da equacao e sera a unica apresentada aqui, pois
ja ficou comprovado que o valor do intervalo solucdo sera o mesmo para qualquer
escrita.

O resultado para X sera um valor minimo e um maximo de todos os possiveis
valores da divisdo. Assim, devido as diferentes possibilidades de valores em cada
intervalo, teremos 0s seguintes casos:

caso1) A>0

1.1) Se 0 € C — B, entado a solugéo é dada por:

5 _ [min (<g+ac<eg—+%>a—(ég+gc;b@—g>>) ma <<g+ac<eg—+%>a—(ég+5b@—@>)} g ap, ap € [0,1]

onde <52 pode resultar em: [, 0], com § < 0 ou [0, 6], com & > 0.

1.2) Se C — B < 0, a solucao é determinada por:

c-B _ [min (<g+ac(a—g))—<@+ab(5—g)>) maz ((g+ac(a—g))—<b+ab(5—@)))} Qg o, e € [0,1]

A ataq(a—a) ataq(a—a)

onde min ((g+ac(a—g>)—(@+ab<5—@>> <0 e max (<g+ac<a—g>)—(b+ab(5—b>>> <0

ataq(a—a) atag(a—a)
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1.3) Se C — B > 0, a solucao é determinada por:

CLTB = |:mZTL ((§+ac(i;_g(l)‘;(éb_zo)éb(i)ib))) ,max ((Q+a6(él;_fi)af(éb_zo;b(gib)))i| Qq Qp, Q¢ € [051]
onde min ((g+ac<a—g))—((@+<;b<5—@>> <> 0 e mazx <<g+ac<a—g>)—((b+o;b(6—b)>) <0
ataa(@—a ataa(@—a

caso2) A<O0

2.1) Se 0 € C — B, entao a solucao € dada por:

Cc-B
A

= [mzn ((§+Olc(5—£))—(b+ab(l;_b))

(ctac(c=c)—(btap(b-b))
ataq(a—a) > , max (

a+oag(a—a)

)} g p, o € [0,1]

) >0

onde min ((9+ac<5—9>>—<b+ab<5—@>

a+aq(a—a)

) <0 e max <(g+ac<a—g>)—(b+ab(l€—b)>

atag(a—a)

2.2) Se C' — B < 0, a solugéo é determinada por:

=B — [min ((Q’L“C(égfi)a_(g_t;"’@_b))) . mazx ((QJ“O‘C(Z_ f;)a‘(;@_flj‘b(g‘@)’)} Qg ap, . € [0,1]
onde min (<g+ac(ag—+gi>a—(é@_+5b<5—@>> ~ 0 e maz (<g+ac<ag—fi>a—(é@_+gc;b@—g>)> >0

2.3) Se C' — B > 0, a solugéo é determinada por:

C;B — [mln ((9+ac(5;—fl)a_(ébj;o)‘b(6_b))> , max ((g+a6(i_f()l)a_(ébj;o)éb(5_b))>:| Qg Qp, QO € [0:1]
onde min ((QMC(ZEL);(&Z;%(E*@)) <0 e maz <(9+“C(Zfi);(éi§“@*@)) <0

Para ilustrar as solucdes apresentadas nesta secéo, sera desenvolvido o exem-
plo abaixo, aplicando-o nas diferentes aritméticas. Optamos por apresentar na forma
de tabela os demais resultados para sermos mais sucintos e pelos calculos serem
simples de replicar.

Destacamos que os exemplos numéricos desta equacao linear e das demais que
virdo a seguir foram retirados do trabalho de Korzenowski (1994), a fim de obter um
parametro de comparacao, ja que a autora apresenta os resultados de uma solucao
6tima (em termos de teoria das aproximacoes) para equacoes lineares.

Exemplo: Considere os intervalos A = [-4,-3], B = [1,2] e C = [7,8] aplicados na
equacado AX + B =C.
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Tabela 7 — Resultados da aplicacao dos intervalos A = [—4,-3], B=[1,2] e C = [7,§]
na equagao AX + B = C em diferentes aritméticas

Aritmética | Resultado
TAI [-2.38, -1.5]
Markov [-2 v -1.5]
Affine -

CIA [-2.33, -1.5]
RDM [-2.33, -1.5]

A partir da Tabela 7, notamos a diferenga dos valores resultantes da aplicagéo das
diferentes solucdes desenvolvidas na secao. Podemos dizer que Moore com TAI, CIA
e RDM conseguem retornar uma solu¢ao completa para equacéo linear.

3.4 Equacao: AX + BX =C

A terceira equacao linear em estudo apresenta duas multiplicagdes e também sera
descrita em casos quando necessario.

3.4.1 Moore

A solucao desta equacdo na sua forma original de escrita ndo pode ser soluci-
onada por Moore, uma vez que precisamos das propriedades de inversos aditivo e
multiplicativo, as quais ndo pertencem a aritmética.

A segunda forma de solucao para a equacao pode ser obtida utilizando a teoria
das aproximacodes (CLAUDIO; MARINS, 1989), e escrevemos a equacgao na forma

C

X = 775 Considerando os intervalos A = [a,a], B = [b, bl e C = [c, ¢], apresenta-se

abaixo a solucéo para essa forma de escrita da equacéo.

— c
X = (A+B)
X = m inverso multiplicativo
— y < c c c 19 c c c IRT ~ s
X = |:77’L7,TL 457 ath’ 345’ Q_-‘rb> , max <a_+l§7 ath’ aib Q_-‘rb>:| mU|t|pl|CagaO intervalar

A partir da forma genérica, podemos obter seis casos de solugéo, de acordo com
os valores dos intervalos da equacdo. Abaixo sdo descritos todos 0s casos.

caso1) A+ B>0e(C >0

_c_

XEa_

X =|=< ]



caso3) A+ B>0e0ecC
X = e e |

X =< _c_]

caso5) A+ B<0eC >0

X ==, <]

caso6) A+ B<0el0eC

C

— c
X = _ELer’ ELer_

75

Ao final da secao sera apresentada a aplicacdo do exemplo numérico na solugéo

genérica de Moore.

3.4.2 Markov

Sejam os intervalos A = [a,a), B = [b,b] e C = |¢, ¢, abaixo sao descritas as formas
de solugdo em todos os possiveis valores.

- ([a+bva+b])
([a+5\7/a+13])

a+b ¥ a+b

£
X
X
X =¢¢] x 1
X
X

AX +y BX =C

def. de intervalo
distributividade da multiplicacao
adicao intervalar

inverso multiplicativo

multiplicag&o intervalar

divisao intervalar

Agora, com a segunda forma de escrita da equacgao:

6]

[a,a]+][b,b]

= _[ed
[a+bVa+b]

X = [ﬁ v ?}

(2)

__cC
X_(

A+n B)

def. de intervalo
adicao intervalar

divisao intervalar

Assim como nas equagdes anteriores, na aritmética de Markov as duas formas de
escrita da equacao retornam a mesma soluc¢ao para o intervalo X.
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3.4.3 Affine

Seguem abaixo as duas formas de solug¢ao para a equagao, considerando os inter-
valos a = ag + a1e1 + ... + apen, b =by +biey + ... + bpe, € ¢ = o+ 11 F ... + Cpén.

AX +BX =C

aX +bX =¢

(ap +arer + ... + anen) X + (bo + bie1 + ... + bpen) X = co + c161 + ... + cue,, def. de intervalo

X ((ap + a1e1 + ... + anen) + (bo + bie1 + ... + bpey)) = (co+cie1+...+cne,) distributividade
da multiplicacao

X((ao + bo) + (a1€1 + b1€1) + ...+ (anan + bnEn)) = (Co +cer+ .o+ Cn<€n) adIQéO intervalar
X — (cotcier+...4cnen)
X

= oo T merthie) T (enTomen) inverso multiplicativo

= (co + c161 + ... + cpep) X 0
(1)

1
a0+b0)+(a151+b151)+~--+(an5n+bn5n)

divisao intervalar

=~ A+B)

(a+b)

(cotcier+...4cnen)
(ap+aier+...+anen)+(bo+bre1+...+bnen)
(cotcier+...4cnen)
(ao+bo)+(a1e1+b1e1)+... - (anen+bnen)

= (co+ c161 + ... + cpep) X 0
)

Através das formas apresentadas acima, fica claro que o resultado solucdo de X é
0 mesmo, independete da escrita da equacao.

def. de intervalo

adicao intervalar

L divisdo intervalar

ag+bo)+(a1e1+bie1)+...H(anen+bnen)

Sl

3.44 CIA

Para as duas formas de solucao da equagao em questao serdo considerados 0s
intervalos A = Aja + (1 — X4)a, B=Agb+ (1 —Ag)be C = Acc+ (1 — A¢o)e.

AX+BX =C

(Aaa + (1= Aa)a)X + (Agb+ (1 — Ap)b)X = Aec+ (1 — A0)6,0 < Ay, dp, Ae < 1
def. de intervalo
X((Aaa+ (1 =xq)a) + (Apb+ (1 — A)b)) = Aec+ (1 — A¢)c subtragéo intervalar

_ = 1 .
= (Acc+ (1 = Ao)e) X ((AA@+(1—AA)a)+(ABQ+(1—AB)B))’0 < A, AB, Ac < 1 inverso

multiplicativo
X = ((AAa+(1(AAiC)Z)(i(AA§£+)(1 7 0 < A A Ao <1 multiplicagdo intervalar
z = min { T S } 0<Aa, A, Ac <1 limite inferior de X
7 = mag { Pt ERAd Dol 00 L 0 < Ay Ap, Ao <1 limite superior de X
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_ C
X =t
o (Acc+(1—Ac)o) .
X = ((AAQJr(l*)\C,;)&)+(>\§b+(1*>\323))’9 <A, A, Ac <1 def. de intervalo
© = min { QeeEed Cabi 00 (g <\ Ap, Ao <1 limite inferior de X
T = max { ((ACQJF(CE;jjf)(]gi%E)@_ABB))} L0 < A4, A, Ac <1 limite superior de X
(2)

A partir de (1) e (2), percebemos que o resultado do intervalo solucdo sera o
mesmo para as duas formas de escrita.

3.4.5 RDM

Assim como na equagao anterior, podemos reescrever a equagao, uma vez que a
aritmética possui todas as propriedades mateméticas. Logo, a solugédo completa pode
ser obtida com a seguinte equacao:

C
X=—— 38
(A+ B) (38)
Abaixo serdo destacados os possiveis casos de acordo com o sinal (+ ou -) dos
intervalos que estdo sendo operados. O resultado para X sera um valor minimo e um

maximo de todos os possiveis valores da divisao.

caso1l) A+ B>0eC >0

c . ctac(c—c) ctac(c—c)
A+B [mm ((g+aa(a—g)+(b+ab(5—b))> » A <(Q+O¢a(ﬁ—g)+(b+ab(5_b))>:| Qq v, o € [0,1]
; ctac(c—c) ctac(e—c)
onde min <<g+aa<a—g>+@+ab@—g>>> > 0 e maz ((g+aa<a—g>+@+ab@—g>>) >0

caso2) A+ B>0e(C <0

c . ctac(c—c) ctac(é—c)
ArB T [mm (<g+aa(a—g>+@+ab<6—@>>> ) AT (<g+aa<a—g>+<g+ab@—g>>>} Qa 0, 0t € [0,1]

. ctoac(c—c) ctac(c—c)
onde min ((gma(a—gn@mb@—b))) <0emax ((g+aa<a—g>+@+ab(5—@))> <0

caso3) A+ B>0e0ecC

_C_ _ ; ctac(C=g) ctae(c—c)
A+B ~ [mm <(Q+aa(&fg)+(b+ab(5*b))) , Mazx ((Q+aa(afg)+(b+ab(l_)fb))>:| g, a € [0,1]

onde A%B pode resultar em: [9,0], com § < 0 ou [0, 5], com 5 > 0.




caso4) A+ B<0e(C<0
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c . ctac(c—c) ctac(c—c)
A+B T [mm (<g+aa(a—g)+@+ab<b—@>> ) AT ((g+aa<a—g>+<g+ab(b—g>>>} Qa 0, 0 € [0,1]
. ctac(c—c) ctac(c—c)
onde min ((g+aa<a—g>+@+ab(6—b>>) > 0emax ((g+aa<a—g>+@+ab<6—b>)> >0

casob5) A+ B<0eC >0

ctac(C—c)

ctac(é—c)
(ataa(@—a)+(b+ap(b=b))

onde min (

C _ .
A+B T [mm ((g+aa(a—@+@+ab<6—@)> , mazx (<g+aa(a—g>+<@+ab(5—@>>>} Ao, tc € [0,1]

)<Oemax<

ctac(é—c)

ctac(c—c)
(g+aa(t’zfg)+(b+ab(b*§))) <0

caso6) A+ B<0e0eC

c

ctoac(E—c)

ctae(C=c)
(ataa(a—a))+(b+op(b-b))

onde min <

AtB [min ((ﬁaa(a—@)wmb(é—@)) ) AT (<@+aa<a—g>>+@+ab(6—@>))} Qa o, 0t € [0,1]

)<Oemax<

ctac(c—c)

ctac(C—c)

(g+aa(&—g))+(b+ab(5—b))> <0

A partir das formas de solucéo apresentadas para a equacao em questao, abaixo é
desenvolvido o exemplo numérico que servira para ilustrar as solugdes apresentadas

em cada aritmética intervalar.

Exemplo: Considere os intervalos A =[4,9], B =[-2,1] e C =[-2,5]. Sera apresen-
tado o0 exemplo aplicado na solugdo da equagdo AX + BX =C'.

Tabela 8 — Resultados da aplica¢do dos intervalos A = [4,9], B = [-2,1] e C = [-2, 5]
na equacao AX + BX = C em diferentes aritméticas

Aritmética

Resultado

TAI

[-1, 2.5]

Markov

[-1 Vv 0.5]

Affine

CIA

[-1 ,_2.5]

RDM

[-1, 2.5]

Pelos resultados apresentados na Tabela 8, notamos novamente que as solugdes
completas, que compreendem todos os valores possiveis para o X, sdo obtidas com
as ariméticas de Moore com TAI, CIA e RDM.
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3.5 Equacao: AX +B=CX+D

A Ultima equacao linear a ser analisada com diferentes aritméticas intervalares
€ composta por multiplicagdo nos dois lados da igualdade e serd demonstrada nas
subsecdes que seguem.

3.5.1 Moore

A forma genérica de solucdo para a equagéo linear AX + B = CX + D ndo pode
ser obtida em Moore, devido a falta dos inversos multiplicativo e aditivo.

A forma de escrita possivel da equacao € apresentada e demonstrada abaixo, con-
siderando propriedades e definigbes do espaco intervalar baseado na teoria das apro-
ximacgoes:

@
& I

[d—b,d—b]
& E

A partir da demonstragcéo acima, podemos encontrar a solu¢ao para a equacgao de
acordo com os casos abaixo descritos:

inverso multiplicativo
—b

I¢ O

3 \@
&

b ‘b> max (U,d;’i,—,—)] multiplicagdo intervalar
a—c’ a—¢

’&

]
|
)
S
|
ol
m

caso1) A-C > 0eD-B
X = d;éié'

caso2) A—C>0eD—-B<0
Xz_d;ziﬁ_

caso3) A—-C>0eD—-B>0

X = |48, dt]
caso4) A—-C<0e0eD-B

X = |4z Lob
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3.5.2 Markov

Sejam os intervalos A = [a,d], B = [b,b],C = [¢,¢] e D = [d, d], abaixo s&o descritas
as formas de solucao para a equacéo.

AX+y B=C+y D

[@,a] X + [b,0] = [¢,¢| X + [d, d] def. de intervalo

[@,a) X — [¢,¢| X = [d,d] — [b, D] inverso aditivo

X([a,a] — [¢,¢]) = [d,d] — [b, D] distributividade da multiplicagéo
X(la—¢é¢va—¢)=[d—bvd—b]  subtragdo intervalar

X = [Z:Z\V/z:lc’] inverso multiplicativo

X = [g Vv g} divisao intervalar

(1)

Agora, com a segunda forma de escrita da equacao:

_ (D—mB)
X =00
X — {Zﬂ:% def. de intervalo
X = [Z:Zﬁ:i] subtragéo intervalar
X = [g Vv g} divisdo intervalar
(2)

As duas formas de escrita da equagao retornam a mesma solugéo para o intervalo
X.

3.5.3 Affine

Para demonstrar as formas de solucdo para a equacao, considere os intervalos

a = ag+ a1e1 + ... + apen,b = bg+ bi1e1 + ... + bpe,, ¢ = cg+ 161 + ... + e, € d =
do + d1€1 + ...+ dngn-

AX+B=CX+D

aX +b=¢X+d

(apt+arer+...4+anen) X +(bo+bie1+...+bpepn) = (co+cie1+...+cnen) X +do+diei+...+dpey
def. de intervalo

X((ap+aier+...+anen)—(cotcie1+...4+cnen) = ((dot+dier+...4+dnen) — (bo+bie1+...4bney))
distributividade da multiplicagéo

X((ap—co)+(are1—c181)+... 4+ (anen —cnen)) = ((do—bo)+ (dre1 —b1e1) +... 4+ (dnen —bnen))
subtracao intervalar
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((d07b0)+(d1517b151)+--~+(dn5n7bn5n)) H Heg H
((a0—co)F(are1—cren) T lanen—cren)) inverso multiplicativo

X = ((do = bo) + (die1 — bier) + . + (dnen — bnn)) X (e Tmm o) T T @ —enr))
divisdo intervalar

(1)
_ (D-B)
X =0
X — J b)
- é)
. (d +die1+...+dnen)—(bo+biei+...4bnen)) ;
X = (a2+a12+ vy (Cgﬂ;;ﬁcnsn)) def. de intervalo
— (d b) (d —b )+ +(dn n—bnfn)) =
X = (e aa et Tae— e subtragao intervalar

X = ((do = bo) + (dier — bie1) + ... + (dnen — buen)) X ((aO,coy¥Qngl7cﬂi)+<”+(angngcn5n»
divisdo intervalar

(2)

Através das formas apresentadas acima, fica claro que o resultado solucao de X é
o0 mesmo, independente da escrita da equagéo.

3.54 CIA

Considere os seguintes intervalos para as equagées A = Aqa + (1 — \4s)a, B =
Apb+ (1 = Ap)b,C = Acc+ (1 = Ag)ee D = Apd + (1 — Ap)d.

AX+B=CX+D

(Aaa+ (1= Xq)a)X + (Agb+ (1 = AB)b) = (Acc+ (1 = Ae)e)X + Apd+ (1 — Ap)d =,0 <

Aa, A, Ac; Ap <1 def. de intervalo

(Aaa+ (1 = Aa)a)X — (Acc+ (1= Ae)e)X = (Apd + (1 = Ap)d) — (Agb+ (1 — Ap)b),0 <
Aa, AB; Ac; Ap <1 inverso aditivo

((Aaa+ (1= Xa)a) — Acc+ (1 = A0)@)X = (Apd + (1 — Ap)d) — (Ab+ (1 — Ap)b),0 <
Aa, A, Ac, Ap <1 distributividade

X = (Apd+(1=Ap)d)~(Apb+(1-Ap)b) X xrara—ma toeraamyg: O S A As Ao, Ap <

1 inverso multiplicativo

_ Qpd+(1=Ap)d)—(Apb+(1-2p)b) L
X (Aia+(1 Af)a) (Aijw(l ACB)C),O<)\A,>\B,>\C,>\D < 1 divis&o intervalar
(

(Apd+(1-Xp)d)—(Agb+(1—Ap)b)
T = mm{ (Aia-ﬁ-(l Af)a) (ACBc+(1 ACB)é)} 0 < A, AB, Ac, Ap < 1 limite inferior de X

Apd+(1-Ap)d)—(Apb+(1-Ap)b)

T = max { ((AAa+(1 N )a)—Oveet (1= AC))E) } ,0 < A, B, Ao, Ap < 1 limite superior de X
(1)
_ (D=B)
X =T
(Apd+(1=Ap)d)—(Apb+(1—Ap)b) -

X = (Aia—&—(l Af)a) (Agc+(1 ACB) ),O % A4, AB, Ao, Ap < 1 def. de intervalo
T = min { ‘&’jjiﬁ_ifjﬁélz)_fiﬁiiﬁ_iﬁ))g} 0 < A4, AB, Ac, Ap < 1 limite inferior de X
I = max { ggggig}:ig;;;:gigggjg;g;} .0 < A, Mg, Ao, Ap < 1 limite superior de X
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(2)
A partir das formas apresentadas acima, percebemos que o resultado do intervalo

solucéo serd o mesmo para as duas formas de escrita.

3.5.5 RDM

Seguindo 0 mesmo procedimento das equagdes anteriores, para a aritmética RDM
temos todas as propriedades matematicas presentes, logo a solucao pode ser obtida
através da seguinte equacao:

x-P=D) (39)

caso1) A—C >0

1.1) Se 0 € D — B, entédo a solucao é dada por:

D-B _ : (d+aq(d—d)—b+ap(b—b)) (d+aq(d—d)—b+ap(b—b))
[mm ((ﬁaj(@,@,(ﬁ;c(a,g))) , mazx ((g+aad(afg)*(g+abc(t‘:fg)))} Cla O, e, g € [0,1]

onde £=2 pode resultar em: [, 0], com & < 0 ou [0, 5], com § > 0.

1.2) Se D — B < 0, entdo a solugéo € dada por:

B .
A-C [mm ((g+aa(z‘z—9)—(§+ac(6—g)

d+ag(d—d)—b+oy(b—b d+ag(d—d)—b+ay(b—b
e E G ’”)) mat (((;fai(a—;))—@iabia_’g))))ﬂ @a Qi s @ € [01]

: (d+aq(d—d)—b+ay(b=b)) (d+aq(d—d)—b+ay(b=b))
onde min <(2+aa(éfg)*(§+ac(579))> < 0 emaz <(g+aa(&fg)*(§+ac(éfg))> <0

1.3) Se D — B > 0, entdo a solugéo € dada por:

- . ( (dtoa(d—d)—btoy(b-b)) (d+aq(d—d)—b+tay(b-b))
A-C [mm ((g+aad(t‘z—g)—(§+abc(5—g))) ) Mat ((g+aad(ﬁ—g)—(g+abc(5—g)))} Qa O, e, g € [0,1]

; (d+og(d—d)—b+ap (b—b)) (d+aq(d—d)—b+ap(b—b))
onde min ((Maa(afg)f(ﬁac(afc))) > 0 e max <(Q+aa(afg)7(g+ac(éfg))> >0

caso2) A—-C<0
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2.1) Se 0 € D — B, entao a solucao é dada por:

a—c = [mln ( ((gdi;:((ad_:gd)):(bg 102;6((561%)))) ,max (((gdj(jad(((j:f)):(bgi‘);bc((g; bg)))))i| Qg Opy Oley Og S [0;1]

onde £=2 pode resultar em: [4, 0], com § < 0 ou [0, 4], com § > 0.

2.2) Se D — B < 0, entao a solucao é dada por:

B _ ; (d+ag(d—d)—b+op(b—D)) (d+cg(d—d)—b+ou(b—D))
A-C [mm <(2+aj(@*2)*(g+abc(éf§))) , AT ((g+aad(a—g)—(g+abc(57£)))} Qa O3, Qe g € [0,1]

: (d+aq(d—d)—btay(b—b)) (d+aq(d—d)—b+ay(b—b))
onde min ((g+aa(a—g)—<g+ac(a—g))> >0 e max <<g+aa(a—g)—(g+ac<a—g)>) >0

2.3) Se D — B > 0, entao a solugao é dada por:

B _ ; (d+ag(d—d)—b+op(b—D)) (d+aq(d—d)—b+o(b—D))
A-C [mm <(ﬂ+a:(@*ﬁ)*(§+abc(éf§))) ) AT ((g+aad(a—g)—(g+abc(57£)))} Qa O3, Qe g € [0,1]

: (d+aq(d—d)—btay(b—b)) (d+oq(d—d)—b+ay(b—b))
onde min ((g+aa(a—g>—<g+ac(a—g>)> <0emax <<g+aa(a—g)—(g+ac<a—g)>) <0

Abaixo ilustramos o exemplo aplicado na equacéo para as diferentes aritméticas.
Exemplo: Considere os intervalos A = [3,5], B = [-2,-1], C = [-6,-4] e D = [2,8].
Sera apresentado o exemplo aplicado na solugédo da equacéo.

Tabela 9 — Resultados da aplica¢do dos intervalos A = [3,5], B = [-2,1], C = [—6, —4]
e D =[2,8] naequagédo AX + B = CX + D em diferentes aritméticas

Aritmética | Resultado
TAI [0.272, 1.428]
Markov [0.444 v 1]
Affine -

CIA [0.272, 1.428]
RDM [0.272, 1.428]

A Tabela 9 resume os resultados numéricos obtidos com a aplicacao do exemplos
em todas as solucdes desenvolvidas nas diferentes aritméticas. E possivel perceber
gue novamente Moore com TAI, CIA e RDM englobam as solu¢gées completas para a
equacao em questao.

A seguir apresentam-se tabelas que demonstram de uma forma sucinta as solu-
cbes das equacdes lineares desenvolvidas neste capitulo.

As Tabelas 10 e 11 resumem as solucdes para a equacao linear A + X = B des-
critas no capitulo.
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Tabela 10 — Solugdes da equacgéao linear A + X = B nas aritméticas de Moore com a
Teoria das Aproximacodes Intervalares e Markov.

Aritmética
Casos TAI Markov

X=B-A | A+X=B | X=B-A

1YA>0eB>0 lb—ab—a] | b—a,b—a) | [b—a,b—al
2)A>0eB<0 b—ab—a] | b—ab—a] | [b—ab—al
3)A>0eB=[-b,+b b—ab—a] | b—ab—a] | [b—a,b—al
4 A<0eB>0 b+a,b+al | b+ab+al | [b+ab+al
5)A>0eB<0 b+a,b+al | b+ab+al | [b+ab+a
6) A<0eB=[-b,+b b+a,b+al | b+a,b+a] | [b+a b+ al
A=[-a,+a]eB>0 b—a,b+al | b+ab—a] | [b+ab—al
A=[-a,+aleB<0 b—a,b+al | b+a,b—a] | [b+ab—a
A=|-a,+aleB=[-b+b | b—ab+a] | p+ab—a] | [b+ab—al

Tabela 11 — Solugdes da equacao linear A+ X = B nas aritméticas Affine, CIA e RDM.

Aritmética A+X =B X=B-A
Affine zo = by — ag To = by — ag
T1€1 = b1e1 —ai€1 x1€1 = b1e1 — a1€1
TnEn = bnen — anen TnEn = bnen — anen
CIA min, maz{((Apb+ (b — Apb) — (Aaa+ (a — Aaa))}, | min,maz{((Agb+ (b — Apb) — (Aaa + (@ —Aaa))},
0<Aa, g <1 0<Aa, g <1
RDM — (b+ap(8) — ) — (a + aa(a - a)), — (b+ap(®) — b) — (a+ aa(a—a)),
aa,ap € [0,1] aa,ap € [0,1]

Para a equacéo linear AX + B =

exposto no presente capitulo.

C, as Tabelas 12 e 13 sumarizam o que foi

Tabela 12 — Solucao da equacéo linear AX + B = C na aritmética de Moore com a

Teoria das Aproximagdes Intervalares.

6) A<0eC—B>0

Casos Equacdo: X = (C;B>
1)A>0e0eC-B [Q g]
2A>0eC—-B<0 X;[&g, ﬁé]
3)A>0eC—B>0 X;[9E7gb]
4)A<0e0eC-B Xz[a7 a]
5)A<0eC—-B<0 Xz[f;,fﬁ@]

=[]

Ql
\:
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Tabela 13 — Solugdes da equacao linear AX + B = C nas aritméticas Markov, Affine,

CIA e RDM.

Aritmética Equacdo: AX + B=C

Markov X = [éa’ui’ % é;f’]

Affine X = (co — bo) + (c1e1 — bie1) + ... + (cnen — bnen) X m
CIA min, maz { ((>\c£+(5(‘;:gi)(zi>;\ib)-£)(5—/\BE)) 7

0<Aa,AB,;Ac <1

RDM X = [mm ((9+&c<5*9))*(2+ab<5*2))) . maz <(£+O‘C(E*E))*(é+0‘b(5*§>>):|’

ataq(a—a) atagq(a—a)

Qa, ap, e € [0,1]

Aritmética Equacdo: X = <=5
_ [e—b, &b
Markov X = hu Vv Cav ]
Affine X = (C() — bo) + (6181 — b181) + ...+ (cnan — bnan) X m

CIA min, mazx CYYECES Y ,

0<Aa,AB,;Ac <1

RDM X = [mm ((2+QC<E*Q))*EQ+‘;‘Z;<E*Q))> . maz ((g+ac(679))*@+«;b(5*é)))]’

atag(a—a atag(a—a

{ (Aget(E=Ace)=(Apbt(b=Apb))

Qa, Oy, Qe € [07 1]

A Tabela 14 ilustra as solugbes para a equagéo linear AX + BX = C desenvol-
vida na aritmética de Moore com TAIl. Ja Tabela 15 apresenta as demais aritméticas
intervalares para a mesma equacao linear.
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Tabela 14 — Solucao da equacao linear AX + BX = C na aritmética de Moore com a
Teoria das Aproximacoes Intervalares.

e v — _ C
Casos Equagao: X = A5
c C
1)A+B>0eC>0 X = =,
atb a+bd
[ C
2JA+B>0eC<0 X = = ——
a+b a+bd
[ C
3 A+ B>0e0cC X = =,
a+b a+b
c c
4)A+B<0eC<0 X = , —=
a+b a+bd
c c
5A+B<0eC>0 X=|—s, —
a+b a+bd
c c
6) A+ B<0e0eC X=|—s, —
a+b a+b

Tabela 15 — Solug¢des da equacéo linear AX + BX = C nas aritméticas Markov, Affine,

CIA e RDM.
Aritmética Equacado: AX + BX =C
Markov X = [% \Y, %]
. _ 1
Affine X = (co+ 1814 .+ enen) X GogpoyiarerThre )T T @nen Tonen)
; (Aget(E=Ace)=(Apbt(b=Apb))
ClA min, maz | LSS S e }
0 S >\A7)‘B’>\C S 1
_ ; ctac(c—c) ctac(e—c)
RDM X = Pn”l<@#Ua@*gH%b+aw57b)>’nuw:(@#Ua@*ﬁH%b+aMb*®)>y
Qa, ap, e € [0,1]
s S0 _ C
Aritmética Equacédo: X = A5
Markov X = [Z:i v Z:IZ]
. _ 1
Affine X = (co+cie1 + ... + cnen) X GoTP0)Tare o T T (anenTone)
- (Acet(@=Agd)—(Apbt(b—Apb)
CIA min, mazx { < (AAng(l*)\i)&) B ,
0<Aa,AB,;A¢c <1
RDM X = [mzn ( ctae(c—c) ) ,max ( ctac(e—o) >],

(at+aa(a—a)+(b+ay(b—b)) (at+aq(a—a)+(b+ay(b—b))

Qq, Qp, Oc € [07 1]

Por fim, apresentamos as Tabelas 16 e 17 com as solucbes da equacéao linear
AX 4+ B = CX + D desenvolvidas nas aritméticas de Moore com TAIl, Markov, Affine,

CIA e RDM.
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Tabela 16 — Solucao da equacéo linear AX + B = CX + D na aritmética de Moore
com a Teoria das Aproximacgdes Intervalares.
Casos Equagédo: X = Eg:g;
YA-C>0e0eD—-B Xz[g:bi:%]
2)A-C>0eD—-B<0 x;[g;bg;g]
3)A-C>0eD—-B>0 Xz[giijﬂ
4)A-C<0e0eD-B Xz[jjfji]
§A-C<0eD-B<0 | X=[it &0
6)A—C<0eD—B>0 Xz[ji%i:i]
Tabela 17 — Solugdes da equacao linear AX + B = CX + D nas aritméticas Markov,
Affine, CIA e RDM.
Aritmética Equacdo: AX + B=CX + D
Markov X = [Z:ﬁ \% Z:l;]
Affine X = ((do — bo) + (d1€1 — b151) + ...+ (dnsn — bnsn)) X (a0—co)F(aiei—a1 ai)+...+(a”s”7c"5"))
. Apd+(1-Ap)d)—(Agb+(1-Ap)b
CIA e, max { YT v
0<Aa,AB,Ac,Ap <1
— i ((dted(d—d)—btay(b-b)) (dtag(d=d)—btay(b=b))
RDM X = [min (GeaGmg ;) mar (=S =)
Qg , Qp,y Qe, Og € [07 1]
. . 2. D—B
Aritmética Equacao: X = EA_C;
Markov X = [% \Y %]
Affine X = ((d() — bo) =+ (dlEl — 5151) + ...+ (dnan — bnan)) X ((a0760)+(a1€176181)+"'+<a”8”76,@"»
ciA min, maz { QEELAARIR=REEGREE }
0 S >\A7>‘Bu>\Ca>\D S 1
— [0 [ (dtag(d=d)—btay(b—b)) (d+ag(d—d)—btay(b—b))
RDM X = [min ((Eraiog ;) mar (SRt
Qq, Qp, Qe, Og € [07 1]
Para melhor representar os resultados numéricos, a Tabela 18 apresenta uma visao

geral dos resultados de cada aritmética nas equacdes lineares.
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Tabela 18 — Resumo dos resultados da aplicacao dos intervalos em diferentes aritmé-

ticas
Equacoes
Aritmética A+X =B AX+B=C AX+BX =C AX+B=CX+D
Forma1 | Forma2 Forma 1 Forma 2 Forma 1 Forma 2 Forma 1 Forma 2
Moore/TAl - [-3,8] - [-2.33,-1.5] - [-1,2.5] - [0.272, 1.428]
Markov [1V4] [1V4] [-2 Vv -1.5] [2v-15] | [[1Vv0.5] | [-1Vv0.5] [0.444 v 1] [0.444 v 1]
Affine [1,4] [1,4]
CIA [-3,8] [-3,8] [-2.33,-1.5] | [-2.33,-1.5] | [-1,2.5] [-1,2.5] | [0.272,1.428] | [0.272, 1.428]
RDM [-3,8] [-3,8] [-2.33,-1.5] | [-2.33,-1.5] [-1,2.5] [-1,2.5] | [0.272,1.428] | [0.272, 1.428]

O objetivo de reunir as solugdes genéricas das equagdes lineares com coeficientes
intervalares, adotadas no presente trabalho, é de ratificar que nem sempre a aritmética
tradicional de Moore retorna a solugdo completa em diferentes formas de resolugao.
Salienta-se que obter a solucdo completa através de diferentes formas de resolucao é
o ideal para qualquer equacéo linear.

RDM e CIA se comportam de uma maneira mais coerente quanto a aplicagéo de
operacoes aritméticas basicas. Isso se deve basicamente ao acréscimo de variaveis,
as quais fazem com que se trabalhe com o intervalo como um todo, diferente de Mo-
ore, por exemplo, que opera com 0s extremos do intervalo. Em contrapartida, sabe-
mos que aumentar essa possibilidade de valores também aumenta a quantidade de
calculos e influencia diretamente no tempo de processamento (levando em conta uma
implementacao).

Outro ponto a se destacar € o uso dessas variaveis adicionais. Em RDM tem-se
as variaveis « e em CIA )\, ambas podendo variar de 0 a 1, ou seja, compreendidas
no intervalo [0,1]. A questdo é: que valores atribuir para essas variaveis? Sempre
os extremos vao retornar os menores e maiores valores? Para a segunda pergunta
a resposta € nao, e isso sabemos devido ao comportamento das fungdes que estao
sendo calculas, pois nem sempre os maiores e menores valores estdo nas bordas das
funcbes. Ja para a primeira questdo nao temos uma resposta. E é aqui que encon-
tramos dificuldades em operar com essas aritméticas. Nos exemplos apresentados
nesta tese conseguimos os resultados corretos operando apenas com os valores 0 e
1 para as variaveis, porém nem sempre serao apenas esses. Trabalhos na literatura
ja demonstram resultados com valores de a = 0.5, por exemplo. Neste ponto percebe-
mos que a implementacao de uma aritmética RDM ou CIA é de extrema importancia
para facilitar e agilizar os célculos no uso dessas duas aritméticas.

O foco deste trabalho permaneceu em solucionar de maneira genérica as equa-
coes lineares, sem investigar implementacdes de bibliotecas que solucionem as arit-
méticas intervalares. Porém, com o andamento das aplica¢cdes de exemplos numéri-
cos percebemos a importancia de ter a disponibilidade de ambientes de desenvolvi-
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mento intervalares. Realizando uma busca rapida na literatura, podemos dizer que a
aritmética de Moore possui algumas implementagdes em diferentes ambientes e lin-
guagens. Podemos citar: C-XSC (onde XSC significa eXtend Scientific Computing)
(KLATTE et al., 1993), uma biblioteca desenvolvida em C++; JAVA-XSC (FERREIRA
et al., 2005), biblioteca desenvolvida na linguagem Java; IntPy (INTPY, 2014), pacote
intervalar desenvolvido na linguagem Python; INTLAB (INTLAB - INTERVAL LABORA-
TORY, 1998), pacote desenvolvido para o Matlab com suporte para intervalos. Para
as demais aritméticas intervalares nao foram encontradas muitas opgées. Podemos
citar YalAA - Yet Another Library for Affine Arithmetic (YALAA - YET ANOTHER LI-
BRARY FOR AFFINE ARITHMETIC, 2012), uma biblioteca em C ++ para aritmética
Affine; para Kaucher encontramos relatos de uma implementagao em Pascal, mas foi
descontinuada. Por fim, para a aritmética RDM n&o foi encontrada implementagdo em
nenhuma linguagem, mas esta em desenvolvimento um pacote na linguagem Python
com suporte as operacdes do tipo intervalo nessa linguagem.
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3.6 Consideracoes do capitulo

Diante das diferentes aritméticas intervalares que surgiram na literatura no intuito
de suprir as falhas da aritmética convencional, e das comprovagbes de que Moore
nem sempre retorna resultados corretos mesmo para operagdes simples, o presente
capitulo propbs analisar quatro tipos de equagdes lineares solucionando-as nas arit-
méticas de Moore com a Teoria das Aproximacodes Intervalares, Markov, Affine, CIA e
RDM, com o objetivo de investigar qual aritmética intervalar retorna a solugao ou as
solucdes completas para cada uma das equacdes em analise.

A primeira constatagdo importante é de que a SIA realmente apresenta limitaces
para céalculos simples, como pode ser visto na solugdo das quatro equagoes lineares,
onde ficou demonstrado que na primeira forma de escrita a aritmética apresenta limita-
cbes e nao pode ser utilizada para solucionar as equacdes. Na sequéncia, o préximo
passo foi investigar como se comportam as demais aritméticas em relagéo a solucao
para as duas formas de escrita da equacao. Nesse ponto ficou provado que, indepen-
dente da forma de escrita de qualquer uma das quatro equacgdes lineares, todas as
demais aritméticas intervalares apresentam a mesma solugéo para as duas formas.

A proxima etapa consistiu em testar com exemplo numeérico o resultado de cada
uma das aritméticas para a equacéao linear em questdo. Entretanto, surgiram novas
questdes, pois nem sempre uma aritmética com solugao igual para as duas formas
de escrita da equacdo é a que retorna a solugdo completa. E isso fica claro nos
exemplos numéricos aplicados em todas as aritméticas, onde Markov, por exemplo,
nunca retorna a solugdo completa para as quatro equacdes lineares analisadas.

Com tudo que foi apresentado e discutido neste capitulo, concluimos que:

e Moore com suas propriedades basicas nao pode ser aplicada como solugéo para
qualquer escrita das equagdes;

e nas equacdes lineares A+ X = B, AX+B=C,AX+BX =Ce AX+B=
CX+ D, todas as aritméticas retornam a mesma solucao para as duas formas de
escrita da equacdo, salientando que Moore s pode ser resolvido com a forma
de escrita isolando o X e utilizando a teoria das aproximacgoes;

e somente Moore com a Teoria das Aproximagdes Intervalares, CIA e RDM retor-
naram solugcdo completa para as equagdes lineares A+ X = B, AX + B = C,
AX+BX=CeAX+B=CX+ D.

De uma maneira geral, para encontrar um intervalo completo no calculo de equa-
coes lineares com coeficientes intervalares, Moore com TAI, CIA e RDM retornam tais
solucoes.

Importante salientar que o foco dos testes numéricos nao foi analisar diferentes
casos, e sim casos em que os valores dos intervalos das equagbes eram conhecidos
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e seus intervalos solugao completos.

Dentre essas solugdes, qual escolher? O préximo capitulo vai desenvolver a ana-
lise do esforco computacional para computar a solu¢gdo completa em cada uma das
aritméticas intervalares distintas. O objetivo sera complementar o resultado do de-
senvolvimento da solugdo genérica do presente capitulo, com o intuito de adicionar
uma informacao importante na hora da escolha entre qual das aritméticas intervalares
(Moore com TAI, CIA e RDM) utilizar.



4 ANALISE DE COMPLEXIDADE DAS FORMAS DE SOLU-
CAO DAS EQUACOES LINEARES EM DIFERENTES ARITME-
TICAS

O presente capitulo tem como objetivo apresentar uma analise da complexidade
computacional do problema de calcular equacdes lineares com coeficientes interva-
lares considerando como método de solucao as formas e as aritméticas intervalares
gue retornam a solugao completa. O intuito € verificar, quando ha solugdes completas
em diferentes aritméticas, qual retorna um resultado com menor custo computacional.

A complexidade de um algoritmo, ou quantidade de trabalho requerida por ele néo
pode ser descrita simplesmente por um nimero, uma vez que o numero de operacdes
basicas efetuadas em geral nao é o mesmo para qualquer entrada (depende do tama-
nho da entrada). Mesmo para entradas do mesmo tamanho, o nimero de operacdes
efetuadas pelo algoritmo pode variar (TOSCANI; VELOSO, 2001).

Questdes relativas a complexidade de um algoritmo em termos do tempo de com-
putacédo e espaco de memdéria sdo determinantes para o julgamento da eficiéncia do
mesmo (TOSCANI; VELOSO, 2001). Um algoritmo, para ser razoavel ou nao, vai de-
pender de quantos passos computacionais ele necessita para chegar a solugao de
um problema. Um algoritmo é considerado razoavel quando obtém a solugédo de um
problema em tempo polinomial (KREINOVICH et al., 1998).

Um problema é dito computavel se existir um procedimento efetivo que o resolva
em um numero finito de passos, ou seja, se existe um algoritmo que leve a sua solugéo.
Observa-se, contudo, que um problema considerado “em principio” computavel pode
nao ser tratavel na pratica, devido as limitagdes dos recursos computacionais para
executar o algoritmo implementado (TOSCANI; VELOSO, 2001).

Com relagéo aos problemas intervalares, Kreinovich et al. (1998) analisaram clas-
ses de problemas para as quais computacdes intervalares sao trataveis e quando
sdo intrataveis. Realizaram a analise da complexidade do PBCI (problema basico da
computacdo intervalar), com a finalidade de responder a questao: “E possivel ter um
algoritmo que sempre calcula a imagem exata (isto é, os extremos inferior e superior
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do intervalo) em tempo razoavel?”

Definicao 11. (Problema basico da computacao intervalar: PBCI) O problema ba-
sico da computacgéo intervalar é definido por:

Dados: n intervalos racionais X; (intervalos com extremos racionais), e uma fun¢ao
continua e computavel | que transforman numeros reais x1, . . ., x,, em um numero real
y=f(z1,...,2,).

Calcular: o intervalo dos possiveis valores de y:

Y I:y7y] :f(X17'7Xn):{y’y:f(‘1.l7"7xn)7x1 €X17"'7:’En EXTL}

Kreinovich et al. (1998) verificaram que o problema pertence a classe de problemas
NP-Dificil.

Importante observar que a NP-dificuldade do PBCI esta relacionada com o pro-
cessamento dos dados de entrada do problema. No PBCI, os dados de entrada de
uma funcdo continua f sao valores intervalares, e a forma de calcular o intervalo ima-
gem do PBCI é através da imagem intervalar (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997).
O PBCI ainda foi analisado com diversas restricbes de quantidade de variaveis, ti-
pos de fungdes, sendo elas fungdes algébricas, funcédo polinomial, splines, funcao
g-polinomial, fung&o g-racional, fungéo racional-complexa. Na maioria dos casos con-
siderados sobre o PBCI, verificou-se que o mesmo pertence a classe de problemas
NP-Dificil. Assim, concluiu-se que nao se pode esperar um algoritmo que resolva
todos os problemas da computacao intervalar em tempo razoavel.

Quanto a resultados de analise de complexidade com problemas resolvidos pelas
demais aritméticas intervalares utilizadas nesta tese, ndo foram encontrados trabalhos
na literatura abordando esse aspecto. Porém, um ponto importante a ser destacado é
que as aritméticas que retornam solucdo completa, CIA e RDM, utilizam as variaveis
A € « variando no intervalo [0,1]. Quando colocamos essas variaveis em uma imple-
mentagado, devemos levar em conta a restricdo de possibilidades, uma vez que, se
usarmos os infinitos valores do intervalo [0,1], o algoritmo se torna NP-Dificil, caindo
no problema ja provado por Kreinovich.

Neste trabalho, considera-se como dominio do problema de computar equagdes
lineares com coeficientes intervalares, um conjunto de valores intervalares, ou seja,
Dom(f) =1R" (n é o nUmero de argumentos da func¢ao).

As secdes foram dispostas da mesma maneira que o capitulo anterior, separa-
das por equagdes lineares, onde aqui cada secao apresenta os pseudocddigos dos
métodos que calculam (para cada aritmética) a solucdo completa para as equacoes
lineares.
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Equacao A+ X =B
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Para a primeira equacao, apresentaremos a analise da solu¢do da equacao na
forma X = B — A utilizando TAI, uma vez que retorna a solugdo completa para a
equacao linear A + X = B.

Algoritmo 1: X = B — A (Moore/TAl)

Entrada: A = [a,a],B = [b, b]
Saida: X = [z, 7]

inicio

caso A > 0e B > 0faca
z=b-a;
ZT=b— a;
retorna X = [z, z|;

fim

caso A > 0e B < 0faca
z=b—a;
T=b— a;
retorna X = [z, z|;

fim

caso A > 0e B = [-b, +b] faca
z=b—a;
ZT=b— a;
retorna X = [z, z|;

fim

caso A <0eB >0faca
z=b+a;
T=b+a;
retorna X = [z, Z|;

fim

caso A < 0eB < 0faca
r=b+a;
Z=b+a;
retorna X = [z, 7];

fim

caso A < 0e B = [-b,+b| faca
r=b+a;
Z=b+a;
retorna X = [z, Z];

fim

caso A = [—a,+a] e B > 0 faca
z=b+a;
Z=b— a,
retorna X = [z,

fim

caso A = [—a,+a] e B < 0 faca
z=b+a;
z=b—ga;
retorna X = [z, Z|;

fim

caso A = [—a, +a] e B = [-b, +b] faga
z=b+a,;
z=b—ga;
retorna X = [z, z|;

fim

fim

O algoritmo apresenta um pseudocddigo da solugao para a equacao linear apre-
sentada na Subsecédo 3.2.1. As entradas do algoritmo sdo os intervalos A e B € ele
retorna como saida o intervalo X. O algoritmo opera dependendo da comparagao dos
valores dos intervalos de entrada, executando apenas um dos nove casos possiveis.
Assim, além de operacdes basicas, sdo executadas duas comparagdes simples, onde
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€ testado se o valor do intervalo (passado como entrada) é maior ou menor que zero
ou se contém zero. Logo, podemos afirmar que a complexidade do algoritmo € O(1).

As duas formas de solugao para equacéo linear A+ X = B pela aritmética CIA séao
completas. Aqui apresentaremos apenas o algoritmo e a analise da segunda forma,
visto que a primeira sera anéloga.

Algoritmo 2: X = B — A (CIA)

Entrada: A4, A5, A= (Aaa+ (1 —Xa)a), B= (Agb+ (1 —Ap)d)
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 >‘A7>‘B =0;

3 min = o0 € maxr = 00

4 enquanto 0 < A4, A\p < 1faca

5 X = (Apb+ (b— Apb) — (Maa+ (@ — Aaad);

6

7

8

se X < min ou X > mazx entdao
‘ min = X ou max = X

fim

9 incrementa A\ 4, \g;

10 fim

1 retorna X = [min, max]

12 fim

A seguir desenvolve-se o pseudocddigo para a solugédo completa utilizando a arit-
mética RDM. Aqui também sera omitida a primeira forma de solucao, visto que retorna
0 mesmo resultado.

Algoritmo 3: X = B — A (RDM)

Entrada: aq,ap, A =a + aq(@—a), B=b+ ay(b—1b)
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 Qa,ap = 0;

3 min = 0o € maxr = oo

4 enquanto 0 < aq, ap < 1 faga

5 X =(0+a(b-0) - (a+aa(@—a));

6

7

8

se X < min ou X > maz entdao
‘ min = X ou max = X

fim

9 incrementa aq, ap;

10 fim

1 retorna X = [min, max]

12 fim

Para as solugdes utilizando aritméticas CIA e RDM é necessaria uma estrutura de
controle para executar um lago de repeticdo com os possiveis valores das variaveis A
(CIA) e o (RDM). Importante salientar que ambas podem variar de 0 até 1, porém o
passo de variacao nao é determinado. Assim, podemos dizer que os dois algoritmos
dependem de n passos de variacao entre o intervalo [0,1] e podem ser classificados
com ordem de complexidade O(n).

4.2 Equacao AX + B=C

Abaixo apresenta-se o desenvolvimento dos algoritmos que solucionam a equagao
linear.



96

Algoritmo 4: X = (“2) (Moore/TAl)

Entrada: A = [a,a],B = [b,}], C = [c, |
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 se A>0e0¢e C — Bentao

3 ‘ retorna X = [Q’b, 5’9];
a a

4 fim

5 se A>0eC — B < 0entao

6 ‘ retorna X = [5”’, Efb];
a a

7 fim

8 se A>0eC — B> 0entao

9 ‘ retorna X = [be, E"—’];
a a

10 fim

11 se A<0e0e€C — Bentao

12 ‘ retorna X = [ETQ, E?b];
a a

13 fim

14 se A<0eC — B < 0entao

15 ‘ retorna X = [0;9, Egb};

16 fim

17 se A<0eC — B> 0entao

18 ‘ retorna X = [Ef97 Q*b];
a a

19 fim

20 fim

Para desenvolver a solugdo da presente equagao, o algoritmo para TAIl recebe
os intervalos A, B e C como entrada e calcula o resultado intervalar X de acordo
com duas comparacoes, primeiro verificando se o intervalo A é maior ou menor que
zero € em seguida apurando se a subtracao intervalar C' — B € maior ou menor que
zero ou ainda se contém zero. Sabemos que essa comparacgao é realizada de forma
constante, logo a complexidade desse método de solugdo é de ordem O(1).

Algoritmo 5: X = (<22 (CIA)

Entrada: A4, A5, Ac, A = (Aaa+ (1 - Aa)a), B= (Apb+ (1 = Ap)b),C = (Acc+ (1 = Xc)e)
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 Aa,AB,Ac =05

3 min = oo € maxr = oo

4 enquanto 0 < A4, Ap, \c < 1faca

5 x = Qoet(1-Ac)9)=(Apb+(1=2p)b).
(Aaa+(1-X4)a) ’

6 se X < min ou X > maz entao

7 ‘ min = X oumazxr = X

8 fim

9 incrementa A4, Ag, A\¢;

10 fim

11 retorna X = [min, max]

12 fim
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Algoritmo 6: X = (<22 (RDM)

Entrada: o, o, 00, A =a+ aa(@ —a),B=b+ ay(b—1b),C =c+ac(c—c)
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 g, ap, e = 0;

3 min = oo € maxr = oo,

4 enquanto 0 < ag, ap, ac < 1 faga

5 X = ((2"’04‘.(2;2()!)(1_(;@_‘;‘;1)(5_@)));
6 se X < min ou X > maz entao
7 ‘ min = X oumazr = X

8 fim

9 incrementa aq,, ap, ac;

10 fim

1 retorna X = [min, max]

12 fim

Os algoritmos que desenvolvem as solucdes completas em CIA e RDM utilizam um
laco de repeticéo o qual é executado n vezes, de acordo com a precisao utilizada para
as variaveis X e a. Assim, concluimos que a complexidade dos dois métodos € O(n).

4.3 Equacao AX + BX =C

Abaixo sédo desenvolvidos os algoritmos para as solugdes completas da equacéao
linear.

Algoritmo 7: X = < (Moore/TAl)

Entrada: A = [a,a], B = [b, 0], C = [c, ]
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 se A+ B > 0eC > 0entao
— < c .

3 X= {Q+Q’Qi§]’

4 fim

5 se A+ B >0e(C < 0entao
— C c .

6 ‘ X = {M—Q’ &-C%B]’

7 fim

8 se A+ B> 0e0 € C entdo

® ‘ X = {gié’gib];

10 fim

11 se A+ B<0eC <0entao
— c c .

12 ‘ X:[gig’ag]’

13 fim

14 se A+ B<0eC > 0entao
— C c .

15 ‘ X:[aié’gﬂ]’

16 fim

17 se A+ B < 0e0 e C entao
— c < .

18 ‘ X:{ai57a+g],

19 fim

20 fim

O algoritmo acima recebe trés intervalos como entrada e utiliza uma operagéo de
adicao (A + B) e realiza duas comparacdes em cada passo. Logo, afirmamos que a
complexidade do algoritmo é de ordem O(1).
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H . __C
Algoritmo 8: X = = (CIA)
Entrada: A4, Ap, Ao, A = (Aaa+ (1 — Xa)a), B= (Apb+ (1 —Ap)b),C = (Acc+ (1 — Ao)e)
Saida: X = [z, 7]
1 inicio
2 Aa,AB,A¢ = 0;
3 min = 0o € maxr = oo,
4 enquanto 0 < A4, Ap, A\c < 1 faca
5 X Acet(1=Xg)e)
6
7
8

= GaatA—2rn)a)+OpbtA-Az)H)
se X < min ou X > maz entao
‘ min = X oumazxr = X

fim
9 incrementa A 4, Ag, A\c;
10 fim
1 retorna X = [min, max]
12 fim

: . _ _C
Algoritmo 9: X = vz (RDM)
Entrada: o, o, 00, A =a+ aa(@ —a),B=b+ ay(b—1b),C =c+ ac(c—c)
Saida: X = [z, 7]
1 inicio
2 Qg , Oy, Xe = 0;
3 min = o0 € maxr = 00
4 enquanto 0 < ag, ap, ac < 1 faga
5 X < ctac(C—c) ),
6
7
8

=~ \lataa(@a—a)+@tayG-b)
se X < min ou X > maz entao
‘ min = X oumazr = X

fim
9 incrementa aq, ap, ac;
10 fim
1 retorna X = [min, max]
12 fim

Os dois algoritmos, 8 e 9, que apresentam a solugao completa da equacao nas
aritméticas CIA e RDM contém uma estrutura de repeticao que depende das variaveis
A e a, as quais podem varias de 0 até 1, dependendo de como sera definida essa
precisao, a qual pode ser executada n vezes. Dentro dessa estrutura o algoritmo
faz uma comparagéo dos valores encontrados com os atribuidos a min € max e 0s
substitui quando for o caso. Portanto, a ordem de complexidade dos dois algoritmos é
O(n).

4.4 Equacao AX + B=CX+D

Abaixo sdo desenvolvidos os algoritmos em pseudocddigo que apresentam solu-
cao completa para a equacao linear em questao, nas aritméticas de Moore com TAl,
CIA e RDM.
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Algoritmo 10: X = ((2:2)) (Moore/TAl)

Entrada: A = [a,a),B = [b,b], C = [¢, ], D = [d, d]
Saida: X = [z, 7]

1 inicio

2 seA—C>0e0¢e D — Bentao
— [d=b d-b].

3 ‘ X = {Q,Evg,a]!

4 fim

5 se A—C>0eD — B <0entédo
_ [d=b d—b

6 \ X = LL_Z,H]

7 fim

8 seA—C >0eD— B> 0entao
— [d=b d-b].

9 ‘ X:[a_g,g_a],

10 fim

11 se A—-C<0e0e€ D - Bentao
_ [d=b d—b].

12 ‘ X = [a—g ﬁ_g],

13 fim

14 seA—-C<0eD - B <0entao
_ [d=b d-b].

15 ‘ X = {gié, szg]’

16 fim

17 seA—C<0eD— B> 0entao
_[d—b d-b].

18 ‘ X = {aig,gié],

19 fim

20 fim

Para o algoritmo na aritmética de Moore com TAl, sdo realizadas operacoes arit-
méticas intervalares com os intervalos de entrada (A, B, C e D), além de comparacdes
com o valor zero. Todas essas operagdes sdo executadas em tempo constante, che-
gando em uma complexidade O(1).

i . v _ (D=B)
Algoritmo 11: X = =) (CIA)
Entrada: A4, A5, A\c, Ap, A = (Aaa+(1—-X4)a, B = (Ab+(1-AB)b),C = (Acc+(1-Xc)é, D = (Apd+(1—Xp)d
Saida: X = [z, 7]
1 inicio
2 A4, AB,Ac, Ap = 0;
3 min = oo € maxr = 00
4 enquanto 0 < A4, A, \c < 1faca
5 X = {<AD¢+<1—AD>J>—<ABQ+<1—AB>B> :
6
7
8

(Aaat+(1-2ra)a)—(Acct(1-Ag)e) [’
se X < min ou X > max entdo
‘ min = X ou max = X

fim
9 incrementa A 4, Ag, Ac, AD;
10 fim
1 retorna X = [min, max]

12 fim
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Algoritmo 12: X = 2=5) (RDM)

(A-C)
Entrada: a,, oy, e, a0, A =a+ag(@—a),B=b+ap(b—b),C=c+a.(e—c),D =
d+ ag(d—d)
Saida: X = [z, 7]
1 inicio
2 Qg, Qp, O, Og = 0;
3 min = o0 € maxr = oo,
4 enquanto 0 < ag, ap, o, g < 1 faca
5 X = ( (d+aq(d—d)—btay(b=b)) )
(ataa(a—a)—(ctac(c—c)) )°
6 se X < min ou X > maz entao
7 ‘ min = X ou mar = X
8 fim
9 incrementa ay, ay, o, ag;
10 fim
1 retorna X = [min, maz]
12 fim

Nos algoritmos desenvolvidos para as aritméticas CIA e RDM, observamos as ope-
racoes aritméticas intervalares basicas, bem como uma estrutura de controle que de-
pende do valor atribuido para as variaveis \ e «. Além de comparar os valores atuais
de X com os valores em min e mazx, fazendo as atribuicoes quando necessario. Afir-
mamos que a complexidade de ambas solug¢des é de ordem O(n).

A Tabela 19 resume o que foi analisado no presente capitulo, ilustrando de forma
mais clara os resultados das analises de complexidade desenvolvidas para cada algo-
ritmo.

Tabela 19 — Complexidade computacional das formas e aritméticas das solucbes com-
pletas para as equacgdes lineares

Equacao Linear Aritmética Intervalar
Moore/TAlI | CIA | RDM
A+X =B O(1) O(n) | O(n)
AX+B=C O(1) O(n) | O(n)
AX+BX =C O(1) O(n) | O(n)
AX+B=CX+D| 0Q) O(n) | O(n)

A partir da Tabela 19 percebemos que, independente da equagao linear, o esforgo
computacional da aritmética intervalar se mantém o mesmo em cada uma das aritmé-
ticas. Temos ordem constante para a aritmética de Moore utilizando TAI, nas quatro
equacoes lineares e ordem linear para CIA e RDM também nas quatro equacoes.
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4.5 Consideracoes do capitulo

Sabendo da importancia de analisarmos o esforgco computacional de um problema,
o presente capitulo teve como objetivo medir o esforco computacional do problema em
calcular a solugcdo completa de equagdes lineares com coeficientes intervalares nas
formas e aritméticas verificadas no capitulo anterior.

Salientamos que Moore, na primeira forma de escrita como solugcao para todas
as equacoles lineares apresentadas, nao pode ser aplicada, devido as restricoes da
aritmética, e por isso a aritmética s6 deve ser utilizada na solucao dessa equacao
linear através da aplicacao do espaco intervalar baseado na teoria das aproximacoes.
Observando o resultado das solu¢des completas, Moore com TAIl contém ordem de
complexidade menor que CIA e RDM para o0 mesmo problema em questao.

E valido ratificar que as aritméticas CIA e RDM irdo retornar resultados com um es-
forco computacional maior que a aritmética de Moore com TAl, devido as variaveis A
e «. A quantidade de valores para as variaveis devera ser definida na implementacéo,
onde quanto mais valores entre o intervalo [0,1] forem utilizados, mais esforco sera ne-
cessario para os calculos. Portanto, € fundamental que se tenha uma implementacao
eficaz dessas aritméticas intervalares, podendo utilizar-se de recursos como a progra-
macao paralela, por exemplo, na tentativa de diminuir o custo de processamento.

Portanto, definidas as aritméticas que retornam a solu¢cdo completa, Moore com
TAI, CIA ou RDM, e apds as analises de complexidade, pode-se afirmar que o pro-
blema de calcular a solucdo completa para as equacdes lineares com coeficientes
intervalares é um problema tratavel e computavel, visto que existem algoritmos razoa-
veis que resolvem o problema em um numero finito de passos.



5 CONSIDERAGOES FINAIS

Quando se trabalha com computagdo numérica, um dos fatores de maior importan-
cia é a exatidao da resposta desses calculos. O que sempre se procura sao resultados
cada vez mais exatos e com um menor erro possivel contido neles. A matematica in-
tervalar surge com o objetivo principal de realizar um controle automatico de erros dos
calculos, retornando respostas com a maior exatidao possivel.

Diante de diversos trabalhos na literatura relatando problemas e restricdes com o
uso da aritmética convencional de Moore em alguns problemas simples, como no caso
da solucao de equacgées lineares e com diversas aritméticas intervalares surgindo no
intuito de suprir tais limitacoes, fica a pergunta: qual aritmética intervalar prové solugéao
completa para equacgdes lineares com coeficientes intervalares?

Na busca de uma resposta, foram estudadas diferentes aritméticas intervalares, a
fim de entender suas diferencas em relacéo a aritmética de Moore. Além da definicao
de espaco de corpo dindmico através do uso da teoria das aproximacoes intervala-
res. Posteriormente, destacou-se alguns trabalhos importantes na fundamentagéo do
problema.

Desenvolvemos solucdes genéricas para quatro equacoes lineares, sendo elas:
A+ X =B AX+B=CAX+BX =Ce AX + B=CX + D. Separamos cada
equacao linear em duas formas de escrita, uma sendo a original e a outra isolando
0 X da equacdo. Com cada forma de escrita foi demonstrado como soluciona-la nas
aritméticas Moore com TAI, Markov, Affine, CIA e RDM. Assim, foi possivel verificar se
as duas formas de escrita chegavam na mesma solu¢do em cada aritmética.

Como conclusdo da analise da forma genérica, temos que para todas as equa-
¢Oes lineares aplicadas em Moore com TAIl, na sua segunda forma de escrita, CIA em
ambas formas e RDM também nas duas escritas chegam a solugbes completas.

Para complementar esse resultado, fizemos uma analise do esforco computacional
de calcular cada forma de solucdo completa em cada aritmética intervalar, chegando
como conclusdo que as aritméticas intervalares CIA e RDM retornam a solugéo do
problema em ordem linear de complexidade, ja a aritmética de Moore com TAIl pos-
sui ordem de complexidade constante. Além disso, para as aritméticas intervalares



103

analisadas, Moore com TAIl, CIA e RDM, tem-se a solucéao do problema com esforco
computacional aceitavel, podendo dizer que o problema de calcular equacgdes lineares
com coeficientes intervalares € um problema tratavel. Salienta-se que ndo focamos
em uma analise de esforco computacional atrelada a um ambiente de programacao
ou linguagem de programacéo intervalar, visto que para algumas aritméticas néo fo-
ram encontradas implementagdes e o desenvolvimento delas ndo era o foco desta
tese.

Como conclusao, podemos afirmar que a aritmética de Moore apresenta algumas
restricdes que podem influenciar em resultados incompletos. Por isso, cada vez mais
tém sido utilizadas aritméticas alternativas que, com os resultados apresentados por
alguns trabalhos, retornam intervalos corretos, podendo tratar problemas mais com-
plexos.

Na presente tese propomos investigar qual aritmética retornava uma solu¢cao com-
pleta para o problema de calcular equagbes lineares com coeficientes intervalares,
apds analises das solucdes nas formas genéricas de resolucdo e de complexidade
computacional verificamos que Moore com o uso da teoria das aproximagdes interva-
lares, nos casos onde retorna solu¢ao completa, sempre sera a opg¢ao mais eficiente
em termos de esfor¢co computacional. J& CIA e RDM sao as aritméticas indicadas para
serem utilizadas nos casos onde Moore nao se aplica, porém sabe-se que o esfor¢o
de computar um intervalo solucdo completo nessas aritméticas € sempre maior.

5.1 Trabalhos futuros

e Trabalhos recentes vem demonstrando restrices da aritmética de Moore em
solucdes de diversos tipos, como por exemplo, de equagdes cubicas. Em vista da
grande gama de equacdes, funcdes e operacdes mais complexas que possam
ser resolvidas com aritmética intervalar, fica como trabalho futuro investigar o
comportamento das diferentes aritméticas intervalares aplicadas nas solugdes
dessas equacdes, funcdes e operacdes complexas.

e Com o desenvolvimento da tese, foi possivel verificar a diversidade de aritmé-
ticas intervalares e a falta de ferramentas computacionais para utiliza-las. Fica
como sugestao realizar uma analise do que existe de pacotes e bibliotecas im-
plementadas nas diferentes linguagens e o desenvolvimento daquelas que ainda
nao foram implementadas.

e Sugere-se também realizar uma anadlise da complexidade computacional de en-
contrar a solugcao completa para equacodes cubicas.

e Para a aritmética Affine foram encontradas na literatura bibliotecas com imple-
mentagao na linguagem C++. N&o foi foco deste trabalho trabalhar com imple-
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mentacdes das aritméticas, pois elas existem em diferentes linguagens. Porém,
fica como trabalho futuro investigar o funcionamento das bibliotecas Affine e re-
plicar as solu¢cdes descritas nesta tese.
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