UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS
Centro de Desenvolvimento Tecnologico
Programa de Pds-Graduagdao em Computacao

Dissertacao

Modelagem de Conectivos Fuzzy Intuicionistas via Computacao Quantica

Alexandre Lemke

Pelotas, 2018



Alexandre Lemke

Modelagem de Conectivos Fuzzy Intuicionistas via Computa¢ao Quantica

Dissertacao apresentada ao Programa de
Po6s-Graduagao em Computagao da Universi-
dade Federal de Pelotas, como requisito par-
cial a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncia
da Computacao

Orientadora: Prof. Dr. Renata Hax Sander Reiser
Coorientador: Prof. Dr. André Rauber Du Bois

Pelotas, 2018



Universidade Federal de Pelotas / Sistema de Bibliotecas
Catalogacao na Publicacao

L544m Lemke, Alexandre

Modelagem de Conectivos Fuzzy Intuicionistas via
computacao quantica / Alexandre Lemke ; Renata Hax
Sander Reiser, orientadora ; André Rauber Du Bois,
coorientador. — Pelotas, 2017.

105f1. :il.

Dissertacao (Mestrado) — Programa de Pds-Graduacao
em Computacao, Centro de Desenvolvimento Tecnolégico,
Universidade Federal de Pelotas, 2017.

1. Légica Fuzzy Intuicionista. 2. Computacao quantica.
3. Ldgica Fuzzy. I. Reiser, Renata Hax Sander, orient. Il.
Bois, André Rauber Du, coorient. lll. Titulo.

CDD : 005

Elaborada por Maria Inez Figueiredo Figas Machado CRB: 10/1612




Dedico este trabalho para a minha familia.



AGRADECIMENTOS

Quero agradecer a Deus pela vida que me proporcionou e pelas oportunidades que
me fez surgir. Agradego também ao meu pai Joao Mario Lemke e minha mae Elisa
Beatriz Kuhn Lemke pela educagao e orienagao que me deram. Agradeco também
pela minha esposa Alessandra Britto dos Santos Lemke pela companhia especial que
me faz todos os dias e agradec¢o ainda as minhas filhas Alice dos Santos Lemke e
Felipa dos Santos Lemke por tornarem minha vida mais feliz.



A imaginacao é mais importante que a ciéncia,
porque a ciéncia é limitada, ao passo que

a imaginacao abrange o mundo inteiro.

— ALBERT EINSTEIN



RESUMO

LEMKE, Alexandre. Modelagem de Conectivos Fuzzy Intuicionistas via
Computacao Quantica. 2018. 106 f. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncia da
Computagao) — Programa de Pds-Graduacao em Computagao, Centro de Desenvol-
vimento Tecnoldgico, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

O objetivo principal deste trabalho consiste no desenvolvimento de metodolo-
gia de representacao de operadores da Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas
(CFls), como propostos por Krassemir Atanassov, fazendo uso de propriedades como
sobreposicao, linearidade e distributividade do produto tensorial no espaco de estados
e de transformagdes da Computacao Quantica (CQ). A informacao referente a cada
conectivo fuzzy intuicionista esta representada por pares de registrados quanticos,
garantindo a unitaridade inerente aos estados e transformagdes quanticos bem como
a flexibilidade da relacao de complementaridade das funcdes de pertinéncia e nao-
pertinéncia que definem CFls. Os resultados alcangados promovem avangos signifi-
cativos; (i) consolidando a metodologia gfuzz-Analyzer para representacao de conjun-
tos fuzzy via operadores e estados da CQ; e (ii) colaborando com o desenvolvimento
da metodologia gfuzz2-Analyzer, estendo a representagao da informagao modelada
por conjuntos fuzzy intuicionistas e operacoes, sendo ambos definidas por conectivos
fuzzy intuicionistas via registradores e transformacoes quanticas no modelo de Circui-
tos Quanticos. Como principal contribuicao, concebida como uma extensao da gfuzz-
Analyzer, a metodologia gfuzz2-Analyzer garante a preservagao da representabilidade
dos conectivos fuzzy intuicionistas. O trabalho também considerou a validagao da me-
todologia via estensao da biblioteca de operadores fuzzy intuicionistas no ambiente de
simulagao Visual Programming Environment for Quantum Geometric Machine Model
(VPE-gGM). A simulagao de operadores via interfaces dos componentes simulador e
editores de memoria e processos da VPE-qGM, contribui para geracao dos resulta-
dos frente a problemas como aumento exponencial da memoria e operagdes de me-
dida, facilitando a interpretacdo e analise dos resultados na simulagao dos algoritmos
quénticos da gfyzz2-Analyzer.

Palavras-chave: Légica Fuzzy Intuicionista, Computacdao Quantica.



ABSTRACT

LEMKE, Alexandre. Modelling Intuitionist Fuzzy Connectives via Quantum
Computing. 2018. 106 f. Dissertacao (Mestrado em Ciéncia da Computacao) — Pro-
grama de Pés-Graduacdo em Computagao, Centro de Desenvolvimento Tecnolégico,
Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

This work introduces a methodology representing operations of Intuitionistic Fuzzy
Set Theory (CFls), as proposed by Krassemir Atanassov, making use of properties
such as superposition, linearity and distributivity of the tensorial product in the state
space and transformations of Quantum Computation (QC). The information regard-
ing each intuitionistic fuzzy connective is represented by pairs of quantum registers,
guaranteeing the inherent unitarity of quantum states and transformations well as the
flexibility of the complementarity relation of membership and non-membership func-
tions characterizing CFls. The achieved results make significant contributions: (i) con-
solidating the gfuzz-Analyzer methodology for representing fuzzy sets via operators
and states fo QC; and (ii) collaborating with the development of the gfuzz2-Analyzer
methodology, extending the representation of information modelled by intuitionist fuzzy
sets and their operations, both of which are defined by intuitionistic fuzzy connectors
via registers and quantum transformations in the Quantum Circuits model. As the
main contribution, based on the extensibility from gfuzz-Analyzer, the qfuzz2-Analyzer
methodology guarantees the preservation of the representable intuitionistic fuzzy con-
nectives. The work also considered the validation of the methodology by extending
the library of intuitionistic fuzzy operators in the Visual Programming Environment for
Quantum Geometric Machine Model (VPE-qGM). The simulation of quantum intuition-
istic fuzzy operators via interfaces of the VPE-qGM components (simulator, memory
and process editors), contributes to generation of the computations minimizing prob-
lems as the exponential increase in the quantum memory and the complexity of quan-
tum measurement projection operations, facilitating the interpretation and analysis by
applying quantum algorithms of qfyzz2-Analyzer.

Keywords: Intuitionist Fuzzy Logic, Quantum Computation.
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1 INTRODUGCAO

Esta proposta insere-se na pesquisa de novas relagoes entre logica fuzzy (LF) e a
computacao quantica (CQ) pelo o estudo estrito da abordagem intuicionista de acordo
com a proposta Atanassov, colaborando com a fundamentacao de sistemas para to-
mada de decistes baseados em incertezas e/ou hesitacoes referentes a informacoes
impresisas e/ou insuficientes, respectivamente.

1.1 Contextualizacao

O trabalho considera a integragao entre estas duas areas relevantes da Ciéncia
da Computacao - a Légica Fuzzy e suas estensdes multivaloras e a Computagao
Quantica e os ambientes de simulagao de algoritmos quanticos. Ambas areas con-
tribuem na busca por solugcoes para resolver e analisar mais rapidamente proble-
mas dificeis de serem resolvidos pelo uso da logica classica e/ou por computadores
classicos. Neste projeto, as similaridades entre estas duas areas sao consideradas
visando trés principais metas:

(i) a modelagem da incerteza da informagao desde a abordagem logica dos siste-
mas computacionais;

(i) o desenvolvimento de metodologia para representacao e transformagdes de
dados e preservagcao de propriedades, aplicando estados e operadores da
Computagao Quantica;

(iv) a validagao da metodologia pela manipulagdo da informagao via ambiente de
simulagao quantica.

Portanto a principal motivagao para seu desenvolvimento é usufruir de proprieda-
des como a sobreposicao de estados no paralelismo quéntico, a linearidade e distribu-
tividade do produto tensorial no espacgo de estados e de operadores para representar
operagOes entre conjuntos fuzzy intuicionistas, preservando as principais proprieda-
des dos conectivos e proporcionando uma melhor compreensao de sistemas compu-
tacionais fundamentados na Légica Fuzzy Intuicionista.
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1.1.1 Relevancia da Abordagem Fuzzy

A Logica Fuzzy vem contribuindo fortemente no desenvolvimento de sistemas
gue auxiliem a tomada de decisao baseados na analise de multiplos dados, sendo
amplamente usada em muitas areas aplicadas e integradas as engenharias e a
computacao(KLIR, 1993; M et al., 2009).

Existem muitos processos complexos, com base em informagdes imprecisas, onde
sistemas fuzzy podem modelar em termos matematicos estes dados de acordo com
a Teoria dos Conjuntos Fuzzy (TCF) e da Ldogica Fuzzy (LF). Estes sistemas tém
diversas aplicagdes como a area das engenharias, de tomada de decisdes, mineragao
de dados, planejamento e otimizagdo (HERRERA; MARTINEZ; SANCHEZ, 2005).

Destacam-se também aplicacdes em gestao de recursos, estratégias militares,
diagnéstico médico, reconhecimento de padroes e analise de agrupamento em
logistica(BARROS; BASSANEZI, 2006).

Também existem aplicagcoes envolvendo sistemas que utilisam a logica fuzzy junto
as ferramentas computacionais, como por exemplo, redes neurais e a programagao
evolutiva (DENGFENG; CHUNTIAN, 2002; YE, 2011; MITCHELL, 2005; WANG; XIN,
2005). Também possui aplicacdes em sistemas especialistas, raciocinio aproximativo
e processamento de imagens digitais (BEZDEK; DUBOIS; PRADE, 1999; XU, 2009;
ZADEH, 1975).

Entretanto, apesar dos inimeros avangos, nao se tem convergéncia para uma
solugcdo consolidada a nortear o embasamento tedrico bem como os métodos ma-
tematicos para apoio a area de tomada de decisao, baseada em mdultiplos atribu-
tos (KOSHELEVA; REISER; KREINOVICH, 2015). Esta convergéncia constitui-se
ainda um grande desafio de pesquisa, justificado por muitos fatores, dentre os quais
destacam-se: (i) o conhecimento insuficiente dos decisores; (ii) a sempre crescente
necessidade de agregar duas ou mais possibilidades de julgamentos; (iii) a desafia-
dora habilidade de lidar com caracteristicas subjetivas das alternativas. Todos estes fa-
tores geram informacodes incertas que devem ser mapeadas desde a modelagem dos
sistemas de tomada de decisdes baseados em multiplos atributos (DUBOIS; PRADE,
1994).

Em processos decisorios, tomadores de decisées podem assegurar que uma de-
terminada alternativa € (ou ndao) compativel com um (ou mais) dos multiplos atributos
associados aos conjuntos fuzzy. Mas frequentemente, face as multiplas informacoes,
inviabiliza-se a certeza sobre o grau de (nao) pertinéncia aos conjuntos, caracteri-
zando a hesitacao na expressao da preferéncia sobre tal alternativa. Justifica-se as-
sim a dificuldade ao lidar com hesitacao inerente as avaliagdes subjetivas (LIN; XIA,
2003).

Krassimir T. Atanassov introduz a teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionista e os
fundamentos da Logica Fuzzy Intuicionista (LFI) (ATANASSQV, 2003), apresentando
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a importancia tanto da funcao de pertinéncia, quanto da funcao de nao pertinéncia, ou
seja, a cada elemento do universo X esta associado a um grau de pertinéncia e um
grau de nao-pertinéncia (ATANASSOV; GARGOV, 1998)

A LFI baseada na Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov € uma
l6gica multivalorada capaz de capturar tanto a incerteza inerente a linguagem natural
quanto a hesitagao ao expressar a preferéncia sobre uma dada alternativa em proces-
sos decisorios (CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002). Ou seja, a LFI oferece
uma abordagem logica capaz de lidar com os tipos de dados e informagdes envol-
vendo as caracteristicas subjetivas dos seres humanos, provendo uma modelagem
l6gica intuitiva aos sistemas de inferéncia, de forma que efetivamente contribuam nos
processos de tomada de decisao (DESCHRIJVER; KERRE, 2005a).

E, para analise via valores reais, considera-se o coeficiente de correlagado entre
IFSs, considerando ambos, o grau de pertinéncia e o de nao-pertinéncia, como pro-
posto por Bustince et. al (BEZDEK; DUBOIS; PRADE, 1999).

1.1.2 Relevancia da Computacao Quantica

A Comutacao Quantica (CQ) € um novo modelo computacional despertando uma
area de pesquisa interessante para suporte ao conhecimento e desenvolvimento de al-
goritmos e computadores quanticos que usem os fendomenos previstos pela Mecancia
Quantica como superposicao de estados, paralelismo quantico, interferéncia e ema-
ranhamento, visando melhor desempenho que os computadores atuais, para tarefas
especificas mas extremamente relevantes como processamento da informagao, crip-
tografia e teleportacao (NIELSEN; CHUANG, 2003).

Com base nos fudamentos e fenémenos descritos na Mecanica Quantica podem
ser desenvolvidos novos algoritmos. Em contraste com algoritmos classicos que mani-
pulam bits de informagao, onde cada bit armazena um 1 ou um 0, algoritmos quanticos
atuam sobre uma memoria global constituida por qubits, manipulando 1, 0 ou uma
sobreposicao destes valores booleanos, que ocorrem simultdneamente. O princi-
pal problema ao computar com qubits, ocorrem muitas perturbacoes e o tempo de
coeréncia dos estados da particula € muito pequeno para administrar o sistema.

Um sistema quantico € probabilistico e o processo de observagao dos objetos
quanticos ocorre de modo imprevisivel. A observacdo muda o estado corrente do
sistema caracterizado como Principio da Incerteza na teoria quantica (TARTAS et al.,
2009).

Procurando uma performance sempre maior no processamento e armazenamento
de dados, na solucao de grandes e dificeis problemas que na computacao classica le-
varia muito tempo, estudiosos trabalham no desenvolvimento do computador quantico
e algoritmos quanticos. A superposicao e 0 emaranhamento sdo muito utilizadas
em computadores e algoritmos quanticos, permitindo reais vantagens em relagao
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aos computadores e algoritmos classicos.Por enquanto, como o computador quantico
sO esta disponivel em laboratério de pesquisa, tem-se uma alternativa real com a
simulagao quantica.

O paralelismo quantico potencializa uma velocidade de processamento muito maior
que os atuais computadores. Entretanto, decorre desta vantagem a dificuldade enfren-
tada na construcao do computador quantico — a alta incidéncia de erros pela influéncia
do meio que pode alterar o qubit e destruir a superposicao de estados. Uma vez rea-
lizada a medida, o estado de superposicao deixa de existir, ou ainda, nao € possivel
conhecer todos os estados sobrepostos. Dificuldades também ocorrem na corregao
de erro ao medir o sistema, caracterizando a coeréncia de fase.

Este trabalho considera o paralelismo quantico na modelagem sincrona das
relagdes de pertinéncia e ndo-pertinéncia que definem os conjuntos e operadores du-
ais da Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho consiste em obter uma metodologia de
representacao de conjuntos fuzzy intuicionistas, como propostos por Atanassov, por
estruturas do espaco de estados e processos da Computagao Quantica.

Para tal sao considerados os seguintes objetivos parciais:

(i) consolidar a metodologia ja introduzida de representagao de conjuntos fuzzy via
operadores e estados da computagao quantica;

(if) estender esta metodologia para representacao da informacao modelada por con-
juntos fuzzy intuicionistas e operagdes definidas por conectivos fuzzy intuici-
onistas via registradores e transformagdes quanticas no modelo de Circuitos
Quanticos;

(iii) preservar a propriedade de representabilidade dos conectivos fuzzy intuicionistas
na metodologia desenvolvida fazendo uso da sobreposigao, linearidade e distri-
butividade do produto tensorial no espacgo de estados e de operadores quanticos;

(iv) validar a metodologia desenvolvida considerando o ambiente de simulagao Visual
Programming Environment for Quantum Geometric Machine Model (VPE-qGM).

1.3 Trabalhos Relacionados

Existem diversos estudos que exploram o paralelismo quantico para a modelagem
de CFI definidos por conectivos fuzzy intuicionistas representaveis e correspondentes
operacoes sobre CFls. Neste contexto, as interpretacdes das representagdes via ope-
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radores quanticos sao obtidas através das operacoes de medida executadas sobre os
estados quanticos.

Destacam-se diferentes trabalhos que estudam diferentes aspectos a
representacdo da LF a partir de estruturas da CQ.

Em Chiara (LEPORINI, 2016), mostra-se que as légicas computacionais quanticas
sao exemplos especiais de ldgica quantica considerando que formulas denotam
pedacos de informacao quantica através de sistemas de qubits e/ou qgtrits, onde
0s conectivos l6gicos sao interpretados como portas ldgicas quanticas reversiveis.
neste contexto, qualquer férmula da linguagem computacional quantica representa
uma descrigao logica sintética de um circuito quantico. O trabalho apresenta uma
importante abordagem para a informagao quantica, onde a nogao basica de qubit foi
substituida pela nocdo mais geral de qudit. A semantica correspondente permite re-
presentar portas reversiveis com algumas operacoes logicas basicas em logicas mul-
tivaloradas, como de Lukasiewicz.

Muitos autores tém mencionado a similaridade entre CQ e LF. O trabalho desenvol-
vido por Kreinovich et. al. (KREINOVICH; KOHOUTB; KIMC, 2008) mostra que essas
l6gicas nao sao idénticas, apesar das muitas similaridades. Enfatiza-se que, embora a
operagao especial “raiz quadrada do NOT” seja amplamente aplicada na modelagem
de circuitos quanticos na CQ, este operador ndo tem uma interpretagao por opera-
dores da teoria dos Conjuntos Fuzzy. A partir deste resultados, este trabalho busca
contextualizar os conceitos da LF por estruturas da CQ.

Mannucci (MANNUCCI, 2006) introduz uma maneira pela qual a CQ pudesse ser
usada para representacao do conceito de conjuntos fuzzy. A idéia central associa
estados de registradores quantico aos valores de fungbes de pertinéncia associados
a um elemento x de um univeros y # (), formalizado a nogao de conjuntos fuzzy
classicos. De acordo com esta abordagem, os valores fuzzy no intervalo unitario
U = [0,1] sao entdo representados na esfera de Bloch. A generalizagao de con-
junto fuzzy quantico pode ser obtida pela superposi¢ao, possivelmente emaranhada,
de muitos conjuntos fuzzy classicos, oferecendo novas oportunidades para a modela-
gem da incerteza em sistemas baseados na LF. Mannucci expde a estrutura principal
da teoria do conjunto fuzzy quantico, possibilitando a analise de operagdes padrao de
uniao e interseccgao, apontando as pssibilidades para estens’ao desta abordagem para
etapas de fuzzificacao e defuzzificagao.

O grupo de FMMFCC vem desenvolvendo extensdes desta em varios trabalhos
desde 2012, todos centrados an abordagem fuzzy via CQ(VISINTIN et al., 2012; MA-
RON et al., 2012, 2013). Mais recentemente, em(MARON et al., 2013) (VIEIRA, 2015),
explora-se a integracao entre a Teoria dos Conjuntos Fuzzy e a Computacao Quantica
visando a modelagem de conectivos da légica fuzzy via operadores da computagao
quantica, contribuindo com a descricao, via operadores quanticos, de classes deriva-
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das do conectivo fuzzy XOR, bem como as implicagoes fuzzy baseadas em conecti-
vos fuzzy XOR. O trabalho também desenvolveu a modelagem dos conectivos fuzzy
XOR usando o modelo tradicional de circuitos quanticos, implementando os conectivos
fuzzy XOR e simulando através das interfaces graficas da ferramenta VPE-qGM.

Em (AVILA et al., 2015), apresenta-se a modelagem de conectivos fuzzy via CQ
executados simultaneamente, via superposicao de registradores quanticos para ex-
pressar o correspondente grau de pertinéncia de um mesmo elemento em diferentes
conjuntos fuzzy. Foram modelados classes de conectivos fuzzy representaveis, como
as implicagoes e as diferencas fuzzy, incluindo suas costrugdes duais. Interpretacoes
baseadas em circuitos quanticos com simulagao no ambiente de programacao com
interface grafica VPE-qGM proveram uma validagao dos conceitos modelados.

1.4 Organizacao do Texto

O presente texto esta organizada em de sete capitulos, resumidos a seguir.

O Capitulo 1 se refere a introdugao, onde descreve-se a principal motivagao contex-
tualizando o trabalho nas areas de Légica Fuzzy e Computagcao Qu6antica, incluindo
os objetivos bem como os trabalhos relacionados ao tema desta dissertagao.

No Capitulo 2 é retratado um estudo sobre a Léogica Fuzzy Intuicionista, originando
sobre o estudo de conectivos fuzzy, relatando alguns conceitos importantes como as
relagdes de ordem, as fungdes de projecao, o indice fuzzy intuicionista, a negacao
fuzzy intuicionista e a relagdo de dualidade entre fungdes fuzzy intuicionistas. Ainda
sao apresentadas os principais conectivos, as normas e conormas triangulares intui-
cionistas, bem como as operacoes obtidas através destes conectivos, como comple-
mento, intersecgao, uniao, implicacao, coimplicacao, diferenca e codiferenca.

O Capitulo 3 apresenta os principais conceitos da computagao quantica como
fundamentagao para o Capitulo4, onde sao considerados os aspectos mais impor-
tantes da metodologia de interpretacao da LF através da CQ.

No Capitulo 5, encontra-se a principal contribuicao deste trabalho, onde ocorre a
extensao da modelagem fuzzy via da computacao quantica, para a modelagem da
l6gica fuzzy intuicionista, também através da computacao quantica, apresentando a
metodologia de representagdo de operagdes sobre conjuntos fuzzy intuicionistas via
transformacoes e estados quanticas.

No Capitulo 6, ilustram-se as simulagdes executadas no ambiente VPE-qGM, das
operacdes sobre conjuntos fuzzy intuicionistas através dos operadores quanticos defi-
nidos neste trabalho, bem como seus resultados e a verificagao das principais propri-
edades para a validacao desses operadores.

No Capitulo 7, destacam-se as contribuigdes, apresentando as conclusoes.



2 FUNDAMENTOS DA LOGICA FUZZY INTUICIONISTA

A teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas (CFls) é uma teoria de Conjuntos Fuzzy
Tipos-2 (CFT2), onde os conjuntos fuzzy tém graus de pertinéncia que sao conjuntos
fuzzy (tipo-1) e nao apenas um unico valor no intervalo U. CF2 sao conjuntos frequen-
temente usados na modelagem de problemas onde existe incerteza a respeito dos
graus de pertinéncia, do formato das fungdes de pertinéncia ou de alguns parametros
das funcdes de pertinéncia (KARNIK; MENDEL; LIANG, 1999).

A fundamentacao tedrica provida pelos CFls com suporte na teoria dos CFT2,
potencializa ambas vantagens:

(i) apropriagao de informagdes vagas normalmente descritas em linguagem natural;

(i) inclusao de informagoes incertas decorrentes de hesitagao de especialistas ou
uso de diferentes metodologias,

quando da determinacao da relagdo de pertinéncia e ndo-pertinéncia na modelagem
dos conjuntos considerando sistemas fuzzy (ATANASSOV, 1999).

A extensao proposta por Atanassov (ATANASSOV, 1999) generaliza operadores e
propriedades da logica fuzzy, incorporando ainda relevantes propriedades inerente-
mente fuzzy intuicionistas, como a diferenca ente o grau de pertinéncia e o grau de
nao-pertinéncia determinando o indice fuzzy intuicionista, modelando a hesitacao da
pertinéncia (ndo-pertinéncia) dos elementos de um CFI.

A teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas (ATANASSOV; GARGOV, 1989), estende
a teoria dos conjuntos fuzzy, associando a cada elemento = em um conjunto universo
X, X # 0, um grau de pertinéncia (GP) e um grau de nao-pertinéncia (GNP), ambos
definidos no intervalo unitario pelas correspondentes expressoes (4(x)) and (v4(x)),
e tais que a seguinte restricao natural é satisfeita:

0 < pra(z) +vale) < 1. (1)

Um CFI A; consiste num conjunto de pares (1.4, v4), cujas componentes satisfazem
a restricao natural (ATANASSOV, 1986) dada pela Eqg. (1). Logo, tem-se que:
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Ap = ({0, (0),va, (@) s 0 € X e pala) + v, (2) < 1},

onde puy,,v4, : X — U sao as fungdes de pertinéncia e de nao-pertinéncia de um
elemento » € X em A;. Esta teoria dos CFl é equivalente a teoria dos conjuntos fuzzy
valorados intervalarmente (CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003) associando as
componentes de cada par, os extremos de um intervalo.

A desigualdade estabelecida na Eq. (1) generaliza os conjuntos fuzzy pois a
relagdo entre pertinéncia e nao pertinéncia nao é necessariamente complementar.
Ou ainda, pode-se pensar em um CF como um caso especial de um CFI cujo grau de
nao pertinéncia pode ser obtido através da seguinte igualdade:

VAI(I) =1- /‘LAI<I>'

Assim, na modelagem de um sistema de regras de inferéncia baseado em LFlI,
0 grau de nao-pertinéncia v4,(x) associado a cada elemento = € X, nem sempre
coincide com o complemento do grau de pertinéncia 4, (z).

Logo a seguir, exemplifica-se 0 uso desta abordagem.

Observacao 1. Em (CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003), esta descrito um pro-
cedimento de votacdo onde as pessoas tém de expressar seu sentimento a uma série
de propostas. E dbvio que, enquanto um pode ser a favor, outro vote em desfavor de
uma proposta e, da mesma maneira, podem ocorrer abstengbes. Usando somente o
grau de pertinéncia, torna-se um trabalho arduo e de dificil compreensao a separagao
entre um defensor e um adversario da proposta. Para tal, parece natural aplicar uma
modelagem em conjuntos fuzzy intuicionistas. Nesta abordagem, flexibiliza-se a mo-
delagem associando-se a cada proposta, o numero de defensores e de adversarios,
permitindo que o cardinal do complemento do conjunto de defensores nao seja exata-
mente igual ao cardinal do conjunto de adversos a proposta em votacgao.

2.1 Conceitos da Logica Fuzzy

Nesta secgao, conceitos basicos sobre os conectivos fuzzy t-norma, t-conorma
e a negacao fuzzy sao descritos e, para informacoes adidiciaonais, veja (DUBOIS;
PRADE, 1994, 2000; M et al., 2009).

Defini¢ao 1. Funcao de Pertinéncia (ZADEH, 1965): Seja x um conjunto universo
néo vazio. Um conjunto fuzzy A em x é definido pela fungao de pertinéncia 4 : x —
U =10, 1], sendo u4(x) o grau pertinéncia (GP) de x em A:

A={(z,pa(z)) : v € x} (2)

Os valores pa(z) = 1 e ua(xz) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e
a nao pertinéncia plena do elemento = no conjunto fuzzy A.
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Sejam A;, A, ..., A, conjuntos fuzzy referente a conjunto universo x. O conjunto
fuzzy f[A;, Ao, ..., A,] definido por um conetivo fuzzy f : U™ — U, em relagéo ao
universo X, é dado pela expressao

Apiay dgan) = L@ pag a0 (@) 12 € X}

sempre que jia, ay XU € uma fungao definida por:

Aq,Ag,...,
[f(Ar As, AR (T) = [ (pa, (), pay (%), pa, (7)), Vi € X (3)

2.1.1 Conectivos Fuzzy e Operacoes entre Conjuntos Fuzzy

Nesta secao sao revisados as definicbes axiomaticas dos conectivos fuzzy e pro-
priedades das operacoes entre conjuntos fuzzy.

2.1.1.1  Complemento fuzzy

Apresenta-se nesta secao definicdo axiomatica, propriedades basicas e exemplos
de funcdes de negacao fuzzy (ou complemento fuzzy). Para informagdes adicionais
sobre propriedades, exemplos e conceitos relacionados veja (BUSTINCE; BURILLO;
SORIA, 2003; KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000).

A funcdo N : U — U é uma negacao fuzzy se satisfaz as duas seguintes proprie-
dades:

N1: N(0)=1e N(1) =0;

N2: Se z > y entdo N(z) < N(y), para todo z,y € U.

As negacgoes fuzzy forte ainda que satisfazem a propriedade involutiva

N3: N(N(x)) = x.

Exemplo 1. A fungcdo Ng € uma negacoa fuzzy forte definida pela expressao:

Ng(z) =1—=z. (4)

Definigao 2. Sejam N : U — U uma negagao fuzzy. O complemento de A definido
com referencia a x € X, resulta no CF expresso conforme a Eq. (5):

A = {(x pa(x): (x5, N(pa(x)) :x e X} (5)

Na sequéncia, considera-se a relacdo de dualidade entre operadores fuzzy (BA-
ETS, 1997, Definigao 12).
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Sejam N uma negacao fuzzy forteem U e f : U™ — U uma funcao real. A funcao
N-dual de f ¢ definida pela expressao:

fn(w, 20, m) = NHf(N(21), N(23), ..., N(20))), V(21,29 ..., 1) € U™ (6)

De acordo com Eq. (6), f/ e fy sdo chamadas fun¢coes mutuamente duais.
Neste trabalho, tal como considerado em (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2004; MAES;
BAETS, 2009), quando N = Ng, a Equacao (6) é dada pela expressao:

1— fy(zr, 20, xy) = f(1— 21,1 — 29, ..., 1 — ), V(21, Z9, ..., 1) € U™ (7)

2.1.1.2 Uniao e Intersecgao entre Conjuntos Fuzzy

Uma (co)norma triangular (t-(co)norma) 7'(S) : U?> — U satisfaz, para todo
x,y,z € U, as seguintes propriedades (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000):

T1: T(z,y) = T(y, v); S1: S(z,y) = S(y,z);

T2: T(x,T(y,2)) =T(T(x,y), 2); S2: S(z,S(y, 2)) = S(S(x,y), 2);
T3:Sey<zentdao T'(z,y) <T(x,z); S3:Sey < zentdo S(z,y) < S(x,z);
T4:T(x,1) = x. S4: S(z,0) = z.

Exemplo 2. A t-(co)norma considerada neste trabalho e o produto e a soma proba-
bilistica, com respectivas expressées nas Egs. (8)a e (8)b:

Tp(z,y) = zy; Sp(r,y) =2 +y— Y. (8)

A fungdo T'(S) : U* — U € uma t-norma (t-conorma) se, e somente se, existe uma
t-conorma T (t-norma Sy) tal que, para todo (z,y) € U?, tem-se

Tn(z,y) = N(T(N(x),N(y))), Sn(z,y) = N(S(N(z), N(y))). (9)

Sejam a t-norma e t-conorma apresentada na Eq. (2). Tem-se que as fungoes
(Tp, Sp) na Eq. (2) constituem em um par de t-normas e t-conormas mutuamente
duais em relacdo a Ng (negacao padrao)(KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000).

Definicao 3. Sejam S, T : U?> — U uma t-norma e t-conorma fuzzy. A intersecg¢ao
e uniao entre os CFs A e B, ambos definidos com referencia a © € X, resulta nos
correspondentes CFs expressos conforme as Eqs. (10) e (11):

ANB = {(Xv MAHB(X» = (X’T<HA(X)7MB(X)) tXE X}’ (10)
AUB = {(x,paus(x)) = (x,5(pa(x), us(x)) : x € X'} (11)
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2.1.1.3 (Co)lmplicagao entre Conjuntos Fuzzy

Uma fungéo binaria 7 : U? — U é um (co)implicador fuzzy se satisfaz as seguin-
tes condicoes da tabela da (co)implicagao Booleana:
10 : 1(1,1)=1(0,1)=1I(0,0)=1; JO:.J(0,0)=I(1,0)=1(1,1)=0.
I1:17(1,0)=0; J1:J(0,1)=1;
Segundo (FODOR; ROUBENS, 1994; DUBOIS; PRADE, 1994), a funcao I :
U? — U é uma (co)implicacao fuzzy se, para todo z,y,z € U, satisfaz as seguin-
tes propriedades:

12:2<z=I(z,y) > 1(z,y); J2:x<z= J(z,y) > J(z,9);
B:y<z=I(zv,y) <I(z,2); J3:y<z=J(x,y <J(xz2);
I4:1(0,y) = 1; J4:J(1,y) =0;
I5: I(x,1) = 1; I5: J(x,0) =0;
16 : I(1,y) = y; 16 : I(1,y) = .

A classe (S,N)-(co)implicacdes considera fungdes definidas pelas expressoes:
]S,N(xa 1/) = S(N(*T)a y), <]T,N(x7 y) = T(N(l’), y)7 VI, Yy e U7 (12)

sempre que 7' (S) € uma t-(co)norma e N é uma negacao fuzzy. Esta classe gene-
raliza a seguinte equivaléncia classica: p — ¢ = —p V ¢q. Se N é uma negacao fuzzy
forte, entédo Is v € uma implicagao forte referida como S-implicacdo. A correspondente
construcao N —dual € uma S-coimplicacao dada por:

(]S,N)N(xay) = SN<N<I)73/)» Vl‘?y € Ua (13)

sendo Sy a fungao N—dual da t-conorma S.

Exemplo 3. A (co)implicacdo de Reichenbach (Jrc) Irc definida pela expressao
(z,y) =1-z+ay; J(x,y) =y—ay, (14)

e uma S-(co)implicag&o.

Definicao 4. Sejam I,.J : U?> — U uma implicagcdo e coimplicacdo fuzzy. O conjunto
fuzzy obtido pela acao destes operadores nos CFs A e B, ambos definidos com refe-
rencia ax € X, resulta nos CFs expressos conforme as Eqs. (15) e (16):

Imp(A,B) = {(% prmpas (%)) = (5, 1 (1a(x), pp(x)  x € X}; (15)
Colmp(A,B) = {(x, icormpam(x) = (x. I (ua(x), up(x)) : x € X}, (16)
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2.1.1.4 (Co)Diferega entre Conjuntos Fuzzy

Em (HUAWEN, 1987, Definition 4), o operador (co)diferenca fuzzy esta definido
pela fungdo D(F) : U? — U satisfazendo, para todos z,y, z € U, as seguintes proprie-
dades:

D1: D(z,y) < z; El: E(z,y) > z;
D2: D(z,0) = z; E2: E(z,1) = x;
D3:y<z— D(z,y) > Dif(x,z); E3:y<z— Ex,y) < E(z,z2);
D4:z <y — E(z,y) < E(z,y) E4: x <y — E(x,y) > E(z,9)

D5: Dif(1,z) = N(x) E5: (0,z) = x.
Sejam T (S) e N, uma t-(co)norma e uma negagao fuzzy, respectivamente. A
fungdo Difr n(CoDifsy) : U> — U dada por:

Difrn(z,y) =T(z,N(y)); (17)
CoDifsn(z,y) = S(z,N(y)), Vo,y,z € U. (18)

& um operador de (co)diferenca fuzzy (ALSINA; TRILLAS, 2008).
A classe dos operadores de (co)diferenca usada neste trabalho é definida pela
expressao

Dif(A,B) = {(xpa(x) = pa(x)pp(x)) : x € X} (19)
CoDif(A,B) = {(x,1—pp(x)+ pa(x)us(x) :x € X}. (20)

Definicao 5. Segjam S,T : U? — U uma t-norma e t-conorma fuzzy. A agao do
(co)diferenca nos C'F's A e B, ambos definidos com referencia a x € X, resulta nos
correspondentes CFs expressos conforme as Eqs. (21) e (22):

Dif(A,B) = {(x,ppifap)(x)) = (x,T(pa(x), Ns(up(x))) : x € X}; (21)
CoDif(A,B) = {(x,neomiscan)(x)) = (x, S(ua(x), Ns(us(x))) - x € X} (22)

A classe dos operadores de (co)diferenca usada neste trabalho é definida por:

Dif(A,B) = {(x,1a(x) — pa(x)up(x) : x € X}; (23)
CoDif(A,B) = {(x1— up(x) + pa(x)pup(x) : x € X}, (24)

2.2 Conceitos da Logica Fuzzy Intuicionista

Para compreenssao da LFI, conceitos serao apresentados na sequéncia, tais como
relagdes de ordem, funcdes de projegao, indice e algumas fungdes fuzzy intuicionistas.
Seja X # (). A expressao de um conjunto fuzzy intuicionista (CFl) A;, dada por

Ap = {0 (a, (%), v4,(x))) - x € X, pua, (%) + va, (%)) <13,
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estende um conjunto fuzzy A; = {(z, pa,(x),1 —pa,(x)) : xe X'}, sendo 0 GNP v4, ()
de um elemento x € X menor, no maximo igual ao seu complemento, 0 GP 14, (x).

2.2.1 Relacdes de Ordem em U

Seja U = {& = (x1,22) € U?: 21 + , < 1}. Arelacdo de ordem em U considerada
neste trabalho € expressa por:

(21, 22) <g (y1,92) S€, e somente se, z; < y; € z3 > ys. (25)

Se0 = (0,1)el = (1,0) € U, tem-se 0 <;; # <; 1, para todo & = (z,, ;) €
U (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003).

2.2.2 Funcobes de Projecao de U em U

As fungdes I;,r; : U — U, denotam as respectivas projecdes a esquerda e a direita,
as quais estdo definidas, para todo & = (z1,2,) € U, pelas expressoes:

l5(%) =lg(x1,22) =215 € 15(2) =rg(Tr,22) = 22 (26)
Na sequéncia, apresenta-se algumas das principais funcoes da LFI, suas proprie-
dades algébricas, exemplos e demais conceitos relacionados.

2.2.3 indice Fuzzy Intuicionista

O indice fuzzy intuicionista de um elemento de = € X referente a um conjunto
fuzzy intuicionista A; é (IFIx) indicado pela expressao m,(x) e denominado degrau
de hesitacao ou ainda, grau de indeterminacao de + em A. De acordo com (XU;
YAGER, 2009; ATANASSOV, 1999), para todo = € X, o IFIX de z referente a A; esta
definido pela expressao:

Tar(w) =1 = pua, (x) = va, (). (27)

Se 74, (x) =0, A; € um conjunto fuzzy (SZMIDT; KACPRZYK, 2004).

Propriedades inerentes as implicagdes fuzzy intuicionistas frequentemente fazem
uso do grau de hesitacao, de acordo com a expressao acima. Generalizagoes do IFIx
foram apresentadas em (TARTAS et al., 2009).

2.2.4 Negacao Fuzzy Intuicionista e Operador de Complemento

De acordo com (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004), afungdo N : U — U é
uma negacao fuzzy intuicionista (NFI) se satisfaz as seguintes condicdes:
Nil: N;(0) =1e N;(1) =0;
Ni2: Se i > ¢ entdo N;(i) <; N;(y), para todo i,7 € U.
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Negacoes fuzzy intuicionistas fortes sao negacdes fuzzy intuicionistas que satisfa-
zem a propriedade involutiva (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):
Ni3: N;(N(i)) = #, para todo & € U.
De acordo com (BACZYNSKI, 2003; DESCHRIJVER; KERRE, 2005b), a negagao
fuzzy intuicionista N, : U — U é forte se, e somente se, para todo z = (21, 23) € U,
existe uma negacao fuzzy forte N : U — U e Ng = 1 — z, tal que:

Ni(i) = (N(Ng(z2)), (Ns(N(x1))). (28)

Exemplo 4. A extensao intuicionista da negacdo padrdo Ng (ZADEH, 1965) é um
exemplo de uma negacao fuzzy intuicionista forte. Aplicando a definicao da negacao
padrao Ns na Eq.( 28), resulta na expressao:

Nis(%) = (Ns(Ns(22)), (Ns(Ns(21)))) = (w2, 21).

Seja N; uma negacao fuzzy intuicionista. Pelas projecdes definidas em Egs. (26a)
e (26b), as fungdes N, N,. : U — U sao negagoes fuzzy dadas pelas expressoes:

Ny (@) = lp(N(@,1-2)); N

g

(z) =1 —rg(N(z,1—x)). (29)

Definicao 6. Sejam N, : U — U uma negacéo fuzzy intuicionista. O complemento
de A; definido com referencia a x € X, resulta no CFl expresso conforme a Eq. (30):

Al = {(x (pay (%), vap(x): x € X} (30)
sempre que i, (x) + v4,(x) < 1.

2.2.5 Relacao de Dualidade entre Funcoes Fuzzy Intuicionistas

Seja N; : U — U uma negagao fuzzy intuicionista. A funcao intuicionista N-dual
de uma funcgdo f; : U" — U é dada pela expressao:

frn(@1, o @0) = Ne(fr(Nr(24), ..., Ni(Zn)))- (31)
Se N; é forte, (f1y,) = f1, ou seja, fr e fry,) s@o fungbes mutuamente duais em U,

2.2.6 Operadores de Interseccao e Uniao

Agregacoes que qualificam as interseccoes e unides fuzzy intuicionista sao referi-
das na literatura como t-normas e t-conormas intuicionistas, respectivamente.

De acordo com (BACZYNSKI, 2003), a operagdes de intersecgao(uniao) fuzzy
intuicionista representada pela funcéo (S;)7} : U? — U é uma fungéo t-(co)norma, se

ela &€ um fungao comutativa, associativa, decrescente e possui elemento neutro (0) 1
ou seja, para todo z, 7, Z € U, as seguintes propriedades sao satisfeitas:
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Tyl: Ty (%,1) = ; Sil: S;(%,0) = 7;

Ti2: Ty(2, y) = T1(y, 2); S12: 51(2,9) = Si1(y,2));

Ti3: Ty(2, T1(9.9)) = Tr(T1(2,9),9);  Si3: S1(2, S1(9, 2)) = Si(S1(Z,9), 2));
Tid: Ty(7,9) < Tr(5,9), 86 < 5, Sid: S;(#,9) < Si(5,§)se 7 < 7 .

Uma t-(co)norma intuicionista (S;)7; : U> — U é representavel se existe uma t-
norma7 : U? — U eumat-conorma S : U? — U tal que T'(z,y) < Ns(S(Ns(x), Ns(y)))
e satisfazem as propriedades:

T1(Z,9) = Ti((z1,22), (Y1,92)) = (T(z1,91), S(2,92)); (32)
Si(Z,9) = Si((z1,22), (y1,92)) = (S(@1,11), T(72,92)). (33)

@z

Neste trabalho, consideram-se ambas agregacgoes fuzzy intuicionistas: a t-norma
produto 7, e a soma algébrica S;,., respectivamente descritas para todo & =
(z1,%2),7 = (y1,12) € U, pelas Egs. (34) e (35) abaixo:

17 (55 ﬂ) (TP($1,Z/1), SP(SU2>Z/2)) = (331 "Y1, T2+ Y2 — T - Z/2); (34)
Sip(#,9) = (Sp(x1,31), Tp(w2,92)) = (1 + Y1 — 1 - Y1, T2 - o). (35)

As operagoes de unido e intesecg¢ao sao reportadas na sequéncia.

Definicdo 7. Sejam S;,T; : U> — U como t-norma e t-conorma fuzzy intuicionista,
respectivamente TFl e SFI. A interseccdo e unido entre os CFIs A; e By, ambos
definidos com referencia a x € X e tal que & = (ua,(x),va,(x)), 7 = (u5,(x),v5,(x)) €
U, resulta nos correspondentes CFls, conforme Egs. (36) e (37):

AN B = {0 TiE,§) = (g (), vansn () £ x € X); (36)
AfUB; = {(x,S1(&,5) = (s (%), vayns (x))) £ x € X}, (37)

Pela representabilidade (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004, Definiton 5)
de uma TFl e SFI, as Egs. (36) e (37) podem ser descritas em termos de uma t-norma
T e umat-conorma S, respectivamente. E, resultam nas Egs. (38) e (39) logo a seguir:

A0 Br = {5, T(pa, (%), s, (), S(va; (), v, (%)) : x € X5 (38)
ArU By = {(x, 8(pa, (x), pp, (x)), T(va, (x), v5, (x))) : x € X} (39)

Seguindo, sendo & = (z1,22) € § = (y1,y2) tal que pa, () = z1,v4,(x) = 29, up, (z) =
y1,va,(z) = y2 € U 0s GPs e GNPs relacionados as operacoes de interseccao e uniao
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de CFls A; e B; nas Egs.(38) e (39) sao , respectivamente, dadas como:

pan (X) = @191 Vang; (X) = T2 4+ Y2 — T2 - Yo;

HA;UB; (X) = X1+Y1— L1 Y1; VA,UB,(X) =1 Y1

2.2.7 Operacoes de Implicacao e Coimplicacao

A (co)-implicacao fuzzy ituicionistas de Atanassov € estudada na sequéncia, es-
clarecendo as propriedades e fungdes de projecao para a definir a representagao das
(co)-implicacoes fuzzy.

Definicao 8. Uma (co)implicacao fuzzy intuicionista ((CIFI-A) IFI-A) (J;)I;
U2 — U é uma fungdo bindria que verifica as seguintes condicbes limites:
Ii1: 1;(0,0)=1;(0,1)=1;(1,1)=1; I;(1,0)=0;
Jil: J[(G, O)ZJ[(L G)ZJ[(L 1):6; J[(G, i)Zi
A definicao (8) pode ser reduzida para uma (co)implicagéo fuzzy se = = (1, z9) €
7= (y1,y2) € U, tal que z; = Ng(z3) € y1 = Ns(y2) (ATANASSOV; GARGOV, 1998).

As (co)-implicacoes fuzzy intuicionistas sao definidas por J. Fodor e M. Roubens (FO-
DOR, 1991; BACZYNSKI, 2007).

Definicdo 9. Uma ((CIFI-A) IFI-A) (J;)I; : U? — U satisfaz, para todo i3,z € U, as
condigoes descritas na sequéncia:

02 8<z=1(2,9)>1(59); Jh2:2<i=J1(3,9)>J1(3,9);
13:9<z=1;(2,9) <I;(Z,2); I3:9<z=J/(2,9)<J1(%,2);
1;4: I[((),g) = 1,' Ji4: J](i g) = 6,
Ii5: 1;(2,1) = 1; Ji5: Jr(#,0) = 0;
Neste trabalho, para todo # = (zy,22),§ = (y1,52) € U, consideramos a
(co)implicagao fuzzy intuicionista de Reichenbach:
Irc(%,9) = Spi(Nsi(7),9) = (v2 + y1 — T2y1, T1Y2) (40)
JRC[(ja y) = TPI(NSI(@, 17) = (@Zh, T+ Yo — T1Y2) (41)

que pode ser definida com base sobre as equacodes (40) e (41), respectivamente (BUS-
TINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004).

2.2.8 Operacoes de Diferenca e Codiferenca

Estendem-se a seguir os resultados em (HUAWEN, 1987, Definition 4):
Di(E;) : U?* — U é uma (co)diferenca fuzzy intuicionista se as seguintes condicdes
sao verificadas:
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Dil: Dy(i,§) < & Eil: E/(3,9) > &

D12 : D;(%,0) = &; E2: E;(%,1) = 7;

Di3:Sey <z, D/(z,9) > D;(%, 2); Ei3:Sey <z, E/(z,9) > Ei(,2);
Di4:Sez <y, Di(%,2) < Dy(y,2)); Ei4:Sez <y, E/(z,2) < E((y,%));
Di4 : D;(1,%) = Ni(z), N éuma NFl. E;5: E;(0,%) = N;(i), N; € uma NFI.

Proposicao 1. Para todo z,y € U, o operador D;,(Er,) : U> — U definido por
Dp(7,9) = (Tr(z, N1(9));  En(Z,9) = (S1(z, Ni(9)), (42)

€ um operador de (co)diferenca entre CFls.

Proposicgao 2. Seja D(FE) : U*> — U o operador de (co)diferenca fuzzy. Os operadores
D(E;) : U? — U nas Egs.(42)a e b, podem ser dadas por:

D1<i’7g) = (T(xlvyZ)vs(x%yl)); Ef(iag) = (S(xlva)vT(x%yl)' (43)

Exemplo 5. Pelas Eqs.(32) e (33) e os resultados na Proposicao 2, tem-se que:

Drp g ((2,9) = (51y2, 22 + 31 — 221); Espng, (T,7) = (21 + Y2 — 2132, T2 ), (44)
€ uma TFI-A (SFI-A) obtida pelas t-(co)normas T (Sp) € negagdo padrao Ns.

A expressao do CFl resultante da acao do operador de (co)diferenca entre A; e B;
é dada por (HUAWEN, 1987):

Dif(Ar, Br) = {(upifa;,5)(®), Vpifar,5y)(2))|r € X}
CoDif(Ar, Br) = {(tcopif(a;.)(T), Veobifar,sy(T))|T € X}

sempre que tem-se verificadas as inequagdes 0 < ficopif(a;,B,) (%) + Vpifa, B () <1
e 0 < ppiga;,5)(x) + vpiga,,)(r) < 1€ sendo upipa,.b,), Veobif(ars) = X — U a
funcao que determina o GP e GNP de = € x no CFl A; — By.

Neste caso, pela Eq.(43) e Egs.(23) e (24) tem-se que:

=
=
%
5

(1a(z), va(w)), S(va(

(/‘LDif(ALBI)(J;)’VCODif(AhBI)(:L‘)) = Dy ((HA(:E) VA(£))?(MB($)7VB x
(T
(D(pa(z), Ns(vs(x))), E(va(z), Ns(pus(z))).)

2.3 Consideracoes Finais

A fundamentacao da Loégica Fuzzy Intuicionista, extendida da légica fuzzy, é
vista neste capitulo onde conceitos sobre relagoes de ordem, fungdes de projecao,
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relacao de dualidade e indice fuzzy intuicionista expdem suas caracteristicas basicas.
Além disso, sdo apresentados os operadores fuzzy intuicionistas de complemento,
interseccao, uniao, implicacao, coimplicacao, diferenca e codiferenca e suas princi-
pais propriedades, representados por conectivos da logica fuzzy. A descricao dos
conceitos da Logica Fuzzy Intuicionista, realizada neste capitulo, é de fundamental
importancia para aplicagoes computacionais na area de processamento de imagens,
veja (BEZDEK; DUBOIS; PRADE, 1999; XU, 2009; ZADEH, 1975). A interpretagao
de operadores via conectivos fuzzy intuicionistas, estende os fundamentos da logica
fuzzy e possibilitam novas aplicagoes para sistemas computacionais ja existentes.



3 FUNDAMENTACAO PARA COMPUTACAO QUANTICA

A teoria da mecanica quantica surge no inicio do século XX na tentativa de es-
clarecer os fendbmenos envolvendo particulas nanoatomicos, atdbmicas e subatomicas.
Estendendo e complementando a teoria da fisica classica, a mecanica quantica revo-
lucionou 0 modo de interpretar os fendmenos de natureza ora ondulatéria, ora corpus-
cular, das particulas atomicas (SAKURAI, 1994).

Destaca-se também no inicio da década de 1930, nos trabalhos dos matematicos
Alonzo Church (1903-1995) e Alan Turing (1912-1954), a consolidacao dos funda-
mentos tedricos da computacao, estabelecendo a equivaléncia entre o conceito de
realizagao de algoritmos em sistemas fisicos e o conceito matematico para os mode-
los de maquina capazes de prover interpretagcao para memoéria e processos computa-
cionais.

Essa manipulacao e processamento da informacao pela computagao baseada nos
fundamentos da mecanica quantica comegou despertar interesse na década de 1960,
com a descoberta de Moore (NIELSEN; CHUANG, 2003) conhecida como a lei sobre a
evolugao dos chips, observando que apods 2020, um bit sera representado em escalas
atébmicas (KAYE; LAFLAMME; MOSCA, 2007).

Este capitulo contribui com conceitos basicos e notacdes referentes a mecanica
quantica como fundamentacao para a computacao quantica. Entretanto, a revisao
restringe-se ao escopo desta dissertacao, visando a melhor compreensao do trabalho
em desenvolvimento, apresentado nos proximos capitulos.

De acordo com os postulados basicos da mecanica quantica (DAS; MELISSINOS,
1986), as idéias principais e os conceitos introdutorios da computacao quantica (DAS;
MELISSINOS, 1986) (NIELSEN; CHUANG, 2003) foram organizados, revisando 0s
principais aspectos formais.

3.1 Espaco de Estados Quanticos

Apresenta-se, primeiramente, a definicao do espaco de Hilbert, espaco vetorial
complexo munido de produto interno consistindo no espaco de estados de sistemas
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quanticos, restrito neste trabalho a estados de dimensao finita.

Um espago vetorial V = (C™, +, -) sobre o conjunto de numeros complexos C € um
conjunto estruturado cujos elementos sao vetores de dimensao finita de nimeros com-
plexos, juntamente com as operagoes de adigao de vetores e de multiplicagao escalar,
sendo V fechado para ambas operagdes. Acrescenta-se a V a estrutura geométrica
ao espaco vetorial na forma do produto interno, garantindo a relagao entre pares de
vetores e induzindo a medida de distancia ou métrica no espaco.

Um vetor no espacgo de Hilbert e sua construgao dual sao denotados pelas ex-
pressoes |¢) e (1| , simbolos denominados “ket” e “bra” na notagao de Dirac.

O produto interno € uma operagao binaria (, ) : V* — C, satisfazendo as seguintes
propriedades:

P1: (z,y) = (v, 2);
P2: (x,ay + bz) = a(x,y) + b(z, 2);
P3: (z,z) >0, (x,x) = 0 se, e somente se, z = 0,

para todo z,y,x € V e sempre que () representa a operagdo de conjugagdo com-
plexa. A norma de um vetor x é obtida pela expressédo ||z|| = /(z,z) e a distancia
d : C* — C é definida por d(z,y) = ||z — .

Definigao 10. Um espago de Hilbert H € um espaco vetorial complexo dotado de um
produto interno.

Definicao 11. SejaZ um conjunto de indexadores e B = {x; € H,i € Z} uma base de
‘H, um conjunto finito de vetores linearmente independentes e mutuamente ortogonais,
tal que, para todo vetor x € H, existe uma sequéncia unica de escalares «; € C tal que

r = Z T, (45)
€L
e, onde a dimens&o de H ¢é determinada pela cardinalidade de Z. Para todo conjunto
B = {z;}i—oq)m de estados basicos, o espaco de Hilbert #(C™) é o espago vetorial
complexo de vetores m-dimensionais, cujas componentes sGo numeros complexos.

Assim, pela Eq.Eq.(45) os escalares «; € C sao as coordenadas de um vetor
r =) ..ro|lz;) pertencente a H(C™) se, e somente se, tem-se que ) . ; oo = 1.
Neste espaco, se a; € 5; sdo as respectivas coordenadas dos vetores x e y, 0 produto
interno é definido pela expressao

(z,y) = <Z oi|z;), Z@!Il» = Za,ﬂj.
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Definigao 12. O espacgo de Hilbert H(C™) restrito aos vetores normalizados corres-
ponde ao espaco de vetores de estados para sistemas quanticos.

As possiveis configuragdes de um sistema fisico sao descritas pelo espaco de es-
tados em H(C™), o qual € gerado pelos estados basicos em B. O numero de estados
basicos define a dimensao de #(C™) e pode ser infinito ou mesmo nao-enumeravel.
No contexto deste trabalho, consideram-se espagos de estados de dimensao finita.

3.2 Evolucao da Informacgao

A evolugao temporal de um sistema quantico isolado € matematicamente descrita
por uma transformacao linear (NIELSEN; CHUANG, 2003) (KNILL et al., 2002) (IMRE;
BALAaZS, 2005). Como os estados quanticos sao vetores unitarios, um operador
U deve preservar a normalidade dos vetores, atuando simultaneamente sobre a
superposicao de estados basicos. Dada a transformacgao unitaria U, tem-se que:

Ulu=uvU"=1

onde UT é a matriz conjugada transposta de U.

A evolugado dos sistemas fisicos quanticos é deterministica, sendo modelada
por portas quanticas unitarias que correspondem a operadores lineares unitarios
do espaco de Hilbert H. Assim, pode-se dizer que as transformacdes de estados
quanticos ocorrem pela execugao de um operador unitario ou de combinacdes de
operadores unitarios.

Consequentemente, pela definicao de processo evolutivo de um sistema quantico
como um processo descrito por uma operagao unitaria, garante-se que as
transformacoes de estados sao reversiveis.

A seguir, considera-se a discretizagao do tempo para descri¢cao do relacionamento
dos vetores de estados entre dois instantes de tempo ¢ e ¢ de um sistema quantico
fechado. Para a versao mais genérica, descrevendo a evolugdo em tempo continuo,
veja (NIELSEN; CHUANG, 2003) (SAKURAI, 1994).

Postulados 1. A evolugcdo de um sistema qudntico fechado é descrita por uma
transformacao unitaria. Ou seja, o estado |i)) de um sistema em um tempo t¢ esta
relacionado ao estado |i)') do sistema em t' por um operador unitario U que depende
somente det et' (NIELSEN; CHUANG, 2003):

¢y = Uly)

De acordo com (R. SERWAY, 2004; KAYE; LAFLAMME; MOSCA, 2007), o Pos-
tulado 1 considera que a evolugao de um sistema deve preservar a condicao de
normalizacao dos estados que definem um processo computacional.
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No modelo de circuitos quanticos, consideram-se os operadores unitarios como
operacgodes logicas reversiveis (portas quanticas), os quais atuam sobre os vetores de
estados (registradores de um Unico qubit) durante a evolucao de um sistema quantico
fechado. A seguir, exemplos de representacoes de operacoes unitarias U (cada uma
descrita por uma matriz (2 x 2) sobre o estado |¢) de um qubit, fazendo-o evoluir para
o estado U|v).

3.2.1 Matrizes de Pauli e Operadores de Rotacao

Considerando a correspondéncia entre os vetores de estados quanticos unidimen-
sionais e os pontos da esfera de Bloch, as portas quanticas reversiveis de sistemas de
1 qubit, podem ser pensadas como rotacoes da esfera Bloch. De acordo com (KNILL
et al., 2002), a rotagcao em torno dos eixos (ﬁk (f)/ e (TZ> podem ser descritas pelas
matrizes de Pauli:

e A porta Pauli o € representado pela matriz bi-dimensional I, e sua aplicagao
nao altera os estados basicos, ou seja, I|0) = [0) e I|1) = |1). A expressao

matriz identidade 2 x 2:
1 0
I, = .

e O operador X, correspondendo porta quantica Pauli o; = oy, tem efeito analogo
a porta classica NOT quando aplicada aos estados da base computacional de
um qubit, ou seja, X1|0) =|1) e X|1) = |0), e possui a expressao matricial:

X:(g;).

Considerando o qubit em uma superposicao dos estados [0) e |1), |¢) = a|0) +
B|1), ao aplicar a porta X ao estado |¢)), obtém-se: X|¢) = |0) + «|1)

e O operador Y corresponde a outra porta quantica Pauli, denotada por oy = oy, €
quando aplicada aos estados da base computacional de um qubit tem-se Y |0) =
—|1) e Y|1) =i|0) (i = v/—1), de acordo com sua expressao matricial:

e O operador Z, correspondendo a Ultima das portas quanticas de Pauli, é indicado
por o3 = 0z, € quando aplicado aos estados da base computacional de um qubit
tem-se Z|0) = |0) e Z|1) = —|1), com expressao matricial dada por:
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(3 %)

As matrizes de Pauli dao origem a operadores de rotagcao em torno dos eixos
coordenados, definidos por um angulo 6, nas expressoes:

0 C 0
ix0 . coOsg;  —iSllg 1 —i
Rx(f) =€ =cosil+isiniX = 2, = :>RX(§):§ ‘
—ising cosg —i

COS ¢ _ smg

i 1 -1
2 = Ry (L) =¥2 :
( sing cosg ) Y(Q) 2 1 1

10
e 2 0

1—1 0
COS35l + 18Ny 0 e% 2(2) 3 0 143

e A inversao dos operadores de rotacao por um angulo 6, quando consideranos a
representacao tridimensional da Esfera de Bloch (NIELSEN; CHUANG, 2003), €
obtida pela aplicacao do operador de rotagao ao simétrico do angulo 6:

:<_
B

Ry(0) = ez :cosgl+isingY:

oy
5=

€

Rz(0)

Ry(3) Ra(=5) [0) = [¢).
e 1+io0 ) (10
’ 0 1-i) \01)

A porta quantica Hadamard, H, € normalmente utilizada para gerar superposicao,
uniformemente distribuida em todos os vetores da base computacional, de tal forma
que somente o sinal das amplitutes pode variar.

1—12 0
ois, tem-se que ¥2
P g 2( 0 1+i>

3.2.2 Geracao de Superposicao

e A descricao matricial da porta Hadamard é dada pela expressao:

go L1 1
V21 -1 )]
e A aplicagéo da porta H aos estados da base computacional |0) e |1) gera uma
superposic¢ao igualmente distribuida sobre os estados |0) e |1):

H|0) = J5(10) +[1)) e H|1) = J5(|0) = [1));

e O operador Hadamard tem especiais conexdes com as portas de Pauli, Uteis
nas simplificacoes de circuitos. As seguintes identidades sao validas HH = Z,
HYH =-Y,eainda HZH = X.
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e Considerando que H é reversivel, H = H', tem-se

H(H0) = H (25(0) +11))) = [0) e H(H[) = H (L5(0) +[1)) = [1).

Assim, como o comportamento de duas sucessivas aplicagdes da porta Hada-
mard é igual a porta identidade, H € também conhecida pela expressao literal
“raiz quadrada da identidade” (v/1»).

3.2.3 Operador de Fase

A porta de fase S introduz uma fase relativa, dada pela expressao %, sendo ¢ um
dado escalar real.

e A descricao matricial é dada por: S = ( (1] e; >

e Aplicando S,—. a um estado genérico |) = a|0)+3|1), tem-se S|y) = «|0)+i3|1).
Diz-se entdo que os estados |¢) e S|i), quando descritos na base candnica,
sado iguais a menos de um fator de fase relativo, pois as amplitutes de |0) séo
idénticas (com fator de fase igual a 1) e as amplitudes de |1) diferem por um fator
de fase igual a i.

o Diferentemente da fase global, onde tem-se o vetor de estado ¢7|+)) que é igual
ao vetor de estado |¢)) a menos de um fase global ¢, a diferenca de fase relativa
€ dependente da base usada na representacao dos vetores de estado em siste-
mas quanticos, e portanto nao podem ser consideradas equivalentes (NIELSEN;
CHUANG, 2003).

3.2.4 Rotacoes na Esfera de Bloch

Outras portas quanticas, indicadas pela expressao U, sao consideradas como
operadores de rotagao sobre vetores de estados quanticos de 1 qubit, as quais estao
parametrizadas por um angulo 6:

e Aplicando U, a um estado genérico [¢), tem-se

Upl0) = cos0]0) — sin6|1)
Up|l) = sin 6]0) + cos0|1),

V2

.~ - , 0 . 9
e, portanto, a descricao matricial € dada por: Uy = —= ( cosy s > _

—sinf cosd

e Para as portas Pauli I e Y tem-se as correspondentes expressoes de rotacao:

10 0 —i
Upo = I = U=y = "").
0 1 . i 0
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3.3 Efeitos da Operacao de Medida

Nesta abordagem, a operacao de medida corresponde a uma projecao do vetor
de estado representando o qubit em um dos estados da base computacional, jun-
tamente com a probalidade deste qubit de medida estar nesta posicao. As medi-
das geralmente sao consideradas como operagoes irreversiveis, que destroem parte
informacgao quantica. Esta alteracao do estado do sistema pela acao de uma medicao
€ comumente chamado “colapso da funcao de onda”.

Surgem entao as dificuldades no acesso a informagcao quantica nos resultados
obtidos por computacdées sobre a memoria global. Além disso, pela execucao da
operacao de medida, ocorre também a perturbacao do estado quantico, sendo parte
da informacao original perdida. Soma-se ainda a tudo isso, a natureza probabilistica
das observagoes do processo de medida.

Entdo, medir o qubit |) = ap|0) + ay|1) varias vezes leva ao mesmo resultado,
ou seja, nao se acumulam estatisticas para se estimar o valor das amplitudes o, e
a1. Assim, a medicao remove a possibilidade de extracao de qualquer informagao
adicional acerca do estado original |).

Postulados 2. As medidas quanticas sao descritas por determinados operadores de
medida M,,. Estes operadores atuam sobre o espaco de estados do sistema. O indice
M se refere aos possiveis resultados da medida. Se o estado de um sistema quantico
for |¢)) imediatamente antes da medida a probabilidade de um resultado m ocorrer é
dada por (NIELSEN; CHUANG, 2003):

p(m) = (Y| M, My |0)
e o0 estado do sistema apos a medida sera:
M |9))

(| MY, My 1))

Os operadores de medida satisfazem a relagdo de completude:

Zm MLMm = 1.

Considere um vetor de estado de um sistema de 1 qubit, dado pela expressao
1) = ap|0) + a4]1), com amplitudes normalizadas |ag|* + |a1|* = 1, Vag,a; € C. A
interpretacao fisica do qubit mostra que os estados podem estar, simultaneamente,
em |0) e |1).

Sejam os operadores Hermitianos representados pelas matrizes:

we (o) o= (o)
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(1)< (1)

Observe que os operadores de medidas sao obviamente operagdes nao-
reversiveis, mas satisfazem a relacao de completude tais que

M2 = My, M? = My e M{ My + M| M, = My + M, = I.

Com base no Postulado 2, o resultado da operacéao de medida no estado |¢)) sera:

{w%Cmnmdmmwamp®%=WMﬂwmw%=WM%WOZ<mﬁ )

11), com probabilidade p(L) = (1| M; M) = ([ M) = eu |

Resumindo-se, pela analise apresentada na Equacao 46, se o qubit esta no estado

1) = ap|0) + a4|1), a probabilidade de uma medigdo encontra-lo no estado |z), onde
x € {0,1}, é dada por:

py(@) = (x|}, (47)

Por exemplo, aplicando a Equagao 47 para x = 0 e [¢)) = ap|0) 4+ a1]1), obtém-se:

pu(0) = [{0&)* = [{0]aol0) + o [1)*
= [{0]exo|0) + {0lavt [1)[* = [exo(0]0) + a1 (0 1)[* = ex?

Exemplo 6. Considerando o estado |¢) = (1};)|0> — %H), a medida deste estado

resulta como saida o estado:
— (i) (1= — 2.
= (%) () =5

e [1), com probabilidade p(1) = | 2| = (%) (%) = 3, conforme mostra o dia-
grama 1, cujos os nodos estao rotulados com os estados e as transicoes estao

rotuladas com as probabilidades.

e |0), com probabilidade p(0) = | -2

Exemplo 7. Seja correspondente a porta quantica /8 dada pelo operador unitario T
definido sobre um sistema unidimensional pela matriz

T=<1 X ) (49)
0 exp(ir/4)

Aplicando a matriz unitaria T em um estado genérico |)) = al0) + b|1) obtemos
T|y) = al0) + exp(in/4)b|1). A exemplo do que ocorre como operador de fase S,
as probabilidades de se obter o estado |0) ou o estado |1) sdo as mesmas tanto para
0 estado inicial 1)) quanto para o estado modificado T'|v)), representado pelo qubit
|6) = “510) + (1) na Figura 1, logo a seguir:
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1+1

1 e L]
\/—|> 11

=
\/7(“))"‘—

Figura 1: Medida do estado ¢.

3.4 Expansao do Espaco de Estados

Definicao 13. Considere dois subespacos vetoriais H, € Hy gerados por U =
{ur,ug,...,un}t eV = {uv,vq,...,v,}, respectivamente. O espaco vetorial expandido,
de dimensao mn, definido pela operacao de produto tensor entre Hy e Hy, indicado
pela expressao

Huxy = Hu @ Hy € Hw

€ um espaco de estados quanticos gerado pelos vetores basicos
\ui> X |'Uj> = |ui,wj) = |wij>,Vui € U, Uy S V, U; ®U]' = Wiy e W. (49)

O produto tensor ® : (Hy,Hy) — Hw € um operador linear, determinando todos os
vetores de Hy, pela expressio:

Zaz\uz € Hy, | Z@]vz ceHy = |X)®|Y)= Z a;fjlui, wi) € HuQ@Hy .

1,7=1

Na notagao matricial, tem-se o estado | XY) = | X) ® |Y) € C™ expresso por:

oY)
a|Y) .
’XY> = ’X>®‘Y> = . :(alﬁl,...,alﬁn,agﬁl,...,agﬁn,...,amﬁl,...,amﬁn)

amlY)

O conjunto de estados produtos de um espaco de estados Hy ® Hy € um sub-
conjunto proprio de Hy, . Os estados que nao sao estado-produtos sdao chamados
estados emaranhados, apresentando uma correlagao entre os vetores basicos em H;;
e Hy. Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen (EPR)(KNILL et al., 2002) fizeram uma
observacao importante sobre os estados emaranhados da teoria quantica. Monstra-
ram que a mecanica quantica prevé que, se duas particulas interagem e, em seguida,
sao separadas, a medicao de uma das particulas determina os valores os quais as
propriedades (como o momento e a posicao) da outra particula devem assumir. Este
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fato sempre ocorre, mesmo quando as particulas sao separadas espacialmente e/ou
nao estao interagindo no momento da medicao.

Os estados emaranhados desempenham um papel relevante na computagao
quantica e na informacao quantica. Dentre os exemplos, tem-se o teletransporte e
a codificagao densa (NIELSEN; CHUANG, 2003), (PRESKILL, 2002),.

SePeHycCme@eHy Cc C" Entao P® Q € C™ e Hy, é definido por:

i@ pre@ ... p@
PoQ= p2:1Q PQ?Q pZ?Q

ple pm2Q pmn@

Postulados 3. O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto ten-
sorial dos espagos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas forem
enumerados de 1 até n e o sistema i for preparado no estado |;), decorre que o
estado do sistema composto sera (NIELSEN; CHUANG, 2003)

iz [Yi) = [11) @ [the) @ -+ @ [¢hy).

Exemplo 8. Na descricao de sistemas quanticos de dois qubits (bidimensionais), sao
considerados quatro estados na base candénica. Usando a expans&o binaria, os veto-
res basicos sdo indicados por |00), |01), |10) e |11). A representagdo matricial de cada
um dos vetores da base canbnica de estados quanticos de sistemas de 2 qubits é
expressa por:

100) = . Jo1) = . 10) = 1) =

o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O

De forma analoga, um par de qubits pode também existir em superposicdo dos
quatro estados basicos, sendo que cada estado basico esta associado a um coefici-
ente complexo, o qual determina sua correspondente amplitude. Assim, o vetor de
estado de um sistema quéntico bidimensional pode ser indicado pela expressao:

|¥) = a00[00) + ag1[01) + a10[10) + an[11) = > ayi),
1€{0,1}2
satisfazendo a condigao de normalizag¢ao 3, ;- |o;|? = 1. O espago de Hilbert (C*)
prové uma interpretagcao para toda combinacao linear gerada a partir dos vetores da
base candnica. Assim, aplicando o produto tensorial, o estado |01) é representado
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por:
01) = 0) ® [1) = (1,0)' ® (0,1)" = (0,1,0,0)"

e considerando a porta Hadamard, tem-se

1 1 1 1
H2=H®H:i<1H 1H>:l 1 -1 1 -1
V2 \ 1H —-1H 211 1 -1 -1

1 -1 -1 1

Generalizando, o estado de um sistema quantico de n-qubits é descrito por um
vetor, chamado vetor de estado multidimensional, definido por uma combinagao de
estados basicos de dimensao 2",

) = a0l0) + 1) + .. g o2 = 2) Fage 42" = 1) = Y i),
i€{0,1}m

tal que |¢) satisfaz a condi¢@o de normalidade, 3, ;- [ai]* = 1 e onde, pela ex-
pansao binaria, tem-se que

0) =10...00), [1) =1]0...01), ]2) =0...10), ... |2 —2) =|1...10)e|2" — 1) = |1...11).

Exemplo 9. Considerando o estado normalizado |v) = %|00> + ﬁ|01) + ﬁ 110), a me-
dida deste estado segue a mesma seqliéncia apresentada no diagrama da Figura 2.

1 1 1
$|OO>+T|OI) +T|“>

l’(O—)z L + L :‘—)' - l)( l_): = :I—

V2l |1 2] 4 ) 2| 4
1
—101) 11
V3 e

1 (—1)=1
p(=0)= p(_l):; 2 /
1 ;
p(00)=33=3 pOD=33=7 p(l=L1=1
100) 01) 111)

Figura 2: Medida do estado bidimensional |1).

Observa-se que a probabilidade de observar o estado |00) é igual a |y |* e pode
ser obtida através do produto da medida do primeiro qubit, p(|0_)), com a medida do
segundo qubit, p(|_0)). De forma analoga para o estado |11):
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o p(0) =% ep(0)=3logop(00)=3%-3=73e

e p(1.)=1tep(l)=1logop(1l)=3.1=1

Destaca-se ainda que estas probabilidades do Exemplo 9 sao independentes da
ordem da medida, ou seja, o resultado nao é alterado se a medida for realizada, si-
multaneamente, ou em qualquer ordem.

3.5 Operacoes Quanticas Controladas

Considera-se a seguir uma classe de operadores de multiplos qubits, ou seja, que
atuam sobre dois ou mais qubits, e nao sao fatoradas como produtos tensoriais de
matrizes. Casos particularmente importantes de operacoes logicas atuantes em mais
de um qubit sao as portas controladas.

A porta genérica U-Controlada ou simplesmente porta C'—U (Controlled-U) aplica o
operador unitario U em um dos qubits, chamado de qubit alvo, dependendo do estado
dos outros qubits, conhecido como qubits de controle.

Exemplo 10. Operando sobre 2 qubits, a porta Nao-Controlado ou simplesmente porta
CNOT (Controlled-NOT ) aplica o operador NOT correspondendo a operagao de in-
versao (definida pela matriz de Pauli-X) ao qubit alvo (qubit inferior), se o estado do
qubit de controle (qubit superior) estiver no estado |1), Figura 3. Caso contrario, es-
tado do qubit alvo nao é alterado. Considerando a expansao binaria da base candnica
em H(C?) dada por {|00),|01), |10}, [11)}, tem-se que a aplicagdo da operagcdo CNOT
aos componentes da base candnica:

CNOT(|z)ly)) = |v)|z S y), (50)

onde & indica a operagcdo soma modulo 2. Ou ainda, o operador CNOT é um ope-
rador unitario, portanto um operador linear invertivel (C NOT? = I,), e ao contrario do
operador classico X OR, pode ser aplicado a superposicao de estados basicos:

CNOT (a]|0)]0) + a1]1)|0)) = |00) + ay|11), Se ap, 1 # 0 eag +af=1.

O circuito e a correspondente notagao matricial e dada na Figura 3.

2 e
CNOT' =1 ¢ ¢ o 1

G
0010

Figura 3: Representagdes do operador CNOT
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Observa-se ainda que a Eq. (50) mostra que o operador C NOT classico (XOR) exe-
cuta a tarefa de copiar um bit classico: CNOT|x)|0) = |x)|x & 0) = |z)|x). Entretanto,
tal propriedade ndo pode ser estendida aos qubits, é o que diz o teorema da nao-
clonagem (NIELSEN; CHUANG, 2003).

Exemplo 11. Pode-se considerar o operador controlado sobre 2 qubits que aplica a
operacao de inversao do segundo qubit (qubit alvo) se o estado do primeiro qubit (qubit
de controle) € |0), caso contrario, o valor do qubit alvo ndo se altera, e a correspon-
dente expressdo matricial é dada por:

CNOT = (51)

o O = O
o O O =
o = O O
_ o O O

Sua expressao matricial (51) quando aplicada ao estado de superposi¢do ay|00) +
0401|01> + 0410|1O> + 0411|11> resulta em 0401|OO> + Oé()()|01> + Oél()|10> + 0411|11>.

Exemplo 12. De forma analoga, o operador controlado sobre 2 qubits que aplica a
operacgao de inversao do qubit alvo (primeiro qubit) se o estado do qubit de controle

(segundo qubit) € |1), caso contrario, o valor do qubit alvo ndo se altera, € representado
por:
1 000
ovor—| 0V 01 (52)
0010
01 00

A expressdo matricial (52) quando aplicada ao estado de superposicao c,|00) +
Oé()1|01> + Oél()|10> + 0411|11> resulta em Oé()()|00> + 0411|01> + Oél()|10> + Oé()1|11>.

Exemplo 13. Caso particularmente importante de operacao Iégica, atuantes em mais
de um qubit, € o operador swap, porta que atua em multiplos qubits trocando seus
valores, simultaneamente. Verifica-se a composicdo CNOT o CNOT o CNOT resulta
no operador swap que atua sobre 2 qubits, cuja expressao matricial é dada por:

1 000 1000 1 000 1000
0010 _ 0100 0001 0100 (53)
0100 0001 0010 0001
0 001 0010 0100 0010

A expressao matricial na Eq. (53), quando aplicada ao estado de superposicao
Oé00|00> + Oé01|01> + Oé10|10> + ()é11|11>, resulta em 0600’00> + 0410’01> + 0401‘10> + (1411‘11>.
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Exemplo 14. Veja na Figura 4(a) uma transformagdo de Toffoli descrevendo uma
operagcdo controlada para um sistema de 3-qubits. Neste caso, o operador NOT é
aplicado ao terceiro qubit |0) quando os estados atuais dos dois primeiros qubits |¥) e
|p) estdo ambos em |1). Na Figura 4(b) tem-se o circuito que representa graficamente
o operador T;*. Na Figura 4(b), tem-se a acdo da transformagdo quéntica T;”* em um
sistema de 3-qubits na estrutura matricial, considerando |X') como estado inicial .

v 7%\ x)=

OO0 O
e W W e i en Wi an Wi an I S e
o0 oCOoO R, OO
oo, OOO
coor,ROoOoOO
[ I e RS e B e Nl e Bl e Wi
_— o o000 OO
I e N e Ml e Nl e B en i et
QTN 2 ™R
S Q9 TN 2 ®WL

Figura 4: Representacdes do operador Toffoli

3.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram caracterizados os conceitos basicos de espaco vetorial de
estados, a descricao da evolugao temporal de sistemas quéantico multidimensionais,
incluindo o produto tensorial, a composicao de operadores unitarios e operagoes de
medida e controle sobre qubits.

A representagao de operadores quanticos atuando sobre vetores de estados de n
qubits envolve matrizes unitarias de dimensao 2" x 2". A aplicagao simultanea de um
operador P sobre o qubit |¢p) e de outro operador ) o qubit |¢g) representada pelo
produto tensorial P® () entre as matrizes associadas a cada operador, resulta em novo
operador, onde os vetores de estados estdo em H(C?"*%"). Assim, o produto tensor
modela a sincronizacao temporal de operadores quanticos, aplicada sobre distintos
qubits com expansao exponencial dos estados da base computacional.

A execucao sequencial de um operador P sobre o qubit |¢p) e de outro operador
() 0 qubit |¢¢), modelada pela composi¢ao dos operadores unitarios obtida a partir do
produto entre as matrizes P e @ que representam cada operador, e também resulta
num novo operador, onde os vetores de estados pertencem ao espago vetorial H(C*").
Neste sentido, a composicao modela a evolucao temporal de estados quanticos, cada
operador atua em instantes de tempo distintos.



4 INTERPRETACAO DE CONJUNTOS FUZZY VIA OPERA-
DORES QUANTICOS

No trabalho proposto por Mannucci (MANNUCCI, 2006), introduz-se a
interpretacao de conjuntos fuzzy pela superposicao de conjuntos fuzzy classicos asso-
ciados a estadoa quanticos. As interpretagoes para operagdes sobre conjuntos fuzzy
tais como complemento, intersecgdo e uniao sao obtidas, respectivamente, através
das transformacgodes quanticas NOT, AND and OR.

Na continuidade, seguem-se trabalhos que estendem esta abordagem (VISINTIN
et al., 2012), incluindo interpretacao para operadores de agregacao (MARON et al.,
2013) e outros conectivos como classes de implicacoes fuzzy (MARON et al., 2013),
diferenca fuzzy e de operadores X(N)OR fuzzy (AVILA et al., 2015), mostrando uma
metodologia de construgao de conjuntos fuzzy e correspondentes operagoes sobre
conjuntos fuzzy.

Este capitulo resume as principais interpretacoes para operagdes sobre conjuntos
fuzzy via computacao quantica.

4.1 Interpretacao de Conjuntos Fuzzy

Definicao 14. (MANNUCCI, 2006, Definigao 1) Sejam X # 0,|X| = N, i € Ny =
{1,2,..,N} e a fungdo n : X — U. O estado de um registrador quéantico N -
dimensional, dado por:

57y = @) [V1 = pal@:)]0) + v/pa(w)|1)] (54)

1<i<N

é denominado estado fuzzy classico of N-qubits (CFS). E, [CFS] indica o conunto de
todos 0s CF'Ss.

Observacao 2. Seja A = {A;} uma colegéo finita de conjuntos fuzzy com respeito a
um conjunto X # (). Para todo x € x, tem-se que \s,mj> € um estado fuzzy classico
dado por:

[Spa,) = /1 = 1, (3)]0) + 1/ pra; () [1).
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Esta interpretagdo pode ser extendida para um conjunto fuzzy classico |¢) N-
dimensional de acordo com a expressao:

|¢) = ® [Sua, (7)), Vx € X

1<G<N

Neste trabalho, consideram-se interpretacées apenas de operacdes unarias (com-
plemento) e binarias (uniao, intersecgao, (co)implicagao, (co)diferenca) logo, tem-se
wa, up - X — U como fungoes de pertinéncia relacionadas aos conjuntos fuzzy A e B.

E, opar (]S,,).15.5)) correspondente a um conjunto fuzzy classico de acordo com
as seguintes expressoes:

[1Sua) =V 1a(X)[1) + V1 = pa(x)[0) € [Sup) =+ ps(X)|1) + /1 = pp(x)[0).  (35)

4.2 Interpretacao de Operacoes sobre Conjuntos Fuzzy

Para interpretacdo da acdo dos conectivos fuzzy sobre conjuntos fuzzy,
consideram-se os estados quanticos |S,,) e |S,,) dados pelas Egs. (55)a and (55)b.
Os resultados apresentados nesta secao estdo detalhados nos trabalhos (MARON
et al., 2013; VISINTIN et al., 2012; MARON et al., 2013).

4.2.1 Complemento Fuzzy

O complemento de um conjunto fuzzy definido pela € executado pela negacao
padrao, que é obtida pelo operador NOT, com base na Eq.(56) definida como

NOT(|Su4)) = (Vpa(x)[0) + /1 = pa(x)[1)) (56)

Entretanto, quando |S,,) = ®19§N( 1 — pa(x4)]0) + \/MA(xi)|1>), 0 operador
complemento NOT™ preserva um estado de superposicdo quantica N-dimensional
e expresso pela pela Eq.(57) seguinte:

NOTY(S,,)) = @rcien (Vial)|0) + /I = pal) 1) (57)

4.2.2 Adicao e Multiplicacao

Sejam |S,,,) e |5,,) os estados quanticos dados pelas Egs. (55)a and (55)b.

A interseccao e uniao entre conjuntos fuzzy A e B, sdo modeladas pelos opera-
dores AND e OR expressos respectivamente através das transformagoes Toffoli que
seguem, respectivamente, nas Eqgs.(58) e (59):

AND(|5u4),15u5)) = T([Sua), [Sus),10)) (58)
OR(|SMA>7|SMB>) = NOT3(T(NOT‘SMA>7NOT’SMB>7|O>)))' (59)
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A expansao da Eq.(58) esta descrita na Eq.(60), considerando os componentes da
base computacional que descreve um estado de sistema quantico tridimensional.

AND (‘SMA>7 ‘SMB» =T (|SMA>7 |SNB>7 |0>) =
= 7 ((Varl1) + VI=al0) @ (arl) + VI = y)[0) @ [0)))
= (V1—=21y/1=41]000)+(v/1—21/y1]|010)+(/21 v/ 1—y1]|100)+(1/214/y1|111)) (60)

Portanto, executando uma operacao de medida sobre o terceiro qubit no estado
(1)), a primeira componente de um estado quéntico final, que esta expressa pela
Eqg. (60), provem a saida com probabilidade payp(1) = x; - y;. Analogamente, um
operagao de medida sobre o terceiro qubit no estado (|0)) pela Eq. (60), retorna uma
saida com probabiliade panp(0) =1 — z1 - y1.

Analogamente, a expansao da Eq.(59) esta descrita na Eq.(61), considerando os
componentes da base computacional descrevendo um estado de sistema quantico
tridimensional:

OR(S0.,):1804,)) = NOT* (T(NOT(1S,,,)), NOT(|S,,)). 10))) =

= T((v21]0) + V1 = 21|1)) ® (\/11]0) + /1 — 11[1)) @ [1)))

Observando uma medida, executada sobre o terceiro qubit de um estado quantico
mostrado na Eq. (61), com relacao ao estado:
(i) [1), retorna m (\/myomw 2o (1—12)|011)+ (1—x1)y1|101>> e a corres-
pondente probabilidade por(1) = z1 + y1 — 1 - ¥1;
(ii) 10), resulta sobre |110) com probabilidade por(0) = (1 — z2) - (1 — yo).

Os resultados das medidas estao de acordo com a Eq.(14)a e b.

4.2.3 (Co)lmplicacao Fuzzy

Os CFs obtidos pela acdo do operador de implicacao fuzzy e a seu dual,
coimplicacao fuzzy, aplicados sobre conjuntos fuzzy A e B, provém interpretacao
para operadores IMP e COIMP expressos através das transformagoes Toffoli, respec-
tivamente dadas pelas Eqgs.(62) e (63) logo a seguir:

Imp(15,1):1Sus)) = T(1Su.), NOTIS,.5),10)) (62)
Colmp(1,,). 1us)) = T(NOTIS, )[S,s). 1)), (63)

A expansao da Eq.(62) esta descrita na Eq.(64), considerando os componentes da
base computacional que descrevem um estado quantico como a seguir:
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Imp(1Sus,):1S0,)) = NOT* (T(S,,,,), NOT(1S,,,,)),10)) ) =

— (I + VI=2l0) @ (Vo) + I = mil1) @ 1))
— EGE100)+y/a (1) | 110)+/(T=21)ya 00L)+-/(T—z) (1—p)|011)  (64)

Portanto, executando uma operacao de medida sobre o terceiro qubit no estado
(1)), a primeira componente de um estado quantico final, que esta expressa pela
Eq. (60), provem a saida com probabilidade panp(1) = 1 — 21 + x; - y;. Analogamente,
um operagcao de medida sobre o terceiro qubit no estado (]0)) pela Eq. (60), retorna
uma saida com probabiliade panp(0) = 21 — 1 - ys.

Nos mesmos termos pode ser expandida a Eq.(63).

4.2.4 (Co)Diferenca Fuzzy

Analogamente, a acao do operador diferenca e seu dual, o operador de
codiferenca, aplicado sobre conjuntos fuzzy A e B, provém interpretagao para os
operadores Dif e CoDif, os quais sao, respectivamente, expressos através das
transformacoes Toffoli e seguem das Egs.(65) e (66) logo a seguir:

Dif(1Syu), [Sus))
CODif(|SuA>v |SNB>)

T(|Sus), NOT|Syz),10)) (65)
T(NOT|SMA>7|SMB>7|1>))' (66)

A expansao da Eq.(65) esta descrita na Eq.(67), descrita logo a seguir:

Dif (|SMA>> |S,“B>) = T(‘SILA>7 NOT(|S#B>)’ ’O>) =
=T ((\/x—1\1> + VT —21]0) ® (Vui]0) + /1 —1)[1) ® \0>))
= (V1I=213/1=351[010)+(v1=21y/y1|000)+(v/Z 11/ 1= [111)+(v/211/51]100))  (67)

Portanto, executando uma operacao de medida sobre o terceiro qubit no estado
(|1)), a primeira componente de um estado quantico final, que esta expressa pela
Eq. (60), provem a saida com probabilidade pp;s(1) = z1 — z1 - y1. Analogamente, um
operacao de medida sobre o terceiro qubit no estado (|0)) pela Eq. (60), retorna uma
saida com probabiliade pp;f(0) =1 — z1 + 1 - y1.

Nos mesmos termos pode ser expandida a Eq.(66).
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4.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo estd definido o estado de um registrador quantico, |s;) =

1 — pa(:)[0) + v/pa(x:)|1)], denominado estado fuzzy classico. Também s&o
demonstradas as principais interpretacoes para operagoes sobre conjuntos fuzzy via
computagao quantica interpretagao de conjuntos fuzzy pela superposicao de conjun-
tos fuzzy classicos associados a estados quanticos.

Operagdes de complemento, multiplicagdo, soma probabilistica, implicacao,
coimplicagao, diferenga e codiferenga sdo modeladas, respectivamente, pelos ope-
radores NOT, AND, OR, IMP, COIMP, DIF e CODIF. As interpretacoes para
operacdes sobre conjuntos fuzzy sao obtidas através das transformacoes quanticas.

Ainda foi retratada a operagao de medida, sobre o terceiro qubit de um operador,
onde pode estar no estado (|1)) provendo a saida com uma probabilidade para o grau
de pertinéncia de um elemento em relagao a operagao executada, ou pode estar no
estado (|0)) com o complemen to para o grau de pertinéncia.



5 INTERPRETACAO DA LOGICA FUZZY INTUICIONISTA
VIA COMPUTAGAO QUANTICA

Neste capitulo, considera-se primeiramente a descricao de Conjuntos Fuzzy In-
tuicionistas (C'FIs), através do ponto de vista da C@Q, embasado no trabalho de
interpretacdo de CF via CQ introduzido por Mannucci (MANNUCCI, 2006), esten-
dido por Maron et. al. (MARON et al., 2012; VISINTIN et al., 2012; MARON et al.,
2013) e mais recentemente, estudado por outros pesquisadores do grupos GPMFFM
e LUPS (VIEIRA, 2015; AVILA et al., 2015).

Nesta proposta de estensao dos C'F' considerando uma abordagem fuzzy intui-
cionista, consideram-se também representacoes das operacoes de complemento,
interseccao e unidao sobre C'FIs usando operadores da C'@Q. A partir destes,
apresentam-se as descri¢coes dos operadores de implicagao, coimplicacao, diferenca
e codiferenga.

Também sao ilustrados os circuitos quanticos e inclusas tabelas para
representacao da evolugao temporal dos correspondentes estados quanticos confi-
gurando a descricao da memoria apicada em cada um do operadores modelados.

5.1 Interpretando CFls via Estados Quanticos

Nesta interpretacdo, cada C'F'I indicado por A; esta definido pelas fungoes de
pertinéncia e nao-pertinéncia su4,, v, : x — U, respectivamente.

E, para cada x € X # (), a modelagem de um elemento & = (u4,(x),va,(x)) € A;
é definida por um par de registradores quanticos (|S,,, ), |5, )), contendo em seu
primeiro componente a descrigao 14, (x) do grau de pertinéncia de x em A; e, em seu
segundo componente uma descricdo do grau de nao-pertinéncia v4,(x) de x em Aj.
Assim, tem-se que um valor intuicionista = é representado pelo par de registradores:

71 = (181800, ) = (Wi 1L /1= i, G010 i G011 + /1= w4, 010) ) (69

E, operacdes fuzzy intuicionistas aplicadas sobre 7 sdao entdao modeladas através
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de transformagdes quanticas.

Seja subconjunto X’ # () com cardinalidade N, |X| = N. Sejai € Ny = {1,2,...,N}
um conjunto de indices. As fungdes de pertinéncia e de ndo pertinéncia pia,,va, : X —
U associam a cada x; € X os correspondentes graus de pertinéncia e nao pertinéncia
de um valor fuzzy intuicionista #; € U onde:

T = (pa, (), va, (%)) = (210, 22:), Vi € Ny
Numa abordagem intuicionista e multidimensional para os sitemas fuzzy, tem-se na
sequéncia a definicao conjunto fuzzy intuicionista classico multidimensional:

Definicao 15. Um conjunto fuzzy intuicionista classico (CFIC) de N-qubits é um
par de estados quénticos N -dimensional, indicado por |S4,) e descrito por um par de
registrados, cujos componentes sao definidos pelo produto tensorial a sequir:

(1S4, H0s,) = | R V=1, Glopv/ma, G0 | Q) [V I=w0, () 0) 4w, \1]>

<i<N 1<i<N

satisfazendo a condi¢go de normalidade jua,(x;) + va,(x;) < 1.

De acordo com a Definicao 15, se um CFI A; gerado por indexadores em Ny,
tem-se que cada CFIC de N-qubits € descrito por um par de estados quanticos N-
dimensionais de acordo com a Eq.(69). A aplicacao de uma fungao f; para cada
elemento em um conjunto-imagem f;[X] define um novo estado quéantico escrito por
um operador quantico multi-qubit.

Observagao 3. No caso de N;, observa-se que um CFI A; unitario, cujo valor intui-
cionista = (ua,(x1),va,(x1)) = (21, 22) esta associada aos estados quanticos corres-
pondentes ao par de registradores dados na Eq. (68).

Observacao 4. No caso de N,, tem-se que ji4,(x;) = 15, va,(x;) = x2s € U — {0, 1},
consistindo num par <|S#A1>> |5uA,>) de registradores em superposicdo de estados
quanticos bi-dimensional dados pelas expressoes:

[Sua,) = (VEn[1) + V1 —20]0) ® (Vr|l) + V1 — 21(0))

—\/ 1 —[EH)(I — T2 |00>+\/ 1 — T11 .1712’01 —|—\/.I'11 1 — T2 |1O +\/$11$12|11>
1904, = (V&2 (1) + V1 = 221]0)) @ (VT2[1) + V1 = 22]0))

—\/ 1 —1'21)(1 — X292 |00> \/ 1—1’21 (L’QQ|01 + vV T21 1—51722 |10 +\/Z'21.1'22|11>.

Portanto, para um CFIs A; gerado por N,, uma base candnica ortonormal em
@NC x ®@NC denota um par de registradores quanticos classicos de N-qubits, signifi-
cando que cada par (1.4, (x;), va,(x;)) € U a Eq.(69) representa um dos n valores fuzzy
intuicionistas correspondentes.
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Nas préximas secoes, considera-se o caso N, simplificando a expressao pelo pro-
duto tensorial de operadores de 1-qubits ( f; resulta do produto tensor de operadores
uni-idimensioniais). Entretanto, esta representacoa poderia ser generalizada para o
caso N,,.

A seguir, tem-se a interpretando de operagdes entre CFls via transformagodes
quanticas.

5.2 Operacao de Complemento de um CFl via CQ

Para a interpretacao das operacdes entre conjuntos fuzzy intuicionistas através da
computagao quantica, que serao apresentadas nas proximas subsecoes, considera-
remos a mesma definicdo de CFls A; e B;. Dados A; e B; CFls respectivamente
definidos por ji4,(x) = x1, va,(x) = z2 € up,(x) = y1, vp,(X) = yo para todo x € X.
Considerando os pares de registradores quanticos nas Eqgs. (70) e (71), temos:

1S40 = (1904, 0:150,,)) = (Vi) + VI =210}, /sl 1) + VT =22]0)  (70)
1.0 = (IS0, 1S0s,)) = (VIID + VI =1l0) Val1) + VI=el0))  (71)

O operador de complemento NOT; de um CFI A; é dado por:
S4) = NOT, (!SM,% !SVA,>) . (72)

Considera-se a seguir a representacao da negacgao padrao fuzzy intuicionista de
acordo com Eq.(68), interpretando o complemento A’ de A,.

Teorema 1. O operador de complemento NOT; de um CFI A; é dado por:

1S, = NOT; (1S):1504,)) = (180,05 15a,) ) - (73)

Proof. Pela Eq.(28), A} = {(x, Ns;(x1,x2) = (w9, 21)): x1 + 22 < 1}. Assim, tem-se que
1S,y = (I8 180, )) = (V1D + VT =20, Vi) + vVI=2110)) = (1S0s,): IS0, )

sempre que pa,(x) = x1, v4,(x) = 2, para todo x € y. O

Indica-se por NOT;™¥) a iteragao do operador complemento, negando simultane-
amente todos os qubits de um estado quantico N-dimensional (superposicao de N-
qubits).

Proposicao 3. Seja o estado quantico descrito pela como descrito em Eq.(69), entao
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tem-se a sequinte expressao para o operador N or,M):
NOT™(1S4,)) = NOTY(1S,4,): S04,)) =

= (@ VI, )0V G | Q) [\/1——%[<x‘i>|o>m/uT<xi>u>}) (74)

<i<N 1<i<N

Proof. Segue diretamente da Definicao 15. O

5.3 Operacao de Interseccao entre CFls via CQ

Consideram-se os CFls A; e B;, ambos definidos poelas fungdes de pertinéncia
e nao-pertinéncia a,,va, : x — U, sendo pa, (x) = z1, va,(x) = 25 € pp,(x) = y1,
vg,(x) = y, para cada x € X onde <]SHAI>, ]SVAI>> : <|5u31>7 |SVBI>) e os pares de
registradores quanticos dados pelas Egs. (70) e (71), representando os GP e GNP de
um elemento x; € y referentes aos CFls A; e By, respectivamente.

A interseccao entre os CFls A; e B; (A; N B;) € modelado pelo operador AN D;
descrito logo a seguir:

|SAImBI> = AND; (|SMAI>7 ’SVAI>7 ‘SNB1>? |SVBI>? |O>7 |O>) . (75)

As propriedades de linearidade e distributividade do protudo tensorial preservam a
representabilidade do conectivo fuzzy intuicionista AN Dy, ou seja, cada CIFC |S4,n5,)
€ definido por pares de registradores <|SMAIHBI>7 |S,, ) sendo cada componente
correspondendo as relagoes de pertinéncia e a ndo-petinéncia, respectivamente.

O proximo teorema prové a expressao para representacdo do operador de
interseccao entre os CFIs A; e By.

AIﬁBI>

Teorema 2. Sejam (]SMAI>, ]SVAI>> : (|S,LBI>, |SVBI>) 0s pares de registradores
quanticos dados pelas Eqs. (70) e (71). A expressdo para interpretacao do ope-
rador de interseccdo entre os CFIs A; e B; e dada pelo par de registradores
(|SMAIQBI )3 1S4, 08, )) cujos componentes sdo definidos pelas seguintes expressoes:

Siunrmy) = M7 0 ANDY? (18,0, 180,11 um, 10,0, 10).10)) (76)
Suayny) = M 0 ORZ (18,4 1,183, 05 1Sum, )5S, )+ 10,10 ) (77)
E, as correspondentes expressoes para os CFls complementares:

|SH(AIQBI)/> = M(? © ANDLS’S (|S#AI>7 |SI/AI>7 |SMBI>> |SVBI>7 |0>7 ‘0>) ) (78)

Suiaynpy) = M§ 0 ORP (1S, ), 180,085,515, ), 10),10)) (79)

Proof. Na sequéncia, consideram-se os operadores fuzzy das Egs.(58) e (59).
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(i) Seja o operador AN D"*° expresso através do operador Toffoli 17, . Entao, tem-se
que:
ANDY (180,181,051 s, )+ S0, 0,10}, 10) ) =
= T (1S4, )+ S04, )+ S s 1S, ) 10),10))
—| (VI=2110) & (vI=23/0) +yE2 1) @/ 1= |0)@ (v T=1[0) + VG211))
+ (VIZail0) @ (VI=aal0) + vEzl1)) @ Vi) @ (v1-5sl0) + vfal1)))
+ (Va1 ® (VIZEl0) + 3l1)) © Vimui]0) @ (vI=gl0) + vizl1))] ©l00)
+ (VaTIL) & (VI=al0) + vEal1) @ Vi1 @ (v/1=4l0) + vfil1))) @ [10).(80)

Portanto, executando o operador de medida M? no estado quantico da Eq. (80),
ou seja, sobre o quinto qubit no estado |1), tem-se o registrador de saida:

Suayns,) =V @11 = 22)y1(1 = ¥2)[101010) + /212991 (1 — 32)[111010)+

\/$1$2y1y2|111110 + .’El 1 — X9 y1y2|101110 (81)

A correspondente probabilidade panp(1) = x1-y1, €xpressa o grau de pertinéncia
de um elemento x; no CFI A; N By, ou seja, panp(l) = pa,ng, (X:)-

Analogamente, a medida M no estado quantico da Eq. (80) retorna o registra-
dor:

|SH(AImBI)’> =

=/ (1 —21)(1 — 29)(1 — y1)(1 — %2)]000000) + /(1 — 21)(1 — 22)(1 — y1)32)|000100)
+/(1 — z1)z2(1 — 1) (1 — 2)][010000) + /(1 — 21)z2(1 — y1)y2|010100)
+v/ (1 — 21)(1 — 29)y1(1 — 12)[001000) + /(1 — 21)(1 — 22)1192/001100)
+/(1 = 1) 22y1 (1 — 42)[011000) + /(1 — 1) Z211y2]011100)
+/21(1 — 22)(1 — 1) (1 — 2)[100000) + /21 (1 — 22)(1 — y1)y2|100100)
+/z122(1 — 1) (1 — 42)[110100) + /z122(1 — y1)y2]110000). (82)

com probabilidade panp(0) = 1 — 2 - 31, expressando o complemento do grau de
pertinéncia de x; no CFI (A; N By)', ou seja, panp(0) =1 — p14,n5,(x;) OU ainda
panp(0) = pans,y (Xi)-

Assim, pelas Egs.(81) e (82), tem-se que [S,, ., ) = AND(|S.,,),[Sus,), OU
ainda:

AND<|S,LL |S,LL \/ IU’AIQB] XZ |1 + \/ 1_ /JLAIOB[ X’L |0 (83)
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(i) Da mesma forma, pela Eq.(88) considera-se o operador OR**S(|S,, ),1S., ))
através da composigao dos operadores: NOT**, Toffoli T3, e NOT® (negando
somente o sexto qubit). Entao, tem-se que —REFAZER:

OR (1800,0: 101, )+ 1S, ) 1S, ). 10),10) ) =
= NOT**¢ o %460 NOT** (1,11, }: S04,)+ 15, )+, )+ 10).10) )
= NOT** o 7246 (|5, ), NOTS,,, ), |Sys, ), NOT|S,,, ), 10),10))
—((VI=2110) + VEr )W T=z 1)@ (Vi—y1]0)+ i 1))@ v/ T=psl 1) @[01)

+| (VImz0)+ v D)@ T=z3l 1)@ (V=9 10)+ i 1) @1f:10)

+ (VI=2110) + VA1) @4AEI0)@ (V=91 ]0)+ i 1)@y T-p:1))

+ (VI=21]0)+ AT 1)@ 6/A10) @ (Vi= 00+ VA1) @fil0) | @ J00).  (84)

Portanto, executando uma operagao de medida no estado quantico da Eq. (84),
sobre o sexto qubit no estado (|1)), tem-se que resulta no registrador de saida:

1Sva,08,) =
=21 (1 — 29)y112)[000001) + /(1 — 21)(1 — 25)(1 — y1)y2)[000101)
+/ (1 — 21)x2(1 — y1)(1 — 12)[010001) + /(1 — 21)22(1 — y1)y2/010101)
/1991 (1 = 12)[001001) + /(1 — 1) (1 — 22)142/001101)
/(1 = 21)2ay1 (1 — 12)]011001) 4+ /(1 — 1) 22y1y2|011101)
/71 21y2) [100001) + /71 (1 — 22) (1 — y1)y2|100101)
v/ x129(1 — 1) (1 — 42)[110101) 4 /2129(1 — 31)32|110001). (85)

com probabilidade por(1) = z2 +y2 — 2 - y2, provendo uma interpretagdo do grau
de nao-pertinéncia de x € x no CFI A; N By, ou seja, por(l) = va,ne, (xi)-

Analogamente, um operacao de medida no estado quantico da Eq. (84), sobre o
sexto qubit no estado (|0)) pela Eq. (96), retorna o estado:

|Sua,nmpy) =V (1=1)(1=2)(1=y1) (1-y2)|010100) + /(1—1)(1—2)(y1)(1~y2)|011100)+

V(@1)(1=22) (1—y1) (1—y2)[110100) + /(z1)(1—22) 1) (1—y2)|111100)
(86)

com probabilidade por(0) = 1 — x5 — Y2 + 22 - Y2, provendo uma interpretagao
do complemento da ndo-pertinéncia de x; no CFI (A; N By), ou seja, por(0) =
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1-— I/AIQBI (Xi)-

Assim, pelos resultados em Eqgs.(81),(82) e Egs.(85),(86), tem-se que

1Sa10:) = (1S, 1Sncasnnp) ) + (IS s (S, ) ) -
Portanto teorema é verificado. O

Os resultados descritos no Teorema mostram que a interpretacao da LF| baseada
em CQ, preserva a representabilidade dos conectivo fuzzzy intuicionista AN D.

5.3.1 Circuto Quantico de Representacao Grafica do Operador AN D;

O operador AND; dado pela Eq. (75) esta graficamente descrito pelo circuito
quantico da Figura 6. Neste contexto, ao final da execugdo, os quatro primeiros re-
gistradores retornam aos correspondentes valores no estado inicial.

Sia, )=

Sua, )=

Sup, )~

0 b (A
0 D—x

Figura 5: Circuito quantico referente ao operador AN D;

A expansao dos estados quanticos que interpretam a evolugao temporal da
aplicacao do operador AND; (de T0 a T4) descrevendo todos os coeficientes (va-
lores de memoria) ndo nulos do total de (2° = 64) registrados que compdem a base
computacional, esta apresentada nas colunas da Tabela 1. Em especial, salienta-se
que a medida resulta em um estado adicional (7°5), brevemente descrito em equagoes
anteriores, Eq.(80) e Eq.(84).

Nesta descricao, verifica-se facilmente que o estado quantico descrito pela Eq.(80)
corresponde a soma dos coeficientes dos registradores que contém |1) no quinto qu-
bit, na coluna T4. De forma analoga, a expansao da Eq.(84) é dada pela soma dos
coeficientes dos registradores que contém |0) no quinto qubit, da mesma coluna T'4.



Tabela 1: Evolugao temporal dos estados do operador AN D,
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Memoéria T0 T1 T2 T3 T4

V(I —a2l)- /(1 —22) - /(1 —yl)- /(1 —y2) | 000000 | 000000 | 010100 | 010101 | 000000
VI =21) /(1 —22)- /(1 —yl) V2 000100 | 000100 | 010000 | 010000 | 000101
VI =z2l) - /(1= 22) - VT - /(1 - y2) 001000 | 001000 | 011100 | 011101 | 001000
VI —2l) - /(1 —22) VYl V/y2 001100 | 001100 | 011000 | 011000 | 001101
VA =21) Va2 /(1 —yl) - /(1 —y2) 010000 | 010000 | 000100 | 000100 | 010001
(1—al)- Va2 /(1 —yl) - /42 010100 | 010100 | 000000 | 000000 | 010101
(1—al)- Va2 -yl - /(1 —y2) 011000 | 011000 | 001100 | 001100 | 011001
(1—21) Va2 -yl - /42 011100 | 011100 | 001000 | 001000 | 011101
Val-/(1—=22) /(1 —yl)- /(1 —y2) 100000 | 100000 | 110100 | 110101 | 100000
Val-/(1—22) /(1 —yl)- 42 100100 | 100100 | 110000 | 110000 | 100101
Vol /(1 —22) -yl - /(1 —92) 101000 | 101010 | 111110 | 111111 | 101010
Val- /(1 —22) -yl - 92 101100 | 101110 | 111010 | 111010 | 101111
Val Va2 /(1 —yl)- /(1 —y2) 110000 | 110000 | 100100 | 100100 | 110001
Vol -V22- /(1 —yl) - 92 110100 | 110100 | 100000 | 100000 | 110101
Vol -Va2 -yl - /(1 —y2) 111000 | 111010 | 101110 | 101110 | 111011
Vol - Va2 -yl - /g2 111100 | 111110 | 101010 | 101010 | 111111
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5.4 Operacao de Uniao entre CFl via Operadores da CQ

Consideram-se os CFls A; e B;, ambos definidos poelas fungdes de pertinéncia
e nao-pertinéncia pa,,va, : X — U, sendo ta,(X) = x1, va,(x) = 29 € g, (X) = v1,
vp,(x) = y, para cada x € X onde (]SMAI>, |SVAI>> : (|5u31>7 |SVBI>) e os pares de
registradores quanticos dados pelas Eqgs. (70) e (71), representando os GP e GNP de
um elemento x; € y referentes aos CFls A; e By, respectivamente.

A uniao entre os CFls A; e B; (A; U B;) é modelado pelo operador OR; conside-
rando os pares de registradores <|SMAI>, |SVAI>> : (\5u31>a ]SVBI>> e (|0),10)):

|Sa,uB;) = ORy (‘SNA1>7 |SVAI>’ |SMBI>7 |S’/BI>7 10), |0>> : (87)

As propriedades de linearidade e distributividade do protudo tensorial preservam a
representabilidade do conectivo fuzzy intuicionista OR;, ou seja, cada CIFC [S4,u5,) €
definido por pares de registradores (|Sm,>> |SVAI>>, sendo cada componente corres-
pondendo as relagdes de pertinéncia e a nao-petinéncia, respectivamente.

O proximo teorema prové a expressao para representacao do operador de uniao
entre os CFIs A; e By.

Teorema 3. Sejam (]S,MI>, 1S4, )) A\ [Sus, ) [Svs, >) 0s pares de registradores

quanticos dados pelas Egs. (70) e (71). A expressao para interpretacao do operador

de unido entre os CF'Is A; e B; e dada pelo par de registradores (\S#AIUBI )3 1Sva, 0, >>
cujos componentes sdo definidos pelas seguintes expressées:

Siungom) = M7 0 OB (180,104, )+ Sy, )51, )+ 10),10) ) (88)

Suasuny) = MP 0 AND® (18, 1,180}, Sy, ), 10, )+ 100, 10) ) (89)

Considerando os respectuvas CFls complementares, tem-se que:
|S#(AIUBI)/> = Mg o OR17375 <|S#AI>7 |SVAI>7 |S#B1>7 |SVBI>> |0>7 ‘O>) ) (90)
Suiagompy) = M§ © ANDP (1S, 0,150, )+ Sy, )+ |Svm, )1 10),10)) (91)

Proof. Na sequéncia, consideram-se os operadores fuzzy das Egs.(58) e (59).

(i) Seja o operador OR'*5 expresso através da composicdo dos operadores: NOT'3,
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Toffoli T}, @ NOT® (negando somente o quinto qubit). Entao, tem-se que:

ORY™ (1S, )+10,): 1Syn, )+ |, ). 100, 10) ) =
= NOT"* 0 T4 0 NOT™ (18,1, )1 1Sua, )+ 1Sus, s [Sum, )+ 10),10) )
= NOT*3 o T4 (NOT|S,,,),1S0,,) NOT Sy, 150, ), NOTI0), [0))
~((VI=m )@ WaEl )+ T=a 0) (Vi 1)@/ Tp210)+ V1)) 2100)

| (VImo1 ) @ sl 1)+ T=22 0)0110)) 8/ T=32[0) +14211)))

+ (VE110)) @3] ) +-v T3] 0) 21/ 510D @/ T3 0)+ 211))

+ (Erl0) @2l 1+ T=z2l0) @ (Vi 1)@ ( T=3l0)+ V211))) | @ [10492)

Portanto, executando o operador de medida M? no estado quantico da Eq. (92),
ou seja, sobre o quinto qubit no estado |1), tem-se o registrador de saida:

|Suagom ) =
=v/21(1 — 22)5192)|000110) + /(1—21) (1-22) (1) (1-42)[100010)
/(1) (1=22) (1—y1) (1—12)[001010) + /(1) (1—22) 1) (1—2)]|000010)
+v/ 212991 (1 = 12)[010010) + /(1 — 1) (1 — 22)192[100110)
+\/(1 — 21)32y1 (1 — 42)[110010) + \/mllmllw
/71 293192)[010110) + /71 (1 — 22) (1 — y1)y2|001110)
/7125 (1 — 1) (1 — 42)]011010) + /2122(1 — 171 )y2|011110). (93)

A correspondente probabilidade por(l) = =1 + y1 — 21 - y1, €Xpressa o grau de
pertinéncia de um elemento x; no CFI A; U By, ou seja, por(l) = pa,us, (Xi)-

De maneira similar, a medida M no estado quantico da Eq. (92) retorna o regis-
trador

|S”(AIUBI)’> :\/(1—x1)(1—x2)(1—y1)(1—y2)|101000) + \/(1 — l‘l)(l — 1‘2)(1 — yl)y2)|101100>+

V(1 —z1)z9(1 — y1)(1 — y2)|111000) + /(1 — z1)z2(1 — y1)y2/111100)
(94)

com probabilidade por(0) = 1 — 21 — y1 + x1 - 11, €xpressando o complemento do
grau de pertinéncia de x; no CFI (A;U By)', ou seja, por(0) = 1 — pia,u8,(x;) ou
ainda por(0) = p(a,uB,y (i)
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Assim, pelas Eqgs.(93) e (94), tem-se que S, 5,) = OR(|Su,4,): [Sus, ), OU @inda:
OR(’SMA ’SM V /’LAIUBI Xi |1 +v1- HAuB, (XZ)|O> (95)

(ii) Da mesma forma, pela Eq.(96) considera-se o operador AND**S(|S,, },1S., ))
através de calculos similares:
AND* (180,101, 0+ s, )+ S0, 1,10}, 10) ) =
= T84 (1Sn,: 190, ) S s 1S, ), 109, 10))
= ((VI=2210) + V1) o (VI=w2l0)@ (Vi=310) + VErI1)@(v/1-12[0))
+ (VI=2110) + a1l1) @ (VIZ22]0) © (Vi) + varl1) © (vial1)))
+ (VI=110) + VA1) © (VA1) © (Vi=ul0) + Vail1)) @ (v/I=pa0))] @100)
+ ((VIZ2110) + vE111) © (vEzl1) @ (Vi=inl0) + vail1) @ (vizl1)) @ [01)(96)

Portanto, executando uma operagao de medida no estado quantico da Eq. (96),
sobre o sexto qubit no estado (|1)), tem-se que resulta no registrador de saida

VAIUBI \/ ]. — I x2y1y2\011101 + \/ Ill’g 1 — U1 y2’110101

VI1Z2y1y2|111101) + /(1 — 21)22(1 — y1)y2/010101) (97)

com probabilidade panp(1) = xo - y2, provendo uma interpretagcdo do grau de
nao-pertinéncia de x € xy no CFI A; U By, ou seja, panp(1l) = va,us, (xi)-

Analogamente, um operacao de medida no estado quantico da Eq. (92), sobre o
sexto qubit no estado (|0)) pela Eqg. (96), retorna o estado

[Suyomy) =
=21 (1 — 22)192)[101100) + /(1 — 1) (1 — 23)(1 — y1)y2)|000100)
/(1= a1)a2(1 = y1) (1 = 42)[010000) + /(1 — 1) (1 — 22)(1 = 1) (1 — 42)[000000)
+y/m1mays (1 = y2) [111000) + /(1 — 1)(1 — 22)192|001100)
/(1 — 1) 291 (1 — 92)[011000) 4+ /(1 — 21)(1 — ) y1 (1 — 12)[001000)
+\/9[71(1 — x2)y1(1 — y2)[101000) + \/1?1(1 — 2)(1 — y1)(1 — y2)[100000)
+/x122(1 = 1) (1 — 12)]110000) 4+ /71 (1 — 22)(1 — y1)y2|100100). (98)

com probabilidade panp(0) = 1 — x5 - yo, provendo uma interpretagdo do com-
plemento da ndo-pertinéncia de x; no CFI (A; U By), ou seja, payp(0) =

1 — va,uB, (%)
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Assim, pelos resultados em EQs.(93),(94) e Eqgs.(97),(98), tem-se que

1Sa0m) = ((ISungom ) 1Scasomn) ) » (1Sva0m s 1S0ayim)) )

Portanto teorema é verificado. O

Os resultados descritos no Teorema mostram que a interpretagao da LFI baseada
em CQ, preserva a representabilidade dos conectivo fuzzzy intuicionista OR;.
5.4.1 Circuto Quantico de Representacao Grafica do Operador OR;

O operador OR; dado pela Eq. (87) esta graficamente descrito pelo circuito
quantico da Figura 6. Neste contexto, ao final da execucao, os quatro primeiros re-
gistradores retornam aos correspondentes valores no estado inicial.

Sua,) *—
Supy ) E 4 E

|Sug, ) >—
0 B—{x]

| 0 (

Figura 6: Circuito quantico referente ao operador OR;

A expansao dos estados quanticos que interpretam a evolugao temporal da
aplicacao do operador OR; (de T0 a T4) descrevendo todos os coeficientes (valo-
res de memoria) ndo nulos do total de (2° = 64) registrados que compdem a base
computacional, esta apresentada nas colunas da Tabela 2. Em especial, salienta-se
que a medida resulta em um estado adicional (7°5), brevemente descrito em equagoes
anteriores, Eq.(93) e Eq.(94).

Nesta descricao, verifica-se facilmente que o estado quantico descrito pela Eq.(93)
corresponde a soma dos coeficientes dos registradores que contém |1) no quinto qu-
bit, na coluna T4. De forma analoga, a expansao da Eq.(94) é dada pela soma dos
coeficientes dos registradores que contém |0) no quinto qubit, da mesma coluna T'4.
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Tabela 2: Evolugao temporal dos estados do operador OR;

Memoria T0 T1 T2 T3 T4
V(1 —21)-y/(1—22)- /(1 —yl)-+/(1—y2) | 000000 | 101000 | 101010 | 000000 | 000000
VI —a2l) /(1 —22) - /(1 —yl)- 42 000100 | 101100 | 101110 | 000100 | 000100
VI —al) /(1 —22) oyl - /(1 —y2) 001000 | 100000 | 100000 | 001010 | 001010
VI —a21) /(1 —22) -yl - g2 001100 | 100100 | 100100 | 001110 | 001110
VI —21) Va2 /(1 —yl) - /(1 —y2) 010000 | 111000 | 111010 | 010000 | 010000
V(I —2l) Va2 /(1 —yl) - Vy2 010100 | 111100 | 111110 | 010100 | 010101
V(I —21) - Va2 yl - /(1 —y2) 011000 | 110000 | 110000 | 011010 | 011010
V(1 —21) Va2 \yl - 2 011100 | 110100 | 110100 | 011110 | 011111
V(1 =22) /(1 —yl) - /(1 —y2) 100000 | 001000 | 001000 | 100010 | 100010
V(I =22) - /(1 —yl) - Vy2 100100 | 001100 | 001100 | 100110 | 100110

Vvl

Val-/(

Vol (0 —22) iyl - /(- y2) 101000 | 000000 | 000000 | 101010 | 101010
Vol (0 —22) ul -2 101100 | 000100 | 000100 | 101110 | 101110
Vol Va2 (L —yl) - /(T — 2 110000 | 011000 | 011000 | 110010 | 110010
Vol Va2 T —yl) -2 110100 | 011100 | 011100 | 110110 | 110111
Vol Va2 -yl - /(L= 42) 111000 | 010000 | 010000 | 111010 | 111010
Vol Va2 yl 2 111100 | 010100 | 010100 | 111110 | 111111

5.5 Operacao de Implicacao entre CFl via CQ

Consideram-se os CFls A; e B;, ambos definidos poelas fungdes de pertinéncia
e nao-pertinéncia jia,,va, : x — U, $endo g4, (x) = x1, va,(x) = 25 € ug,(x) = y1,
vp,(x) = y, para cada x € X onde <]S#AI>, ]SVAI>> : (]S,LBQ, \SVB)) e os pares de
registradores quanticos dados pelas Egs. (70) e (71), representando os GP e GNP de
um elemento x; € y referentes aos CFlIs A; e By, respectivamente.

A implicacao entre os CFls A; e B; (A; — B;) € modelado pelo operador IM P;
considerando os pares de registradores <|SﬂAI>, |SVAI>> , <|5u31>» \SVBI>) e (|0),10)):

Sarszy) = IMPr (1800, 1S00,)51Sum, ) 1Sus, 0,10}, 10)) (99)

As propriedades de linearidade e distributividade do protudo tensorial preservam a re-
presentabilidade do conectivo fuzzy intuicionista I M Py, ou seja, cada CIFC |S4,5,) €
definido por pares de registradores (]SMI>, ]SVAI>>, sendo cada componente corres-
pondendo as relagdes de pertinéncia e a ndo-petinéncia, respectivamente.

O proximo teorema prové a expressao para representacao do operador de uniao
entre os CFIs Ay e By.

Teorema 4. Sejam (|S.,,),50.,) ) (|Sus,):155,)) ©Os pares de registradores
quanticos dados pelas Egs. (70) e (71). A expressao para interpretacao do operador
de uniao entre os CF1s A; e Br e dada pelo par de registradores <|SMAI—>BI )5 1Sva, s, ))
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cujos componentes sdo definidos pelas seguintes expressoes:

Siuay o) = M7 0 OB (1,00, ): S0, )2 S5, )51, ),10).10)) (100)
Suasany) = ME 0 ANDY (1,00}, 1804, ): S, ), 10, ), 10}, 10)) (101)

Considerando os respectuvas CFls complementares, tem-se que:

Sitcay sy = M3 0 OB (18,040,100, 1815, )+ 10, ), 10),10)) (102)
= M§ 0 AND' (18, )18, 1Sym, )+ |0, ): 100, 10)) . (108)

1Sy )
Proof. A seguir, consideram-se os operadores fuzzy das Egs.(58) e (59).

(i) Seja o operador OR?35 expresso através da composicdo dos operadores: NOT?3,
Toffoli T3, @ NOT® (negando somente o quinto qubit). Entao, tem-se que:

OR (18,1, 1904, )+ 1Sz, )+ 1S, )1 10,10} ) =
= NOT*** 0 723 0 NOT** (18,,,,), 180, ), 1S, s S0, )+ 10),10) )
=NOT** o 7235 (|5, ), NOT|S,,, ), NOT|S,15,), |S0s,), 10),10})
~((VT=2110) + V) e/ Tz 1)@ (Vi—p 1)@ (VEal1) + v/T=p2l0)) ]00)

+ (VIZ2110)+ 1) Tzl @610 (I + v/ 1=3:10))

+ (VI=2110) + VED)2hEI0)@ (Vi—p 1)@Vl + v I-l0)

+ (VI=2110) 4 1)@ 1)@ (10N a2 1) + v/T=3:210))) | @ [10). (104)

Portanto, executando o operador de medida M7 no estado quantico da Eq. (104),
ou seja, sobre o quinto qubit no estado |1), tem-se o registrador de saida:

|S,UAI—>BI>

=/(1 — 1)(1 — 22)y1 (1 — 2)]001010) + /(1 — 21)(1 — 23)y12)|001110)
+/ (1 — 21)x2(1 — y1)(1 — 12)[010010) + /(1 — 21)22(1 — y1)y2|010110)
+v/(1 = 212291 (1 — )[011010) + /(1 — 1) 72y195[101110)
v/ 2129(1 — 1) (1 — 42)[110010) 4 /21 (1 — 2)y13/2|101110)
VT1mo(1 = 41)y)[110110) + /212991 (1 — 32)[111010)

+/T12251Y2|111110) + /21 (1 — 22)y1 (1 — 92)]101010). (105)

A correspondente probabilidade por(1) = x2 + y1 — x2 - y1, €XPressa o grau de
pertinéncia de um elemento x; no CFI A; — By, ou seja, por(l) = pa,—5,(x;).

De modo semelhante, a medida M no estado quantico da Eq. (104) retorna o
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registrador

|Sica, 5y =V (1=21) (1=22) (1-y1) (1-2)|000000) + \/(1—1)(1~22)(1-y1)y2|000100)+

V(@1)(1=22) (1—y1)(1—y2)|100000) + /(21)(1—22))(1—y1 y2|100100)
(106)

com probabilidade por(0) = 1 —x9 —y; + x5 - 1, €XPressando o complemento do
grau de pertinéncia de x; no CFI (A; — By)', ou seja, por(0) = 1 — pa,—5,(x)
ou ainda por(0) = fua,—n,y (X)-

Assim, pelas Eqs.(93) e (94), tem-se que [S,.,, ) = OR([S,,,), |55, ), Ou a@inda:

(|SHAI |SH V :uAI—>BI X |1 + \/1 — HA;—-B; Xl)|0> (107)

(i) Da mesma forma, considera-se o operador AND"“*%(|S,, ),|S,, )) através de
calculos similares:
ANDY (180,181,055, )+ S0, 0,10}, 10) ) =
= T84 (190, 10, ) S s 1S, ). 10),10))
=| (V=m0 @ (vVI=2210)+y&3l1) @ (VI=3nl0)+ Vi) ©v/1=300)
+ (VI=il0) @ (VI=al0) + vEzl1) @(y/T=ml0)+ viil1) @ v l1))
+ (VLI ® (VIZ2l0) + 3l1)) @ (v/I=3l0) + Vi) © Vi=3sl0))] ©100)
+ (varlD) & (VI=mal0)+ Va3l1) © (I=pal0)+yiul1)) @ Vasl1) @ [01).(108)

Portanto, executando uma operagao de medida no estado quantico da Eq. (108),
sobre o sexto qubit no estado (|1)), tem-se que resulta no registrador de saida

VAIHBI =1/ Il ]. — T2 y1y2’101101 + \/],‘1 1— 1'2 ]_ — y1>y2’100101>

VZ1Z2y1y2|111101) 4+ \/x129(1 — 91)y2|110101) (109)

com probabilidade panp(1) = 27 - y2, provendo uma interpretagao do grau de
nao-pertinéncia de x € xy no CFI A; — By, ou seja, panp(l) = va, -5, (i)

De modo parecido, um operacao de medida no estado quantico da Eqg. (108),
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sobre o sexto qubit no estado (|0)), retorna o estado

|SV(A1—>BI)’> -
=V/(1 = 21)(1 = 22)(1 = y1)(1 — y2)|000000) + /(1 — 21)(1 — 22)(1 — y1)y2)|000100)

+/(1 — 21)(1 — 22)y1 (1 — 92)]001000) + /(1 — 21)(1 — 25)y192]001100)

+/(1 = a1)aa(1 = y1) (1 — 42)[010000) + /(1 — 1)x2(1 — y1)42[010100)

/(1 = 21) 2291 (1 — 12)]011000) + /1 (1 — 22)(1 — 1)(1 — 12)|100000)
+/T12991 (1 — 42)[111000) + /125(1 — y1)(1 — y2)|110000)

/21 (1 = 22)y1 (1 — 12)]101000) 4+ /(1 — 1) Z2912|011100). (110)

com probabilidade panp(0) = 1 — x1 - yo, provendo uma interpretagado do com-
plemento da néo-pertinéncia de x; no CFI (A; — B;), ou seja, payp(0) =

]- - VA[—)B[ (Xl)

Assim, pelos resultados em Egs.(93),(94) e Eqs.(97),(98), tem-se que

1Sa18) = ((1S0nrom )+ 1S0a, o))+ (1804, ) (St )

Portanto teorema é verificado. ]

Os resultados descritos no Teorema mostram que a interpretacao da LF| baseada
em CQ, preserva a representabilidade dos conectivo fuzzzy intuicionista I M P;.

5.5.1 Circuto Quantico de Representacao Grafica do Operador /M P,

O operador IMP; dado pela Eq. (99) esta graficamente descrito pelo circuito
quantico da Figura 7. Neste contexto, ao final da execucao, os quatro primeiros re-
gistradores retornam aos correspondentes valores no estado inicial.

A expansao dos estados quanticos que interpretam a evolugao temporal da
aplicacao do operador M P; (de T0 a T4) descrevendo todos os coeficientes (valo-
res de memoria) ndo nulos do total de (2° = 64) registrados que compdem a base
computacional, esta apresentada nas colunas da Tabela 2. Em especial, salienta-se
que a medida resulta em um estado adicional (7°5), brevemente descrito em equagoes
anteriores, Eq.(105) e Eq.(106).

Nesta descricao, verifica-se facilmente que o estado quéntico descrito pela
Eq.(105) corresponde a soma dos coeficientes dos registradores que contém |1) no
quinto qubit, na coluna T4. De forma analoga, a expansao da Eq.(106) é dada pela
soma dos coeficientes dos registradores que contém |0) no quinto qubit, da mesma
coluna 7'4.
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Tabela 3: Evolugao temporal dos estados do operador I M P;
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Memoria T0 T1 T2 T3 T4

V(1 —a21)- /(1 —22)- /(1 —yl)- /(1 —y2) | 000000 | 011000 | 011010 | 000000 | 000000
V(I —21) /(1 —22) - /(1 —yl) - 32 000100 | 011100 | 011110 | 000100 | 000100
VI —2l) - /(1 —22) - VYT - /(1 —y2) 001000 | 010000 | 010000 | 001010 | 001010
VI —al) - /(1 —22) - Vyl - V42 001100 | 010100 | 010100 | 001110 | 001110
VI —21) Va2 /(1 —yl) - /(1 —y2) 010000 | 001000 | 001000 | 010010 | 010010
V(I —21) Va2 /(1 —yl) - y2 010100 | 001100 | 001100 | 010110 | 010110
V(I —2l) - Va2 YT - /(1 —y2) 011000 | 000000 | 000000 | 011010 | 011010
V(L =21) - Va2 -yl - /g2 011100 | 000100 | 000100 | 011110 | 011110
Val /(1 —22) /(1 —yl)- /(1 —y2) 100000 | 111000 | 111010 | 100000 | 100000
Val-/(1—22) /(1 —yl)- 42 100100 | 111100 | 111110 | 100100 | 100101
Val- /(1 —22) -yl /(1 —y2) 101000 | 110000 | 110000 | 101010 | 101010
\/x_l\/(l—xQ)\/ﬁ\/ﬁ 101100 | 110100 | 110100 | 101110 | 101111
Val Va2 /(1 —yl)- /(1 —y2) 110000 | 101000 | 101000 | 110010 | 110010
Val Va2 /(1 —yl)- 42 110100 | 101100 | 101100 | 110110 | 110111
Vol a2yl -/(1 —y2) 111000 | 100000 | 100000 | 111010 | 111010
\/H\/E\/ﬁ\/;ﬁ 111100 | 100100 | 100100 | 111110 | 111111

5.6 Coimplicacao entre CFl via CQ

Consideram-se os CFls A; e B;, ambos definidos poelas fungdes de pertinéncia

e nao-pertinéncia pa,,va,

vp,(x) = y, para cada x € X onde (

registradores quanticos dados pelas Egs. (70) e (71
um elemento x; € y referentes aos CFls A; e By, respectivamente.
A coimplicacao entre os CFls A; e B; (A; + B;) € modelado pelo operador

Sa,): 1501,

(1Ss, )+ 150,

cx = U, sendo pua,(x) = x1, va,(x) = 25 € pp, (x) =

yl;

e 0s pares de
), representando os GP e GNP de
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COIM Py descrito logo a seguir:
Saren,) = COIMPr (IS1,):1S0a,): Sy, )s1um, )+ 10).10) ) (11)

As propriedades de linearidade e distributividade do protudo tensorial preservam
a representabilidade do conectivo fuzzy intuicionista COIM P;, ou seja, cada CIFC
|Sa,<5,) € definido por pares de registradores <|5uA,eB,>a 1Sua, 5, >), sendo cada com-
ponente correspondendo as relagdes de pertinéncia e a nao-petinéncia, respectiva-
mente.

O proximo teorema prové a expressao para representacdo do operador de
interseccao entre os CFIs A; e By.

Teorema 5. Sejam (]S,MI>, ys,,AI>) , (|5u31>7 |SVBI>) 0s pares de registradores
quanticos dados pelas Eqs. (70) e (71). A expressdo para interpretacdo do ope-
rador de interseccdo entre os CFIs A; e B; e dada pelo par de registradores
(|SMAI&BI )3 1Sva, 5, >> cujos componentes sédo definidos pelas seguintes expressoées:

[Shayeny) = MF 0 AND®3 (18,1, 1,180, S, ) 1S5, )+ 10),10)) (112)

Surse,) = MF 0 ORM (18,00, )+ 1Sz, )5S, 11100, 10) ) (113)
E, as correspondentes expressoes para os CFls complementares:
[Sucayspy) = M3 © AND®35 (18,010,104}, 1Sym, s 1S5, )+ 10,10} ) (114)
Suayempy) = MS 0 ORY (18, ),180,,), 1Sus, ) 1Su, ) 10),10) ) (115)
Proof. Na sequéncia, consideram-se os operadores fuzzy das Egs.(58) e (59).

(i) Seja o operador AN D**° expresso através do operador Toffoli 17, . Entao, tem-se
que:
AND23 (180,101, 0+ s, )+ 10,1510}, 10) ) =
= 1% (180,04 150n, )+ s, )+ 1S0m, ) 100, 10))
| (VI=21]0) + Var 1)@ (VI=a3l0) @/ 1= 002 (v T= 30} + V211))
+ (VI=10) + VA1) © (VI@l1) @ Vi1 @ (vI=3a0) + val1)))
+ ((VI=2110) + V11)) @ (vE210)) © vi=31l0) @ (v/1=32l0) + vAI1)))] @100)
+ (VIZ10) + VA1) @ (Ea[1)) @ Va1 @ (v/T=gs[0)+al1)) ©[10).(116)

Portanto, executando o operador de medida M} no estado quantico da Eq. (116),
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ou seja, sobre o quinto qubit no estado |1), tem-se o registrador de saida:

1Spa,ep,) =V (1=21)z2y1 (1-92)|011010) + /(1—21)z2y192|011110)+

\/ $1$2y1(1—y2)|111010> “+ \/ x1x2y1y2)|111110> (117)

A correspondente probabilidade panp(1) = x2-y1, €Xpressa o grau de pertinéncia
de um elemento x; no CFI A; < By, ou seja, panp(1l) = pa,en,(x;).

Analogamente, a medida M no estado quantico da Eq. (116) retorna o registra-
dor:

Sucn o) =
—/(T = 20) (L= 22)(1 = y)(L = 2)[000000) + /(T = 21)(L — 22)(L — y1)3)|000100)

/(1 — 21)(1 — 22)y1(1 — 12)[001000) + /(1 — 21)(1 — 22)y112/001100)

+/21(1 — 22) (1 — 1) (1 — 12)[100000) + /1 (1 — 25)(1 — 11 )12/100100)

+v/21 (1 — 22)y1 (1 — 42)[101000) 4+ /21 (1 — 22)y11/2|101100)

v/ T129(1 — 1) (1 — 92)[110000) 4 /2125(1 — 11)12|110100)

+/(1 = 21)x2(1 — 1) (1 — 12)[010000) + /(1 — 21)x2(1 — 11)12/010100).  (118)

com probabilidade panp(0) = 1 — 25 - y1, expressando o complemento do grau
de pertinéncia de x; no CFI (A; < By)’, ou seja, panp(0) = 1 — pa,«p,(x;) ou
ainda panp(0) = pa, sy (Xi)-

Assim, pelas Egs.(93) e (94), tem-se que |S,
ainda:

= AND(|SMAI>a |SMBI>! ou

AI<—BI>

AND(|Sy4,): 1Suz,)) = Viare s, (x)[1) + v/ = pa, e, (x:)|0) (119)

(i) Da mesma forma, pela Eq.(88) considera-se o operador OR"*(|S,, ), |S.; ))
através da composi¢éo dos operadores: NOT™*, Toffoli T, e NOT"*° (negando
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somente o sexto qubit). Entao, tem-se que:

OR™® (1,1, )+ 10, )+ Sus, )+ 1S, ). 10, 10) ) =
= NOT'"¢ o T4 0 NOT™ (1, ): S04, )+ 15, )+ 1S, )+ 10,10) )
= NOT"6 0 T8 (NOTS,., ), 150, ), Sus, s NOTIS,,), [0), NOTI0) )
(VI D)W T=22]0)+ Va2 1)@ (vA=1]0) + A1) & /132 [1) ©]00)
[ (VImE )W T=2210)+ VEzl1)@(Vi=il0)+ ] 1)@ 1G:10)
+ (VETI0) @ T=22100+ Vil 1)) (V=01 100+ 1) &/ T=35]1)
+ (VEr0) 2 T=m2(0)+ Va2 1) 2 (Vi3 l0)+ Vi1 1)el0)) | @ [o1). (120)

Portanto, executando uma operagao de medida no estado quantico da Eq. (120),
sobre o sexto qubit no estado (|1)), tem-se que resulta no registrador de saida:

1Svayen,) =
:\/(1 — 21)(1 — 22)(1 — y1)y2[100001) + \/(1 — 21)(1 — 22)y192)[101001)

+3/(1 = 21)2a(1 = 41)3o[110001) + /(1 — 1) 72y195[111001)

/21 (1 — 29)y1 (1 — 12)[001101) 4 /21 (1 — 2)y13/2|001001)

+v/z122(1 — 1) (1 — 112)]010101) 4 /2129 (1 — 91)32]010001)

+/T122Y1Y2]011001) 4+ /12991 (1 — y2|011101)

/21 (1=22) (1 — y1) (1 — 92)]000101) ++/z1 (1—25) (1 — y1)y2|000001). (121)

com probabilidade por(1) = x1 + y2 — x1 - Y2, provendo uma interpretagéo do grau
de ndo-pertinéncia de x € x no CFI Ay < By, ou seja, por(l) = va,p,(xi)-

Analogamente, um operagao de medida no estado quantico da Eq. (120), sobre
0 sexto qubit no estado (|0)) retorna o estado:

Sviaymyy) =V (L=anjra(1=y1) (1-y2)[110100) + v/ (1—a1)r2y1 (1—y2)|111100)+

V(1=21)(1=22)(1=y1) (1—42)[100100) + \/(1—21)(1-2) 1) (1—y2)[101100)
(122)

com probabilidade por(0) = 1 — x1 — yo + x1 - Y2, provendo uma interpretagao do
complemento da nao-pertinéncia de x; no CFI (A; + By), ou seja, por(0) =

1 —va,ep,(xi)-
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Assim, pelos resultados em Eqs.(93),(94) e Eqgs.(97),(98), tem-se que

Sare) = (s, 1Suiar o))+ (0aycm ) (S o)) -

Portanto teorema é verificado. O

Os resultados descritos no Teorema mostram que a interpretagao da LFI baseada
em CQ, preserva a representabilidade dos conectivo fuzzzy intuicionista COIM P;.

5.6.1 Circuto Quantico de Representacao Grafica do Operador COIM P,

O operador COIM P; dado pela Eqg. (111) esta graficamente descrito pelo circuito
quantico da Figura 8. Neste contexto, ao final da execucao, os quatro primeiros regis-
tradores retornam aos correspondentes valores no estado inicial.

|Sua,) E - E_
Sua,) @
Sup, )~
Pvey E \ ¢ E_
0 )=E

0 —{x}

Figura 8: Circuito quantico referente ao operador COIM P;

A expansao dos estados quanticos que interpretam a evolugao temporal da
aplicacao do operador COIM P; (de T0 a T'4) descrevendo todos os coeficientes (va-
lores de memoria) nao nulos do total de (2° = 64) registrados que compdem a base
computacional, esta apresentada nas colunas da Tabela 1. Em especial, salienta-se
que a medida resulta em um estado adicional (7°5), brevemente descrito em equagoes
anteriores, Eq.(117) e Eq.(118).

Nesta descricao, verifica-se facilmente que o estado quantico descrito pela
Eq.(117) corresponde a soma dos coeficientes dos registradores que contém |1) no
quinto qubit, na coluna T4. De forma analoga, a expansao da Eq.(118) é dada pela
soma dos coeficientes dos registradores que contém |0) no quinto qubit, da mesma
coluna T'4.
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Tabela 4: Evolucao temporal dos estados do operador COIM P;

Memoria T0 T1 T2 T3 T4
(1—21)-y/(1—22)- /(1 —yl)-+/(1—y2) | 000000 | 000000 | 100100 | 100101 | 000000
L—al)- /(1 —22) /(1 —yl)- 42 000100 | 000100 | 100000 | 100000 | 000101
1—z1) /(1 —22) -yl /(1 —y2) 001000 | 001000 | 101100 | 101101 | 001000
V(@ —22) -yl g2 001100 | 001100 | 101000 | 101000 | 001101

010000 | 010000 | 110100 | 110101 | 010000

—
==
|
N
—
—
S
—
|
<
[\
—

010100 | 010100 | 110000 | 110000 | 010101

<<
‘é“
%

011000 | 011010 | 111110 | 111111 | 011010

011100 | 011110 | 111010 | 111010 | 011111

<Jelerlelele
s

SR
4

V(1 =22) /(1 —yl) - /(1 —y2) 100000 | 100000 | 000100 | 000100 | 100001
V(I =22) - /(1 —yl) - Vy2 100100 | 100100 | 000000 | 000000 | 100101

Vvl

Val-/(

Vol (0 —22) iyl - /(- y2) 101000 | 101000 | 001100 | 001100 | 101001
Vol (0 —22) ul -2 101100 | 101100 | 001000 | 001000 | 101101
Vol Va2 /(L= yl) - /(1 — 2 110000 | 110000 | 010100 | 010100 | 110001
Vol Va2 T —yl) -2 110100 | 110100 | 010000 | 010000 | 110101
Vol Va2 -yl - /(L= 42) 111000 | 111010 | 011110 | 011110 | 111011
Vol Va2 yl 2 111100 | 111110 | 011010 | 011010 | 111111

5.7 Diferenca entre CVI via CQ

Consideram-se os CFls A; e B;, ambos definidos poelas fungdes de pertinéncia
e nao-pertinéncia jia,,va, : x — U, $endo g4, (x) = x1, va,(x) = 25 € ug,(x) = y1,
vp,(x) = y, para cada x € X onde <]S#AI>, ]SVAI>> : (]S,LBQ, \SVB)) e os pares de
registradores quanticos dados pelas Egs. (70) e (71), representando os GP e GNP de
um elemento x; € y referentes aos CFlIs A; e By, respectivamente.

A diferenca entre os CFls A; e B; (A; — B;) € modelado pelo operador DIF;
descrito logo a sequir:

Sar—pr) = DIFL (1Sus,): S0, )1 1S, )+ 1Sum, )1 10),10}) (123)

As propriedades de linearidade e distributividade do protudo tensorial preservam a
representabilidade do conectivo fuzzy intuicionista D1F;, ou seja, cada CIFC |S4,_5,)
é definido por pares de registradores (\SHAFB), \SVAFBJ)’ sendo cada componente
correspondendo as relagoes de pertinéncia e a nao-petinéncia, respectivamente.

O proximo teorema prové a expressao para representagdo do operador de
interseccao entre os CFIs A; e By.

Teorema 6. Sejam ([S., ), S.,) ) (1Sus,) |S,,BI>) 0s pares de registradores
quanticos dados pelas Eqs. (70) e (71). A expressao para interpretacao do ope-
rador de interseccdo entre os CFls A; e B; e dada pelo par de registradores
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<|SHAI—BI 251504, 5, >> cujos componentes sdo definidos pelas seguintes expressoes:
Siuay-y) = M7 0 ANDY (18,00, 1804, )+ S, ) 10, ), 10),10)) 5 (124)
|Sua, 5, ) = M} 0 OR®*S (|SMA,>, |Svay s 1S, )s [Sug, )+ 10), |0>) : (125)
E, as correspondentes expressoes para os CFls complementares:

[Suca, sy} = Mg © ANDY5 (18,0, 18030, 1Sy, ) S0, )+ 10),10)) (126)
vy} = ME 0 O (18,33, 1804,): 1S, s 1S, ), 10),10)) (127)
Proof. Na sequéncia, consideram-se os operadores fuzzy das Egs.(58) e (59).
(i) Seja o operador AN D'*° expresso através do operador Toffoli T}, . Entao, tem-se
que:

ANDY (180,101,051 s, )+ S0, ):10),10) ) =

= T34 (1904,0: 1504, )51 im, )+ 10,100, 10)
—| (VI=21100@ (VI=2210)+v&2[1) @ (v/T=31]0)+ i ]1)) @/ T=32/0)
+ (VI=2110) ® (VI=23/0) + vE2[1) @(v/T=p|0)+ Viil1) @ vz I1))
+ (Va1 @ (VIZ2:00) + sl1)) @ (VI=gl0) + Vi) @ vimgslo)] @lo0)
+ (VEI) ® (VIZml0)+ va2 1)) @ (1= ]0)+fi11) @ VialL) @ [10). (128)

Portanto, executando o operador de medida M} no estado quantico da Eq. (128),
ou seja, sobre o quinto qubit no estado |1), tem-se o registrador de saida:

1Sya, 5,0 =V 21 (1 — 22)19101110) + /21 (1 — 22) (1 — 41| 100110)+
\/$1$2y1y2|111110> + \/ fL‘lfL’Q(l — yl)y2’110110> (129)

A correspondente probabilidade panp(1) = 21 -y9, €Xpressa o grau de pertinéncia
de um elemento x; no CFI A; — By, ou seja, panp(l) = pa, -5, (X;)-

Analogamente, a medida M/ no estado quantico da Eq. (128) retorna o registra-
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dor:

1Svia,_pyy) =
=/ (1 = 21)(1 — 22)(1 — 1) (1 = 2)|000000) + /(1 — 21)(1 — 22)(1 — y1)y)[000100)
+/(1 = 21)(1 — 22)y1(1 — 12)[001000) + /(1 — 21)(1 — 22)y112|001100)
/(1 = 21)m2(1 = 1) (1 — 2)]010000) + /(1 — 21)22(1 — y1)y2]010100)
+/(1 = z1)z2y1 (1 — 12)]011000) + /21 (1 — 22) (1 — 1) (1 — 2)|100000)
/Ty 2971 (1 — 92)|111000) + v/2125(1 — 1) (1 — y2)|110000)
/21 (1 = 22)y1 (1 — 12)]101000) 4+ /(1 — 1) Z2912|011100). (130)

com probabilidade panp(0) = 1 — 1 - yo, €Xpressando o complemento do grau de
pertinéncia de x; no CFI (A; — By)', ou seja, panp(0) = 1 — pa,—p,(x;) ou ainda
panD(0) = pia,—p,y (Xi)-

Assim, pelas Egs.(93) e (94), tem-se que [S,,, , ) = AND(|Su,,),|Sus,), OU
ainda:

AND(‘S# ‘S;L = V MHA;-B; Xz ‘1 + V 1 — MA;—Br Xl |0 (131)

(i) Da mesma forma, pela Eq.(88) considera-se o operador OR**(|S,, ), |S,; ))
através da composicao dos operadores: NOT>?, Toffoli T3, e NOT® (negando
somente o sexto qubit). Entao, tem-se que:

OR* (1S}, Sua, )+ 1S, s S0, ). 10,10} ) =
= NOT?* 0 723 0 NOT** (18,.,,), 180, ): 1Sy, s 1S, )+ 109, 10) )
— NOT?36 o T256 (ys,m ), NOTIS,,, ), NOT|S, ), |S, ), 10), yo>)
~((VT=2110) + V) @ Tzl )@ (Vi=p 1)@ (VBal1) + v/1=p2l0)) ]00)

+ (VImz o)+ D)@y Tz D@10 @ (V1) + v/ 1-5l0))

+ (VI=2110) + VEID)2hEI0)@ (V= 1)@Vl + v/ 1-1l0)

+ (VI=21]0)+ VAT 1)@ (/5 0) @ (0Dl Vi 1) + v/ T=210)) | @ [01). (132)

Portanto, executando uma operagao de medida no estado quantico da Eq. (132),
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sobre o sexto qubit no estado (|1)), tem-se que resulta no registrador de saida:

1Sva,-5,) =

=/(1 — 21)(1 — 22)y1 (1 — 92)]001001) + /(1 — 21)(1 — 22)312)|001101)
+/(1 — 21)x2(1 — y1)(1 — 12)[010001) + /(1 — 21)22(1 — y1)y2|010101)
+v/(1 = 21)zay1 (1 — )[011001) + /(1 — 1) w2y195[101101)
+v/ 122 (1 — 1) (1 — 112)|110001) 4+ /21 (1 — 22)y132]101101)
+V/21@s(1 = y1)y2)[110101) + /712591 (1 — y2)|111001)

+/T1Z201Y2|111101) + /21 (1 — 29)y1 (1 — 112)[101001). (133)

com probabilidade por(1) = 22 +y1 — 22 - y1, provendo uma interpretagdo do grau
de ndo-pertinéncia de x € x no CFI A; — By, ou seja, por(l) = va,—p,(x;).

Analogamente, um operagao de medida no estado quantico da Eq. (132), sobre
o0 sexto qubit no estado (|0)), retorna o estado:

Sua, 5,y =V (1=21) (1=22) (1=y1) (1-92)000000) + /(1—21)(1~22)(1~y1)y2|000100)+
V(1) (1=29) (1—y1) (1—=y2)]100000) 4 /(1) (1—22))(1—y1 Y2|100100)

(134)

com probabilidade por(0) = 1 — 29 — y; + a2 - y1, provendo uma interpretagao
do complemento da ndo-pertinéncia de x; no CF1I (A; — By)', ou seja, por(0) =

1- VAr—B; (Xi) :

Assim, pelos resultados em Egs.(129),(130) e Egs.(133),(134), tem-se que

1Sa1-8) = ((1Say, 0 1Sy oy ) (100 (S )))

Portanto teorema é verificado. O

Os resultados descritos no Teorema mostram que a interpretacao da LF| baseada
em CQ, preserva a representabilidade dos conectivo fuzzzy intuicionista DI F}.

5.7.1 Circuto Quantico de Representacao Grafica do Operador DI F;

O operador DIF; dado pela Eq. (123) esta graficamente descrito pelo circuito
quantico da Figura 9. Neste contexto, ao final da execugao, os quatro primeiros re-
gistradores retornam aos correspondentes valores no estado inicial.

A expansao dos estados quanticos que interpretam a evolugao temporal da
aplicacao do operador DIF; (de T0 a T4) descrevendo todos os coeficientes (valo-
res de memoria) ndo nulos do total de (2° = 64) registrados que compdem a base
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Sup, ) 8
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o
By
R

X}

Figura 9: Circuito quantico referente ao operador DI F}

computacional, esta apresentada nas colunas da Tabela 1. Em especial, salienta-se
que a medida resulta em um estado adicional (7'5), brevemente descrito em equagoes
anteriores, Eq.(128) e Eq.(129).

Nesta descricao, verifica-se facilmente que o estado quantico descrito pela
Eq.(128) corresponde a soma dos coeficientes dos registradores que contém |1) no
quinto qubit, na coluna T4. De forma analoga, a expansao da Eq.(129) é dada pela
soma dos coeficientes dos registradores que contém |0) no quinto qubit, da mesma
coluna 7'4.

5.8 Codiferenca entre CFl via CQ

Consideram-se os CFls A; e B;, ambos definidos poelas fungdes de pertinéncia
e nao-pertinéncia jia,,va, : x — U, $endo pa,(x) = x1, va,(x) = 25 € up,(x) = y1,
vg,(x) = y, para cada x € X onde (|SMAI>, |SVAI>) , (|5u31>7 |SVB,>) e 0s pares de
registradores quanticos dados pelas Eqgs. (70) e (71), representando os GP e GNP de
um elemento x; € y referentes aos CFls A; e By, respectivamente.

A uniao entre os CFls A; e B; (A; —. B;) € modelado pelo operador CODIF;
considerando os pares de registradores ( [S,, ),[5..,) ), <|Su31>v |SVBI>> e (|0),]0)):

Sar-c8;) = CODIF (1S, 1S0s,)s Sy, )s1Svm, )+ 10),10)) (135)

As propriedades de linearidade e distributividade do protudo tensorial preservam
a representabilidade do conectivo fuzzy intuicionista CODIF;, ou seja, cada CIFC
|Sa,—.5,) € definido por pares de registradores <|SHAI), |SVAI>>, sendo cada com-
ponente correspondendo as relagdes de pertinéncia e a nao-petinéncia, respectiva-
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Tabela 5: Evolugao temporal dos estados do operador DI F;

Memoria T0 T1 T2 T3 T4
V(1T —21)-y/(1—22)- /(1 —yl)-+/(1—y2) | 000000 | 000000 | 011000 | 011001 | 000000
VI —a2l) /(1 —22) - /(1 —yl)- 42 000100 | 000100 | 011100 | 011101 | 000100
VI —al) /(1 —22) oyl - /(1 —y2) 001000 | 001000 | 010000 | 010000 | 001001
VI —a21) /(1 —22) -yl - g2 001100 | 001100 | 010100 | 010100 | 001101
VI —21) Va2 /(1 —yl) - /(1 —y2) 010000 | 010000 | 001000 | 001000 | 010001
V(I —2l) Va2 /(1 —yl) - Vy2 010100 | 010100 | 001100 | 001100 | 010101
V(I —21) - Va2 yl - /(1 —y2) 011000 | 011000 | 000000 | 000000 | 011001
V(1 —21) Va2 \yl - 2 011100 | 011100 | 000100 | 000100 | 011101
Val-/(1—22) /(1 —yl)- /(1 —y2) 100000 | 100000 | 111000 | 111001 | 100000
Vvl - \/(1—352) \/(1—y1)~\/y_2 100100 | 100110 | 111110 | 111111 | 100110
Val- /(1 —22) -yl - /(1 —y2) 101000 | 101000 | 110000 | 110000 | 101001
Val /(1 —22) yl-y2 101100 | 101110 | 110110 | 110110 | 101111
Val Va2 /(1 —yl)- /(1 —y2 110000 | 110000 | 101000 | 101000 | 110001
\/ﬁ~\/ﬁ~\/(1—y1)-\/y—2 110100 | 110110 | 101110 | 101110 | 110111
Vol -Vx2 -yl - /(1 —y2) 111000 | 111000 | 100000 | 100000 | 111001
Val - Va2 -yl - g2 111100 | 111110 | 100110 | 100110 | 111111
mente.

O proximo teorema prové a expressao para representacao do operador de uniao
entre os CFIs A; e By.

Teorema 7. Sejam <’SHAI>”SVAI>>7<|S/LBI>7|SVBI>) 0s pares de registradores
quanticos dados pelas Egs. (70) e (71). A expressdo para interpretacdo do
operador de unido entre os CFIls A; e B; e dada pelo par de registradores
(|SMAHBI )5 1Sva, .n, >) cujos componentes sao definidos pelas seguintes expressoes:

Sy = ME 0 ORM (18, 1,180,): 1S, )+ 1S, 0,10}, 10) ) 5 (136)
Suas-emy) = M © AND* (18,1801, 1Sum, ) 1S5, ,10).10)) (137)
Considerando os respectuvas CFls complementares, tem-se que:
Siucar iy = MG 0 OB (18,0,),1804,): Sy, )51, )+ 100, 10) ) (138)
Suiayaspr) = M§ 0 AND® (18,0, ). IS0, )1 S, )+ Sum, ). [00,10)) . (139)
Proof. Na sequéncia, consideram-se os operadores fuzzy das Egs.(58) e (59).

(i) Seja o operador OR'*5 expresso através da composicdo dos operadores: NOT'+#,
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Toffoli T}, e NOT® (negando somente o quinto qubit). Entao, tem-se que:

OR™ (1S, ), Sua, )+ S, s 10, ). 10,10} ) =
= NOT"* 0 T4 0 NOT™ (18,1, ), 1S0s, )+ 1Sis, )+ [Sum, )+ 10),10) )
= NOT*3 0 T4 (NOT|S,,, 0,150, ):|Sus, ) NOTIS,.,, ), NOTI0), [0))
~((VI=a1 1) 2/ T=z2l0)+ V2l 1)@ (VA= |00+ Vi1 1)@/ T2 1) 9]00)
| (VImm D)@/ T=2210)+ Va2 1)@ (V=31 00+ i 11) 2 510)
+ (V10D @/ T=22/0)+ Va2l 1)@ (=91 10)+ Vil 1)@ T=p: 1))
+ (Ve 1)@ T=0)+ Vel 1) (V=g |0)+yi1]1)50510)) | @ [10). (140)

Portanto, executando o operador de medida M} no estado quantico da Eq. (140),
ou seja, sobre o quinto qubit no estado |1), tem-se o registrador de saida:

1Sua—es,)
=/(1 — 21)(1 — 22)(1 — y1)12/100010) + /(1 — 21)(1 — 22)y1%2)|101010)

+/ (1 = 21)x2(1 — y1)y2|110010) 4+ /(1 — x1)x9y132|111010)

/21 (1 = 22)y1 (1 — 12)|001110) 4 /21 (1 — 2)y13/2|001010)

v/ 2129(1 — 1) (1 — 42)[010110) 4 /2129(1 — 31)32]010010)

+/T1725192|011010) + /212931 (1 — 32]011110)

/21 (1=22) (1 — 1) (1 — 92)|000110)++/21 (1—22) (1 — y1)12/000010). (141)

A correspondente probabilidade por(l) = =1 + y2 — 21 - Y2, €XPressa o grau de
pertinéncia de um elemento x; no CFI A; —. By, ou seja, por(1) = pa,—.5, (x;).

Analogamente, a medida M no estado quantico da Eq. (92) retorna o registrador

Scn, ) =V (L=a1)r2(1=y1) (1-y2)[110100) + /(1—21Jray1 (1-y2)[111100)+

vV (1=21)(1-22) (1-y1) (1-42)[100100) + \/(1-x1)(1-22) 1) (1-42)[101100)
(142)

com probabilidade por(0) = 1 —x; — y2 + 1 - Yo, €XPressando o complemento do
grau de pertinéncia de x; no CFI (A; —. By)', ou seja, por(0) =1 — pia,—.5,(x:)
ou ainda por(0) = fi(a, .5,y (Xi)-

Assim, pelas Egs.(93) e (94), tem-se que [S,, ;) = OR(|Su,,):|Suz,), ou
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ainda:

OR(1Su4,): s, ) = Vias—5, (x0)11) + V/1 = pa, ., (x:)|0) (143)

(ii) Da mesma forma, pela Eq.(88) considera-se o operador AND*?5(|S,, },1S., ))
através de calculos similares:
AND? (18,30, 1803, 1u5,)+ S0, ). 10),10)) =
= 725 (1S, 10, 1S5, ) 1S, ) 10),10))
| (VI=2l0) + Va2 (VI=z3l0) @/ T=p|0)@( v 1=3:10)+ val1))
+ ((VT=2110) + Va1 @ (VIZml1) @ Vil @ (VI=e0) + 6 ]1))
+ ((VI=2110) + V11)) @ (v6210)) © vi=3110) @ (v/1=3l0) + vAI1)))] @100)
+ ((VIZ@110) + vE111) © (VA1) @ Vi) @ (vI=al0)+Gal1)) 2101).(144)

Portanto, executando uma operacao de medida no estado quantico da Eq. (144),
sobre o sexto qubit no estado (|1)), tem-se que resulta no registrador de saida

S04, o5, ) =V (1=21)x2y1 (1=y2)[011001) + /(1—21)x9y192|011101)+
\ $1$2y1(1—y2)|111001> + v x1x2y1y2)|111101> (145)

com probabilidade payp(1) = z» - y1, provendo uma interpretacdo do grau de
nao-pertinéncia de x € x no CFI A; —. By, ou seja, panp(l) = va,_ 5, (xi).

Analogamente, um operagao de medida no estado quantico da Eq. (144), sobre
o sexto qubit no estado (|0)), retorna o estado

Shiay o) =
:\/(1 —x1)(1 — 22)(1 — y1)(1 — y2)[000000) + \/(1 — 21)(1 — 22)(1 — y1)y2)|000100)

+/(1 — 21)(1 — 22)y1 (1 — 92)]001000) + /(1 — 21)(1 — 23)y192]001100)

+v/21(1 — 22)(1 — 1) (1 — 92)[100000) + /21 (1 — 22)(1 — y1)y2|100100)

/21 (1 = 29)y1 (1 — 92)[101000) 4 /21 (1 — 22)y13/2|101100)

+v/z122(1 — 1) (1 — 112)[110000) 4 v/z129(1 — 91)12]110100)

+V/ (L= 21)z2(1 = y1) (1 = 2)[010000) + /(1 — 21)a(1 — 41)y[010100).  (146)

com probabilidade psnp(0) = 1 — 29 - y1, provendo uma interpretacao do com-
plemento da ndo-pertinéncia de x; no CFI (A; —. B;), ou seja, panp(0) =

1 - VAI_CBI (X'l>
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Assim, pelos resultados em Eqgs.(141),(142) e Eqgs.(145),(146), tem-se que

1100 = ((15a,e s 10cas o))+ (1S0a, e (S, o)) -

Portanto teorema é verificado. O

Os resultados descritos no Teorema mostram que a interpretagao da LFI baseada
em CQ, preserva a representabilidade dos conectivo fuzzzy intuicionista CODIF;.

5.8.1 Circuto Quantico de Representacao Grafica do Operador CODIF;

O operador CODIF; dado pela Eq. (135) esta graficamente descrito pelo circuito
quantico da Figura 6. Neste contexto, ao final da execucao, os quatro primeiros regis-
tradores retornam aos correspondentes valores no estado inicial.

Sk, ) E ® E

1Sua, ) 9—
1Sug, ) &—
1Su, ) { X F—e—x]

| 0 P E

| 0 (

Figura 10: Circuito quantico referente ao operador CODI F;

A expansao dos estados quanticos que interpretam a evolugao temporal da
aplicacao do operador CODIF; (de T0 a T'4) descrevendo todos os coeficientes (va-
lores de memoria) nao nulos do total de (2° = 64) registrados que compdem a base
computacional, esta apresentada nas colunas da Tabela 2. Em especial, salienta-se
que a medida resulta em um estado adicional (7°5), brevemente descrito em equagoes
anteriores, Eq.(141) e Eq.(142).

Nesta descricao, verifica-se facilmente que o estado quantico descrito pela
Eqg.(141) corresponde a soma dos coeficientes dos registradores que contém |1) no
quinto qubit, na coluna T4. De forma analoga, a expansao da Eq.(142) é dada pela
soma dos coeficientes dos registradores que contém |0) no quinto qubit, da mesma
coluna T'4.



Tabela 6: Evolugao temporal dos estados do operador CODIF;
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Memoria T0 T1 T2 T3 T4

V(1 —21)-y/(1—22)- /(1 —yl)-+/(1—y2) | 000000 | 100100 | 100110 | 000000 | 000000
VI —a2l) /(1 —22) - /(1 —yl)- 42 000100 | 100000 | 100000 | 000110 | 000110
VI —al) /(1 —22) oyl - /(1 —y2) 001000 | 101100 | 101110 | 001000 | 001000
VI —a21) /(1 —22) -yl - g2 001100 | 101000 | 101000 | 001110 | 001110
VI —21) Va2 /(1 —yl) - /(1 —y2) 010000 | 110100 | 110110 | 010000 | 010000
V(I —2l) Va2 /(1 —yl) - Vy2 010100 | 110000 | 110000 | 010110 | 010110
V=2l Va2 -yl -0 —y2) 011000 | 111100 | 111110 | 011000 | 011001
V(1 —21) Va2 \yl - 2 011100 | 111000 | 111000 | 011110 | 011111
Val-/(1—22) /(1 —yl)- /(1 —y2) 100000 | 000100 | 000100 | 100010 | 100010
Val-/(1—22) /(1 —yl) 42 100100 | 000000 | 000000 | 100110 | 100110
Val- /(1 —22) -yl - /(1 —y2) 101000 | 001100 | 001100 | 101010 | 101010
Val /(1 —22) yl-y2 101100 | 001000 | 001000 | 101110 | 101110
Val Va2 /(1 —yl)- /(1 —y2) 110000 | 010100 | 010100 | 110010 | 110010
Val- Va2 /(1 —yl) - y2 110100 | 010000 | 010000 | 110110 | 110110
\/z_lm\/ﬁ (1—1y92) 111000 | 011100 | 011100 | 111010 | 111011
Val - Va2 -yl - g2 111100 | 011000 | 011000 | 111110 | 111111

5.9 Consideracoes Finais

Neste capitulo temos as principais contribuicoes deste trabalho, sendo realizada a
construgao e a modelagem de conjuntos fuzzy intuicionistas, utilizando a computagao
quantica. A modelagem descrita € obtida como uma extensao da modelagem de con-
juntos fuzzy via computacao quantica. Utilizando a computacao quantica, sao defini-
dos os conjuntos fuzzy intuicionistas e operadores da ldgica fuzzy intuicionista, como
complemento, uniao, interseccao, implicacao, coimplicacao, diferenca e codiferenca.

Para cada registrador de saida existe uma probabilidade de saida que esta vin-
culada a um estado |0) ou |1). Esta interpretacdo pode ser observada nas tabelas a
seguir, de acordo com cada operador: AN D; (Tabela 7 e Tabela 8), OR; (Tabela 9 e
Tabela 10), IM P, (Tabela 11 e Tabela 12), COIM P; (Tabela 13 e Tabela 14), DIF;
(Tabela 15 e Tabela 16) e CODIF; (Tabela 17 e Tabela 18).

Tabela 7: Medida do registrador |Sy,np,) Na interpretagdo para o GP de A; N By

Estado do 3o gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

’1> (GP de A] N B])

T1 Y1 = HANB; (X)

vV iaus,()[1)

10) (GP de (A; N By)')

-2y = M(A[UBI)’(X)

V1 = basns,y (x)]0)
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Tabela 8: Medida do registrador [Sv(4,n5,)) Na interpretacéo para GNP de A; N B;

Estado do 3o gbit Probabilidade de Saida Registrador de Saida
|1) (GNP de A; N By) Ty + Yo — T+ Yo = Va0, (X) \/VA,mB,
10) (GNP de (A; N By)) | 1 — a2 — 4o + &2 Yo = Via,np,y(X) | /1 — V(AImBI) x)|0)

Tabela 9: Medida do registrador |Sii4,up,)) Na interpretagéo para o GP A; U B;

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

|1> (GP de A[ U B[)

T1+h — 21 Y1 = /J’AIUBI(X)

\//"LAIUBI >|1>

|0) (GP de (4, U By)')

-2 -y +x-1 = M(AIUBI)’(X)

\/1 — H(AuBy) ( )|0>

Tabela 10: Medida do registrador |Sv(4,up,)) Na interpretagao para o GNP A; U B;

Estado do 30 gbit Probabilidade de Saida Registrador de Saida
1) (GNP de A, UB)) | 2y = vaun (x) VVauB, (%
0) (GNP de (A; U By)') | 1 — x5 ya = vau,y(x) | /1 - V(AIUBI (x)]0)

Tabela 11: Medida do registrador |Sy4,-,5,)) na interpretagao para A; — B;

Estado do 30 gbit Probabilidade de Saida Registrador de Saida
1) (GP de A; — By) To+ Y1 — Ta - Y1 = a5, (X) Va5 (x)[1)
0) (GP de (Ar — Br)') | 1 — a9 —y1 + 29 - y1 = pua, -5,y (X) | /1 — pa,-5,y(x)0)

Tabela 12: Medida do registrador |Sv(4,-,5,)) na interpretagao para A; N By

Estado do 3o gbit Probabilidade de Saida | Registrador de Saida
’1> (GNP de A[ — B[) T Y = VAI%BI(X) \/VAI‘)BI
0) (GNP de (A; = B;)') | 1 — 21 yo = Va5, (x) | /1= va,-8,y(X)[0)

Tabela 13: Medida do registrador Sy 4, 5,)) Na interpretagdo para A; <— B;

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

|1) (GP de A; < By)

T2 Y1 = HA;«B; (X)

\/MAI By X) | 1>

‘O> (GP de (A[ — B[)/)

1 — - y1 = pi(a, B,y (X)

NN

H(A;By) ( )|0>

Tabela 14: Medida do registrador |Sv 4, 5,)) Na interpretagao para A; < B;

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

T1+ Yo — T1 - Yo = Va,en, (X)

\/VAI<_BI (X) 1>

’O> (GNP de (A[ — B[)/)

l—xi+ys—x1 -2 = V(AIHBI)/(X)

V1 = Ve (x)]0)
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Tabela 15: Medida do registrador | Sy 4,-p,)) Na interpretacéo para A; — B,

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

|1> (GP de A[ — B[)

L1 Y2 = HA;—B; (X)

\/:U’AI_BI (X) | 1>

|0) (GP de (A; — By))

1l -2y = M(AFBI)/(X)

\/1 — H(A;-By) <X> ’O>

Tabela 16: Medida do registrador |Sv(4,_p,)) nNa interpretagéo para A; — B;

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

1) (GNP de A; — B;)

To+y1 —To-yl =va,_p,(x)

\/VAI*BI (X) ‘ 1>

|0) (GNP de (A, — B;)')

1— 20+ Y1 — o Y1 = Va,—pyy(X)

\/1 — V(AjfBI)'(X)‘m

Tabela 17: Medida do registrador |Syi4,—.5,)) Na interpretacdo para A; —. By

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

1) (GP de A; —. By)

T1+ Yo — X1 Yo = PA;—.B; (X)

Vi -5, ()[1)

|0) (GP de (A; —. By)")

-z —yo+x1-y0 = M(AIWBI)’(X)

\/1 — H(A—cBy) (X) |O>

Tabela 18: Medida do registrador |Sv4,—.,)) nNa interpretagéo para A; —. B;

Estado do 30 gbit

Probabilidade de Saida

Registrador de Saida

1) (GNP de A; —. B))

T - yl = VA;—cBy (X)

Va5, (¥)[1)

|0) (GNP de (4; — By)')

l—mzy -y = V(AI*CBI)'<X>

\/1 — V(AI*CBI)’(X)|O>




6 VALIDACAO DE OPERACOES FUZZY INTUICIONISTAS

Neste capitulo, descreve-se como foi desenvolvida a etapa de a validacao da bibli-
oteca de métodos qfuzzy2-Analyzer, pela simulacao via software das operacoes fuzzy
intuicionistas através da instanciacao dos correspondentes operadores quanticos em
ambiente computacional.

As simulacoes de operagdes através de circuitos quanticos foram feitas usando
as interfaces da ferramenta computacional VPE-qGM, consistindo em um ambiente
de programacao visual que disponibiliza o processamento paralelo de algoritmos
qguanticos (MARON; REISER; PILLA, 2013; MARON et al., 2013a,b).

Foram usadas as seguintes instanciacoes de registradores para os estados
quanticos de entradas:

150 = (153, 80,,)) = (im Ly, L + ?m) (147)
18) = (10s, )+ 10, ) =<£|1> 20, 2y %m) (148)

Tais escolhas mostram a selecao de par de registradores (|S4), |Sg)), onde |S4)
armazena dados de um elemento em relagcao a um CFl A; enquanto que o registrador
|Sp) armazena a informacao de um elemento em relagao ao CFl B;, que em particular,
restringe-se a abordagem fuzzy pela relagdo de complementaridade.

As simulagbes a seguir, validam os operadores AND;, OR;, IMP;, COIM Py,
DIF; e CODIF;, descritos nos Capitulos 4 e 5, com adicionais nformacdes

m (AGOSTINI, 2017). Para cada operador executam-se duas simulagdes, uma
simulagao para medir o GP referente ao elemento x no CFl modelado, e outra
simulacao para medir o GNP desde mesmo elemento no mesmo CFl.

A simulacao dessas novas construgcdoes sao realizadas no ambiente VPE-qGM e
confrontadas com as equacgoes que definem as formas expandidas das definicoes na
modelagem de circuitos quanticos e portas quanticas, no Capitulo5.

Esta extensao considera a representabilidade dos conectivos fuzzy. Portanto, os
demais conectivos fuzzy) ((co)implicacoes, (co)diferencas) sao representados pelas



86

t-(co)normas fuzzy, modeladas a partir de soma e o produto algébrico, incluindo a
negacao fuzzy padrao Ng.

6.1 Simulando Interseccao entre CFl via CQ

Para a simulagao do operador AN D;, considerando a memoria de entrada repre-
sentada pelos registradores descritos pelas Eqgs. (147) e (148), foi modelado e exe-
cutado o processo quantico, considerando para cada construcao os seguintes dados:
operacao, posicao, qubits e parametros de programacgao, sendo todos apresentados
como entrada na interface do Simulador da VPE-qGM.

A correspondéncia entre os quatro primeiros processos na Tabela (1) e as
transformacoes unitarias referentes as quatro primeiras portas multi-qubits do circuito
na Figura(5) é imediata. Na sequéncia, os dois Ultimos processos executam esco-
Ilhas randémicas de projecdes sobre as bases computacionais do qubit de medida e
calculam a probabilidade associada, respectivamente.

A Figura (11), referente aos dados de memodria, ilustra os coeficientes nao nulos
do estado de meméria apoés a simulacao, para GP quando da medida do quinto gbit
no estado |0), salientando a valor da probabilidade p, = 0,75 (com arredondamento
de duas casas decimais). Analogamente, se a medida e executada em relacao ao gbit
|1), tem-se a probabilidade p; = 0,25 que corresponde ao complemento do GNP, que
nao e necessariamente igual ao GP.

Ja a Figura (12) ilustra o resultado obtido apdés uma segunda simulagao, onde se
apresenta o resultado do GNP, apds a medida do sexto gbit em |1), com probabilidade
p1 = 0,67,

Observa-se que, ao realizar as medidas para o GP e o GNP, sendo para cada
medida considerando o gbit no estado |1), a soma das medidas encontradas 0, 25 +
0,67 < 1. Este resultado refere-se a restricao da LFI, conforme a equacao (1).

6.2 Simulando Uniao entre CFl via CQ

Na a simulacao do operador OR;, considerando a memoria de entrada represen-
tada pelos registradores descritos pelas Egs. (147) e (148), foi modelado e execu-
tado o processo quantico, considerando para cada construgcao os seguintes dados:
operacgao, posicao, qubits e parametros de programacgao, sendo todos apresentados
como entrada na interface do Simulador da VPE-qGM.

A correspondéncia entre os quatro primeiros processos na Tabela (2) e as
transformacoes unitarias referentes as quatro primeiras portas multi-qubits do circuito
na Figura(6) é imediata. Na sequéncia, os dois Ultimos processos executam esco-
lhas randémicas de projecoes sobre as bases computacionais do qubit de medida e
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Simulation Controls Type of Simulation Editors
Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 11: Simulagao do operador AN D; no VPE-qGM com leitura no quinto gbit.

Quantum Simulator
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Simulation Controls Type of Simulation Editors
Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 12: Simulagao do operador AN D; no VPE-qGM com leitura no sexto gbit.

calculam a probabilidade associada, respectivamente.
A Figura (13), referente aos dados de memodria, ilustra os coeficientes nao nulos
do estado de memoria apos a simulacao, para GP quando da medida do quinto gbit
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no estado |1), salientando a valor da probabilidade p; = 0,67 (com arredondamento
de duas casas decimais).

Ja a Figura (14) ilustra o resultado obtido apdés uma segunda simulagao, onde se
apresenta o resultado do GNP, apds a medida do sexto gbit em |0), com probabilidade
po = 0,75, Analogamente, se a medida é executada em relacao ao gbit |1), tem-
se a probabilidade p; = 0,25 que corresponde ao complemento do GNP, que nao
e necessariamente igual ao GP.

Observa-se que, ao realizar as medidas para o GP e o GNP, sendo para cada
medida considerando o gbit no estado |1), a soma das medidas encontradas 0,67 +
0,25 < 1. Este resultado refere-se a restrigao da LFI, conforme a equagao (1).

® ® @ Quantum Simulator

AN | (%] Process |/home/vpe/Dowi| Memory |/home/vpe/Docy

Operation Position Qubits Parameters

EX
XXd e (Conty 9 XXId 0 (Id.Id, o Probability
6 6 3 6
[
1d.1d
6

MemO

1010010> | [010110> | [011010>  [011111> | [100010> | [100110> | [101010> | [101111>  [110010> [110110> | [111010>  [111111>
0.67 (0.25+0) (0.25:0j) (0.25+0)) (0.25+0j) |(0.35356+0j (0.35356+0j (0.35356+0j (0.35356+0j (0.25+0j) |(0.25+0j) |(0.25+0j) |(0.25+0j)

Simulation Controls Type of Simulation Editors
Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 13: Simulac¢do do operador OR; no VPE-gGM com leitura no quinto gbit.

6.3 Simulando Implicacao entre CFl via CQ

No caso da simulacao do operador I M P;, considerando a memoria de entrada re-
presentada pelos registradores descritos pelas Eqgs. (147) e (148), foi modelado e exe-
cutado o processo quantico, considerando para cada construgao os seguintes dados:
operacao, posicao, qubits e parametros de programacgao, sendo todos apresentados
como entrada na interface do Simulador da VPE-qGM.

A relagao entre os quatro primeiros processos na Tabela (3) e as transformagoes
unitarias referentes as quatro primeiras portas multi-qubits do circuito na Figura(7) é
imediata. Na sequéncia, os dois Ultimos processos executam escolhas randémicas de
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Simulation Controls Type of Simulation Editors
Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 14: Simulagao do operador OR; no VPE-qGM com leitura no sexto gbit.

projecoes sobre as bases computacionais do qubit de medida e calculam a probabili-
dade associada, respectivamente.

A Figura (15), referente aos dados de memoria, expoe os coeficientes nao nulos
do estado de memoria apos a simulagao, para GP quando da medida do quinto gbit
no estado |0), salientando a valor da probabilidade p, = 0,33 (com arredondamento
de duas casas decimais). Analogamente, se a medida € executada em relacao ao gbit
|1), tem-se a probabilidade p; = 0,67 que corresponde ao complemento do GNP, que
nao e necessariamente igual ao GP.

Ja a Figura (16) ilustra o resultado obtido apdés uma segunda simulagao, onde se
apresenta o resultado do GNP, apds a medida do sexto gbit em |1), com probabilidade
p1 = 0,25,

Observa-se que, ao realizar as medidas para o GP e o GNP, sendo para cada
medida considerando o gbit no estado |1), a soma das medidas encontradas 0,67 +
0,25 < 1. Este resultado refere-se a restricao da LFI, conforme a equacao (1).

6.4 Simulando Coimplicacao entre CFl via CQ

Para a simulagcao do operador COIM Py, considerando a memoria de entrada re-
presentada pelos registradores descritos pelas Eqgs. (147) e (148), foi modelado e exe-
cutado o processo quantico, considerando para cada construgao os seguintes dados:
operacao, posicao, qubits e parametros de programacgao, sendo todos apresentados
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Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 15: Simulagao do operador I M P; no VPE-qGM com leitura no quinto gbit.

Quantum Simulator
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Simulation Controls Type of Simulation Editors
Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 16: Simulagao do operador I M P; no VPE-qGM com leitura no sexto gbit.

como entrada na interface do Simulador da VPE-qGM.
A correspondéncia entre os quatro primeiros processos na Tabela (4) e as
transformacoes unitarias referentes as quatro primeiras portas multi-qubits do circuito
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na Figura(8) é imediata. Na sequéncia, os dois Ultimos processos executam esco-
lhas randémicas de projecOes sobre as bases computacionais do qubit de medida e
calculam a probabilidade associada, respectivamente.

A Figura (17), referente aos dados de memodria, ilustra os coeficientes nao nulos
do estado de memdria apos a simulagao, para GP quando da medida do quinto gbit
no estado |1), salientando a valor da probabilidade p; = 0,17 (com arredondamento
de duas casas decimais).

A Figura (18) demonstra o resultado obtido ap6s uma segunda simulacao, onde se
apresenta o resultado do GNP, apds a medida do sexto gbit em |0), com probabilidade
po = 0,25. Analogamente, se a medida é executada em relacao ao gbit |1), tem-
se a probabilidade p; = 0,75 que corresponde ao complemento do GNP, que nao e
necessariamente igual ao GP.

Verifica-se que, ao executar as medidas para o GP e o GNP, sendo para cada
medida considerando o gbit no estado |1), a soma das medidas encontradas 0, 17 +
0,75 < 1. Este resultado refere-se a restricao da LFI, conforme a equacao (1).

® ® @ Quantum Simulator
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Simulate | | Pass to Pass | | Stop Points Sequential | | Distributec) | Parallel Process Editor | | Memory Editor

Figura 17: Simulagao do operador COIM P; no VPE-qGM com leitura no quinto gbit.

6.5 Simulando Diferenca entre CFl via CQ

Na a simulagao do operador DIF;, considerando a memoria de entrada configu-
rada pelos registradores descritos pelas Egs. (147) e (148), foi modelado e execu-
tado o processo quantico, considerando para cada construgcao os seguintes dados:
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Figura 18: Simulagao do operador COIM P; no VPE-gGM com leitura no sexto gbit.

operacgao, posicao, qubits e parametros de programacgao, sendo todos apresentados
como entrada na interface do Simulador da VPE-qGM.

A correspondéncia entre os quatro primeiros processos na Tabela (5) e as
transformacoes unitarias referentes as quatro primeiras portas multi-qubits do circuito
na Figura(9) é imediata. Na sequéncia, os dois ultimos processos executam esco-
lhas randémicas de projecoes sobre as bases computacionais do qubit de medida e
calculam a probabilidade associada, respectivamente.

A Figura (19), referente aos dados de memodria, ilustra os coeficientes nao nulos
do estado de memoria apos a simulacao, para GP quando da medida do quinto gbit
no estado |0), salientando a valor da probabilidade p, = 0,75 (com arredondamento
de duas casas decimais). Analogamente, se a medida é executada em relacao ao gbit
|1), tem-se a probabilidade p; = 0,25 que corresponde ao complemento do GNP, que
nao e necessariamente igual ao GP.

Ja a Figura (20) ilustra o resultado obtido apdés uma segunda simulagao, onde se
apresenta o resultado do GNP, apés a medida do sexto gbit em |0), com probabilidade
po = 0,33. Analogamente, se a medida é executada em relacao ao gbit |1), tem-
se a probabilidade p; = 0,67 que corresponde ao complemento do GNP, que nao e
necessariamente igual ao GP.

Percebe-se que, ao realizar as medidas para o GP e o GNP, sendo para cada
medida considerando o gbit no estado |1), a soma das medidas encontradas 0,25 +
0,67 < 1. Este resultado refere-se a restricao da LFI, conforme a equacao (1).
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Figura 19: Simulagao do operador DI F; no VPE-gGM com leitura no quinto gbit.
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Figura 20: Simulagao do operador DI F; no VPE-qGM com leitura no sexto gbit.

6.6 Simulando Codiferenca entre CFl via CQ

Para a simulagao do operador CODI F;, também considerando a memoria de en-
trada representada pelos registradores descritos pelas Egs. (147) e (148), foi mode-
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lado e executado o processo quantico, considerando para cada construcao os se-
guintes dados: operagao, posicao, qubits e parametros de programacao, sendo todos
apresentados como entrada na interface do Simulador da VPE-qGM.

A correspondéncia entre os quatro primeiros processos na Tabela (6) e as
transformacoes unitarias referentes as quatro primeiras portas multi-qubits do circuito
na Figura(10) é imediata. Na sequéncia, os dois Ultimos processos executam esco-
lhas randémicas de projecoes sobre as bases computacionais do qubit de medida e
calculam a probabilidade associada, respectivamente.

A Figura (21), referente aos dados de memodria, ilustra os coeficientes nao nulos
do estado de memoria apos a simulacao, para GP quando da medida do quinto gbit
no estado |1), salientando a valor da probabilidade p; = 0,17 (com arredondamento
de duas casas decimais).

Ja a Figura (22) mostra o resultado obtido apés uma segunda simulacao, onde se
apresenta o resultado do GNP, apds a medida do sexto gbit em |0), com probabilidade
po = 0,25. Semelhantemente, se a medida € executada em relacao ao gbit |1), tem-
se a probabilidade p; = 0,75 que corresponde ao complemento do GNP, que nao e
necessariamente igual ao GP.

Observa-se que, ao executar as medidas para o GP e o GNP, sendo para cada
medida considerando o gbit no estado |1), a soma das medidas encontradas 0, 17 +
0,75 < 1. Este resultado refere-se a restrigao da LFI, conforme a equagao (1).

o
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Figura 21: Simulacao do operador CODIF; no VPE-gGM com leitura no quinto gbit.
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Figura 22: Simulagao do operador CODIF; no VPE-qGM com leitura no sexto gbit.

6.7 Consideracoes Finais

Neste capitulo temos a validagao dos operadores fuzzy intuicionistas quanticos,
descritos neste trabalho, através de simulagdes no ambiente VPE-qGM. Considerando
dois pares de estados quanticos como instancias, foram validados os conectivos in-
tuicionistas NOT;, AND;,OR;, IM P;,COIM Py, DI F;eCODI F;, desenvolvidos neste
trabalho. Definimos neste trabalho que o valor, tanto para o grau de pertinéncia quanto
para o grau de ndo pertinéncia, sera armazenado e lido no estado |1). Portanto, se
o estado lido for o |0), entdo estaremos medindo o complemento do GP ou do GNP,
conforme o caso.

A simulagao do operador AN D; executada no ambiente VPE-qGM, com as entra-
das descritas nas equacgdes (147) e (148), esta exemplificada pelo circuito quantico
que ilustrado na Figura (23). Ja a Tabela (19) descreve o desenvolvimento temporal
das operacgdes sobre a memaria conforme estas entradas.

O mesmo resumo referente a instanciacao de memorias pode ser descrito para 0s
demais operadores.



Figura 23: Circuito quantico com entradas simuladas no operador AN D;

Tabela 19: Evolugao doo

Vi V2

S0 +510)

B+ oy -
%;\D*’%;MD &

?IIHQI(D -
0|1y + 1]0) =€ (A
0/1) + 1)0) —4

Probab.

70

T1

12

T3

T4

0,083333
0,083333
0,083333
0,083333
0,041667
0,041667
0,041667
0,041667
0,083333
0,083333
0,083333
0,083333
0,041667
0,041667
0,041667
0,041667

000000
000100
001000
001100
010000
010100
011000
011100
100000
100100
101000
101100
110000
110100
111000
111100

000000
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010100
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010100
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111110
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100000
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011000
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000000
001100
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100000
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perador AN D;, estados instanciados da simulagdo no VPE-qGM



7 CONCLUSAO

Este trabalho descreve uma metodologia para representacao dos conjuntos fuzzy
intuicionistas propostos por Atanassov, incluindo operagoes sobre conjuntos fuzzy in-
tuicionistas via registradores quanticos e portas quanticas.

Esta metodologia contribui para obter uma representagao de operacoes entre con-
juntos fuzzy intuicionistas que preserva a representabilidade dos conectivos fuzzy in-
tuicioistas, a partir da aplicacao propriedades como a sobreposi¢ao de estados, a line-
aridade e distributividade do produto tensorial no espacgo de estados e de operadores
da CQ.

7.1 Principais contribuicoes

As principais contribuicbes alcangadas com o desenvolvimento deste trabalho
estao resumidas logo a seguir:

(i) consolidacao da metodologia gfuzzy-Analyser para representacao de conjuntos
fuzzy via operadores e estados da computacao quantica;

(if) introducao e consolidacao da metodologia gfuzzy2-Analyser para representagao
da informagao modelada por conjuntos fuzzy intuicionistas e operacdes definidas
por conectivos fuzzy intuicionistas, os quais estao representados via registrado-
res e transformagdes quanticas no modelo de Circuitos Quanticos;

(iii) extensibilidade da biblioteca de métodos qgfuzz-Analyzer para a bibllioteca
gfuzzy2-Analyser garantindo a preservacdo da representabilidade dos co-
nectivos fuzzy intuicionistas na metodologia desenvolvida, fazendo uso da
sobreposicao, linearidade e distributividade do produto tensorial no espaco de
estados e de operadores quanticos;

(iv) validacao da metodologia e biblioteca de métodos desenvolvida considerando am-
biente de simulagéo quantica via software dos algoritmos quanticos que imple-
mentam os métodos da biblioteca gfuzzy2-Analyzer, neste caso considerando as
interfaces do ambiente de programacao visual VPE-qGM.
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Este estudo, embora restrinja-se a analise das operagdes de complemento, uniao e
interseccgao fuzzy, implicagao e coimplicagao fuzzy, diferenca e codiferenca fuzzy, es-
tende a metodologia as construcoes duais com resultados publicados (REISER et al.,
2016).

A representacdao de todos operadores estd baseada em composigoes de
transformacoes quanticas unitarias e controladas e a correspondente interpretagao
de operadores fuzzy sobre conjuntos fuzzy foi obtida aplicando operacdes de medi-
das projetiva. Para todos os operadores descrito por esta metodologia, apresentam-
se implementagdes via simulacao no VPE-gGM validando suas expressoes e
especificagoes.

As simulacgdes destas novas portas quanticas, na ferramenta VPE-qGM, validam a
modelagem proposta. Assim, ao confrontar os modelos matematicos com as saidas
da simulagao no VPE-qGM, podemos avaliar a aproximagao para as variaveis instan-
ciadas que ocorrem na expressao algébrica dos estados de uma computacao com a
correspondente probabilidade de ocorréncia destes estados durante a simulagao.

A extensao da modelagem de conectivos fuzzy intuicionistas por algoritmos
quanticos multi-dimensionais levou em consideragao a composicao de algoritmos mais
simples modelados por operadores fuzzy (portas controladas como CNOT, Toffolli e
outras).

Perante o exposto, observou-se que para conectivos fuzzy de maior complexidade
na expressao da representabilidade, faz-se uso de um maior numero de qubits na
validacao do modelo pela simulacao no VPE-qGM. Podemos entao ressaltar a re-
levancia da simulacao no VPE-qGM para a validacao do modelo matematico, consi-
derando uma altervativa para manipulagao de dados face a expansao exponencial da
memoria, refletindo no nimero de qubits nas novas construgdes.

7.2 Trabalhos Futuros

Trabalhos futuros consideram a especificagao de outros conectivos fuzzy e constru-
tores fuzzy como bi-implicagoes e agregadores da logica fuzzy intuicionista bem como
outros construtores, como a conjugacao pela agao de automorfismo e operadores de
reducdes e composicao. e a correspondente extensao da metodologia fuzzy e formas
de estruturas.

Como extensdo da metodologia consideram-se pesquisas aplicadas em areas
onde componentes de sistemas possuem componentes com diferentes caracteristicas
e com o alto grau de correlagao, mas inerentemente proveem de informagoa incerta
e/ou hesitante.

Avaliacao de propriedades como emaranhamento e superposi¢cao estados e ope-
radores quAnticos aplicados para novos métodos, onde o nivel de correlagdo entre as
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variaveis pode ser controlado pela apropriacao do estado quantico gerado por opera-
dores unitarios.

Desenvolvimento de novas simulagcoes no ambiente de programacao visual VPE-
gGM, com possibilidade de simulagao do paralelismo quantico em arquiteturas multi-
processadas como GPUs.

Em andamento e na perspectiva de desenvolvimento e continuidade, o projeto
busca agregar na biblioteca métodos para modelagem e composigao de novos conec-
tivos fuzzy intuicionistas, considerando entre muitas questoes de pesquisa: (i) outras
classes de implicacoes; conectivos XOR e classes representaveis; correspondentes
formais duais e, outros operadores obtidos pela conjugacao de automorfismos sobre
conectivos fuzzy intuicionistas.

Além disso, podemos investigar a modelagem de relagdes fuzzy intuicionistas via
processos quanticos e correspondente simulacao das etapas de (de)fuzzyficacao dos
algoritmos fuzzy.

Concluindo, o estudo das afinidades entre a LFI e a CQ pode contribuir para novas
aplicagoes da computacao quantica. Considerando as abstracdes fornecidas pelos
conjuntos fuzzy intuicionistas quanticos e a interpretagao dos conceitos relacionados
com a nova extensao da biblioteca de componentes construidos com os resultados ob-
tidos no projeto, pode-se expandir o0 uso e aplicacao dos algoritmos quanticos criando
novas solugdes para problemas estudados no contexto da computagao e informagao
quantica.
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