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RESUMO

BENITEZ, Ibero Camilo Kreps. Implicacdes Fuzzy Obtidas por Agregadores
Multi-dimensionais. 2014. 75 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncia da Computac&o)
— Programa de Pés-Graduacao em Computacdo, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2014.

Implicacoes fuzzy tém um importante papel na modelagem de sistemas inteligen-
tes baseados na Légica Fuzzy, permitindo a estes maior flexibilidade para deduzir
conclusGes significativas de maneira similar ao raciocinio humano. Este trabalho
considera a construcdo de novos conectivos fuzzy obtidos por aplicacdo de funcdes
de agregacdo multidimensionais, com énfase na obtencio de novas t-subnormas,
t-subconormas e subimplicacdes. Mostra-se que a analise de propriedades preservadas
por tais funcoes de agregacdo leva a generalizacdo das principais classes destes conec-
tivos fuzzy. Estes resultados sdo extensoes dos conceitos fundamentais referentes as
classes de implicacdes representaveis a partir de negacoes fuzzy, de normas e conormas
triangulares. Assim, nosso principal desafio de pesquisa se reporta a generalizacao de
principios da Légica Fuzzy, garantindo que os novos conectivos preservem as propri-
edades algébricas que caracterizam suas correspondentes classes. Neste contexto, ao
considerar a associatividade generalizada e a distributividade das funcdes de agregacao
em relacdo a familias de t-subnormas e t-subconormas, assegura-se que a propriedade
associativa é satisfeita pelos novos membros de cada classe destes conectivos. De forma
analoga, o principio da troca generalizado é condicdo necessaria para a preservacao de
classes de subimplicacdes fuzzy como (S,N)-, QL- e D-subimplicacdes. Estudam-se as
usuais funcoes de agregacao no contexto da Légica Fuzzy, incluindo as correspondentes
propriedades algébricas. Em particular, estudos de casos sdo desenvolvidos para estas
trés classes de subimplicacGes representaveis, com base na média ponderada ordenada —
denominada operador OWA, e duas de suas importantes subclasses, a média aritmética
e a mediana. Este trabalho apresenta ainda a conjugada associada aos novos conectivos
fuzzy, as quais sao obtidas por acdo de automorfismos que também preservam as
propriedades das classes (S,N), QL- e D-de subimplicacdes. Os resultados referentes
a representabilidade preservada pela a acao dos automorfismos estdo resumidos em
diagramas comutativos, explicitando o relacionamento entre os conectivos fuzzy e
os agregadores aplicados na sua construcdo. Concluindo, pela formalizacdo aqui
apresentada nos teoremas e proposicdes, consolida-se uma metodologia para obter
novos conectivos amplamente exemplificada para as principais classes de subimplicacdes
fuzzy.

Palavras-chave: Légica Fuzzy, Implicacdes Fuzzy, Operadores de Agregacao.



ABSTRACT

BENITEZ, Ibero Camilo Kreps. Fuzzy Implications obtained by Multidimentional
Aggregation Operators. 2014. 75 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncia da Com-
putacdo) — Programa de Pés-Graduacdo em Computacdo, Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas, 2014.

Fuzzy Implications play an important role on intelligent systems, allowing them to
be modelled by plausible conclusions in a similar way to human reasoning. This work
considers a construction of new fuzzy connectives obtained by application of multidi-
mensional aggregation functions, achieving new triangular subnorms and subconorms
together with fuzzy subimplications. It shows that the analysis of properties preserved
by such aggregation functions leads to a generalization of the main classes of fuzzy
implications. These results connected to representable fuzzy subimplications are exten-
sions of fundamental concepts related to main representable implication classes, meaning
that they are defined by composition of fuzzy negations, triangular subnorms and sub-
conorms. Thus, the main research problem is concern with the generalization of fuzzy
logic principles, assuring that the new fuzzy connectives preserve the algebraic properties
characterizing their corresponding classes. In this context, by considering the generalized
associativity and distributivity of aggregation functions related to families of triangular
subnorms or subconorms, the associativity property of a new fuzzy triangular subnorm
or subconorm is verified. Analogously, the generalized exchange principle is a neces-
sary condition in order to preserve representable subimplication classes as the (S,N)-,
QL- and D-subimplications. In addition, the usual aggregation functions on fuzzy logic
context are studied, including corresponding algebraic properties. In particular, case
studies are developed to these three representable subimplication classes based on the
ordered weighted average — referred as the OWA operator, together with two of its main
subclasses, the arithmetic mean and median. This work also presents the conjugate
associated to the (S,N)-, QL- and D-subimplications, which are obtained by action of
automorphisms preserving the corresponding properties of new fuzzy connectives. Re-
sults related to representable conjugate functions preserved by action of automorphisms
are summarized by commutative diagrams, explicitly describing the relationship among
the new connectives and the aggregation function applied in their construction. Con-
cluding, by this formal approach presented as theorems and propositions, this work con-
solidates a methodology to obtain new connectives, providing examples for main fuzzy
subimplication classes.

Keywords: Fuzzy Logic, Fuzzy Implications, Aggregation Functions.
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1 INTRODUCAO

Implicacées fuzzy tém um papel fundamental no desenvolvimento de regras de in-
feréncias em sistemas especialistas baseados em Légica Fuzzy. Estes conectivos fuzzy
permitem, por exemplo, que sistemas inteligentes sejam modelados para tomada de de-
cisoes plausiveis, de maneira similar ao pensamento humano. E, tais sistemas possuem
aplicacdao em diversas areas do raciocinio aproximado, com elevada relevancia no estudo
de equagdes relacionais fuzzy (MAS et al., 2007), na morfologia fuzzy (BLOCH, 2011)
e no processamento de imagens (BELIAKOV; BUSTINCE; FERNANDEZ, 2011).

As implicacbes também sdo frequentemente utilizadas com funcoes de agregacdo em
sistemas de raciocinio aproximado (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008a; FODOR; ROU-
BENS, 1994), mas sempre agregando dois operadores, ou seja, considerando funcdes de

agregacdo bi-dimensionais, como em (BUSTINCE et al., 2010).

Funcbes de agregacdo (operadores de agregacdo ou agregadores), neste contexto,
sdo funcdes cujo dominio de definicdo (entrada dos dados - nimeros fuzzy) consiste em
varios conjuntos fuzzy e realizam uma operacao de agregacdo sobre esses conjuntos de
tal maneira que a imagem ¢é definda por um Unico conjunto fuzzy que contém como
resposta o resultado desta operacdo. Operadores de agregacdo sobre uma classe de

conectivos fuzzy também s3o usados para gerar um novo membro desta classe.

As funcoes de agregacdo mais utilizadas s3o as normas e as conormas triangulares.
Entretanto, para certas aplicacdes, propriedades restritivas como a associatividade ou
comutatividade devem ser estendidas. Tem-se entdo outros agregadores como uninor-
mas, pseudo-(co)normas, t-conormas fracas, medianas, médias (aritméticas, ordenadas,
ponderadas) e tantas outras estudadas na literatura da area (DESCHRIJVER; KERRE,
2005a; MAKSA, 2005; JAYARAM; MESIAR, 2009; OUYANG, 2012; BELIAKOV et al.,
2012).

Considerando o uso de funcoes de agregacao aplicadas sobre uma familia de conec-
tivos fuzzy, este trabalho tem como principal objetivo a construcdo de novos conecti-
vos pela aplicacdo de funcdes de agregacdo sobre trés familias de implicacdes: (S,N)-
subimplicacdes, QL-subimplicacdes e D-subimplicacdes. Analisando-se as propriedades

algébricas para estas novas subimplicacoes e extendendo-se conceitos que assegurem a



15

preservacdo da classe das subimplicacdes. Com isso, obtém-se uma metodologia para
obter novos conectivos fuzzy, a qual foi destacada em diagramas que comutam dentro
das classes de subimplicacoes.

Esta dissertacao aborda, no segundo capitulo, os conceitos basicos relacionados a
Logica Fuzzy. DefinicGes de funcao caracteristica e funcdo de pertinéncia; o conceito de
automorfismos; e definicdes ressaltando as propriedades basicas referentes aos conectivos
fuzzy: negacdes e subimplicacGes fuzzy.

No Capitulo 3, s3o elencados a definicao de operador de agregacdo, principais propri-
edades e os operadores de agregacao utilizados neste trabalho. Em especial, uma secao é
voltada para subnormas trinagulares e subconormas triangulares, agregadores presentes
na Logica Fuzzy.

O Capitulo 4 refere-se a agregacdo de funcdes e sub(co)normas triangulares, anali-
sando as propriedades preservadas pelas familias desses conectivos com estudo de caso
para os agregadores: média aritmética, mediana e a média ponderada ordenada (OWA).

O Capitulo 5, se reporta a definicdo de como sdo construidas as classes (S,N)-, QL-
e D-subimplicacoes e a andlise de suas propriedades. Além disso, mostra um estudo de
caso referente a acdo de automorfismos sobre cada uma dessas classes.

No Capitulo 6, situa-se a principal contribuicdo deste trabalho. Discorre sobre agre-
gacdo de (sub)implicacdes fuzzy. Descreve a agregacdo considerando as trés classes
de subimplica¢gdes: (S,N)-, QL- e D-subimplicacdes. E, ainda, um diagrama comuta-
tivo relacionando a construcdo de novas subimplicacdes fuzzy a partir da agregacao
t-sub(co)normas e subimplicacdes fuzzy. Faz-se um estudo de caso do comportamento
de cada operador de agregacdo estudado, sobre as trés classes de subimplicacoes.

O Capitulo 7, relata as principais consideracdes finais deste trabalho e os trabalhos

futuros.

1.1 Tema

O tema deste trabalho contempla a construcdo de novos conectivos fuzzy usando
operadores de agregacao. Aplicando um operador de agregacao multi-dimensional a
um conjunto finito de subimplicacGes fuzzy, pode-se construir novas subimplicacGes.
Tais construcdes de subimplicacdes preservam propriedades usuais das implicacdes fuzzy,

viabilizando a modelagem de sistemas fuzzy mais flexiveis.

1.2 Motivacao

A Légica Fuzzy, é uma légica multivalorada capaz de modelar informacdes vagas
e/ou incertas de sistemas reais, as quais estdo normalmente descritas em uma lingua-

gem natural, e assim, converté-las para um formato de facil manipulacdo por sistemas
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computacionais (BARROS; BASSANEZI, 2010; CARLSSON; FULLER, 2002).

A Légica Fuzzy auxilia na tomada de decisdes em sistemas de controle, frequente-
mente baseados em informacoes obtidas por especialistas. Tal contribuicdo pode ser
facilmente verificada em aplicacdes nas areas de reconhecimento de padroes, comunica-
¢do de informacdo e processamento de imagens (KLIR, 1993; DUBOIS; OSTASIEWICZ;
PRADE, 2000; MITRA; PAL, 2005; KLIR, 2005).

A principal diferenca entre uma proposicao légica definida sobre conjuntos classicos
e uma proposicdo légica definida sobre conjuntos fuzzy, de acordo com a teoria introdu-
zida por Zadeh (ZADEH, 1965), esta na valoracdo do grau de pertinéncia, cujos valores
sdo nimeros reais no intervalo unitdrio U = {z € R: 0 < x < 1} = [0,1]. Assim, os
conectivos fuzzy de aridade n sdo funcdes U™ — U, as quais estendem os corresponden-
tes classicos, preservando suas principais propriedades algébricas nos pontos extremos
do intervalo unitario.

Em especial, as operacoes de agregacdo sobre conjuntos fuzzy sio operacdes pelas
quais varios conjuntos fuzzy sao agregados de tal maneira que seja produzido um Gnico
conjunto fuzzy como resposta, o qual preserva as principais propriedades dos conjuntos
agregados.

Mais formalmente, uma funcdo (operador) de agregacdo A : U™ — U é uma funcdo
monotonica, ndo-decrescente em todos os seus argumentos, que preserva os argumentos
nos extremos do intervalo unitario U. Uma funcdo de agregacao coincide com a funcao
identidade quando se considera apenas um argumento na sua definicdo (n = 1).

As propriedades algébricas se reportam as propriedades dos sistemas modelados pela
Légica Fuzzy, e podem gerar diferentes classes de agregacdes (DETYNIECKI, 2001).
Exemplos de funcdes de agregacdo sdao a média aritmética, média ponderada e média
ponderada ordenada, a mediana, o maximo e o minimo, 0 maximo e o minimo ponde-
rados.

Considerando os estudos cientificos ja consolidados nesta area de pesquisa (DESCH-
RIJVER; KERRE, 2005b; LIU; WANG, 2006; MAYORAND; J.MONREAL, 2007; REI-
SER; BEDREGAL, 2011; XIA; XU, 2011), este trabalho visa a obtencdo de implicacdes
fuzzy a partir da andlise das propriedades algébricas satisfeitas por funcdes de agrega-
cdo. Neste contexto, considera-se a construcido de um novo operador (conectivo) fuzzy
indicado por F4, gerado pela aplicacdo de uma funcao de agregacdo A sobre um con-
junto finito de subimplicacoes fuzzy. E analisa-se, sob quais condicoes este operador F4
verifica as propriedades de sua correspondente classe. Este trabalho estd baseado nos
fundamentos introduzidos em (REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013) e estende tal
pesquisa, seja na investigacao das propriedades das implicacoes preservadas pela cons-
trucdo proposta, seja na busca de exemplificacdes em novas subclasses.

Diferentemente de recentes pesquisas (OUYANG, 2012), este trabalho n3o se res-

tringe ao estudo de operadores de agregacao bindrios, ou seja, obtencdao de um novo
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conectivo fuzzy a partir da agregacao de apenas outros dois. Este estudo mais restritivo,
elimina a investigacao de propriedades como a associatividade, e por consequéncia, o
principio da troca. Tais propriedades, na sua generalizacdo, consideram sempre trés ou

mais conectivos na sua definicdo e aplicac3o.

A relevancia do estudo das implicacdes fuzzy para a modelagem de sistemas de
inferéncia baseados na Légica Fuzzy pode ser verificada na diversidade de trabalhos re-
centemente realizados (CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002; LI, 2011; DESCH-
RIJVER; KERRE, 2005a). O estudo das implicacdes fuzzy é uma area de pesquisa con-
solidada, com diferentes formas de representacdo: implicita, explicita e axioméatica das
implicacdes fuzzy. Varias extensdoes vém sendo consideradas, como a abordagem intuicio-
nista e a abordagem intervalar. Além desses estudos, diferentes classes de implicacdes sdo
definidas na literatura, como as R-implicacdes, (S,N)-implicacdes, QL-Implicaces, XOR-
implicacbes (DESCHRIJVER; KERRE, 2005¢c; BEDREGAL et al., 2010; BACZYNSKI;
JAYARAM, 2008b; BACZYNSKI; JAYARAN, 2010; VISINTIN; REISER; BEDREGAL,
2011).

1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é o estudo de funcdes de agregacao e correspondentes
propriedades visando a construcdo de novos conectivos fuzzy, com especial atencdo na

construcao de subimplicacoes fuzzy.

Busca-se obter como resultados tedricos, a verificacdo da propriedade de fecha-
mento em novas subimplicacdes obtidas pela composicdo de uma funcdo de agrega-
¢do A : U™ — U com um conjunto finito de subimplicacdes F = {F; :i € {1,2,...n}}.
Esta construcao pode ser estendida para sua correspondente construcdo dual 74, definida
como uma coimplicacdo fuzzy e obtida pela composicdo de uma funcdo de agregacao
A com um conjunto finito de funcdes de coimplicacdo J = {J; : i € {1,2,...n}}.
Como objetivo especifico destaca-se: a definicao de novos conectivos, analisando
se estes preservam as propriedades de sua respectiva classe apds uma operacao
de agregacao.

1.4 Metodologia

A metodologia a ser utilizada na realizacdo deste trabalho considera, primeiramente,
uma revisao bibliografica e estudo dos fundamentos relativos a Légica Fuzzy e operadores
de agregacdo. Em seguida, uma revisdo bibliografica de implicacdes fuzzy, principais
classes e propriedades algébricas. E para finalizar, uma avaliacdo da estruturacdo de
novos conectivos fuzzy, em especial de subimplicacdes fuzzy, com base nos estudos

realizados sobre operadores de agregacao.
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1.5 Organizacao do Texto

A estrutura desta Dissertacdo é composta por sete capitulos, o primeiro a Introducao,

e os outros organizados da seguinte forma:

e Capitulo 2: Légica Fuzzy. Este Capitulo apresenta os fundamentos da Logica
Fuzzy, com foco nos principais conectivos fuzzy e suas propriedades juntamente

com o conceito de automorfismos.

e Capitulo 3: Operadores de Agregacao. Neste Capitulo é descrito um estudo sobre
os operadores de agregacdo mais usuais e suas propriedades. Incluindo as normas

e conormas tringulares bem como suas respectivas funcées conjugadas.

e Capitulo 4: Agregacdo de T-sub(co)normas. Este Capitulo trata da agregacio
de funcdes, neste caso, t-sub(co)normas. Analisando as propriedades preservadas
por esses conectivos quando da aplicacdo dos operadores de agregacao sobre os

mesmos.

e Capitulo 5: Subimplicacdes Fuzzy Representaveis. Este Capitulo apresenta a cons-
trucao das classes de subimplicacdes a partir de conectivos fuzzy. E, também, trata

sobre a atuac3o de automorfismos sobre essas classes.

e Capitulo 6: Agregacdo de SubmplicacSes Fuzzy. Relata sobre a agregacdo de
(S,N)-, QL- e D-subimplicacdes e mostra as propriedades necessarias que cada
classe deve satisfazer, para que, apés a composicdo com uma funcdo de agregacao,

o conectivo obtido esteja presente na respectiva classe a qual ele pertencia.

e Capitulo 7: Conclusdo. Neste Capitulo sdo mencionadas as principais conclusdes

acerca desta Dissertacdo e a continuidade do trabalho.



2 LOGICA FUZZY

Este Capitulo aborda os fundamentos basicos relativos a Légica Fuzzy, definindo e
diferenciando os conceitos de funcdo caracteristica e funcao de pertinéncia. Discorre
sobre automorfismos e conectivos fuzzy: negacées, funcdo N-dual e subimplicacdes.

Na teoria dos conjuntos classica, um elemento pertence ou ndo pertence a um deter-
minado conjunto. A pertinéncia ou n3o pertinéncia do elemento, pode ser interpretada

como uma funcdo caracteristica dada pela definicdo

Definicdo 1. (Funcdo de Caracteristica) Seja x um conjunto universo, A um sub-
conjunto de x e x um elemento de x. Define-se a funcdo caracteristica como
Cy:x —{0,1} sendo Cy(z) a pertinéncia (1) ou ndo pertinéncia (0) do elemento x

ao subconjunto A, para cada x € x. Ou ainda:

1, se x € A;

C —
a(@) 0, se x ¢ A.

Desta forma, C'y é uma funcdo cujo dominio é y e a imagem esta contida no conjunto

{0,1}, com C4(z) = 1 denotando que o elemento z estd em A, e C'4(x) = 0 denotando
que x ndo é elemento de A. Por conseguinte, a funcdo caracteristica descreve comple-
tamente o conjunto A, definindo quais elementos do conjunto universo y s3o também
elementos de A.

No entanto, existem casos em que a pertinéncia entre elementos e conjuntos nao
é precisa, e nao é possivel definir discretamente se um elemento pertence ou n3o a
um conjunto. Sistemas que modelam incertezas, por exemplo, nem sempre possuem
fronteiras de pertinéncia bem definidas (BARROS; BASSANEZI, 2010; ROSS, 2004;
SILER; BUCKLEY, 2004; CARLSSON; FULLER, 2002).

2.1 Conjuntos Fuzzy

Na teoria dos conjuntos fuzzy, a pertinéncia de um elemento a um determinado
conjunto ¢é flexibilizada; um elemento pode pertencer “parcialmente” a um determinado

conjunto, ao invés de simplesmente “pertencer” ou “ndo pertencer. Assim, o grau de
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pertinéncia de um determinado elemento em um conjunto fuzzy e dado por uma funcao,

considerando um universo de discurso. Formalmente:

Definicdo 2. (Fungdo de Pertinéncia) (ZADEH, 1965) Seja x um conjunto universo no
vazio (x # 0). Um conjunto fuzzy A em x é caracterizado pela funcdo de pertinéncia
pa:x — [0,1] sendo pa(x) o grau de pertinéncia do elemento x no conjunto fuzzy A

para cada x € x.

O valor pa(z) € [0,1] denota o grau com que o elemento = de x estd contido
no conjunto fuzzy A e os valores sy = 0 e ua(xz) = 1 denotam, respectivamente, a
ndo-pertinéncia e a pertinéncia completa de = ao conjunto fuzzy A. A definicdo de
conjunto fuzzy corresponde a extensdo da funcdo caracteristica C'4 : x — {0,1}, cujo
contra-dominio {0, 1} C [0, 1]. Neste contexto, pode-se dizer que um conjunto classico
é um caso particular de um dado conjunto fuzzy, cuja restricdo do dominio da funcao
de pertinéncia 14 coincide como dominio de definicao da funcdo caracteristica C4.

A partir da Definicao 2, dado um conjunto universo x, pode-se descrever um conjunto
fuzzy A como um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento genérico x esta

associado a seu respectivo grau de pertinéncia pi4(x):

A= {(a, paw))|z € x x [0,1]}. (1)

Quanto ao formato das funcdes de pertinéncias, este é restrito a determinada classe
de funcdes, representadas por alguns parametros especificos. Os formatos mais comuns
sdo: linear por partes (triangular, trapezoidal), gaussiana, sigmdide e singleton (con-
juntos unitérios) (BENINI; JR., 2009). A seguir, mostramos um exemplo de funcdo de

pertinéncia triangular na Equacdo 2:

Exemplo 1. Funcdo Triangular: Pardmetros (a,m,b), com a < m < b.

0sex <a;

i
IS

B se x € [a, m];
Halw) = se x € [m,bl; 2

se x > b.

3
3

7
8

7
3

e}

onde a, b, m, e x pertencem ao conjunto universo de discurso .

O gréfico da funcdo de pertinéncia triangular (Eq. 2) é mostrado na Figura 1.

2.2 Automorfismos e Funcoes Conjugadas

Definicdo 3. (BEDREGAL et al., 2007) A funcdo ¢ : U — U é um automorfismo se,
e somente se, é bijetora e monoténica: v <y = ¢(x) < ¢(y) . Ou ainda, ¢ €é uma

fungdo continua e estritamente crescente, tal que: ¢(0) =0 e ¢(1) = 1.
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L

.L",a.(x)‘

>
a 2 & x

Figura 1: Funcdo de Pertinéncia Triangular.

A acao de um automorfismo ¢ em uma funcdo fuzzy f : U™ — U, gera a funcdo

conjugada f¢ expressa pela equac3o:

foan,. o mn) = 07 (f(9(@1), -, B(xn)))- (3)

Seja Aut(x) o conjunto de todos os automorfismos definidos no intervalo unitério U,
e seja o a operacdo de composicdo de funcdes em . (Aut(y),o) é um grupo. Logo,
automorfismos s3o fechados para a composicdo em y: ¢y 0 ¢y € Aut(x), Vo1, ¢y €
Aut(x).

E ainda, o inverso de um automorfismo ¢, representado por ¢! é também um
automorfismo em x: ¢po ¢t =1 o =id(x).

Definicao 4. (BUSTINCE et al., 2009) As funcées fi, fo : U™ — U sdo denominadas
funcées conjugadas se existe um automorfismo ¢ : U — U tal que f = ff5 , para

todo (x1,22...x,) € U™, tem-se que:
folr, @, @n) = @7 H(f1(P(21), B(22), - .., P(wn))-
Observa-se que também valem as relacdes: f, = ff e f1 = ffl.
Prova. Se f, = f{ entdo folx1, ..., 1) = 6~ fi(6(z1), ..., 6(x,)). Logo,

£ @ m) = 0(fi(0 (@), 0 ()
=¢o¢ ' filpod H(z1),..., 000 ()
= fi(zy, ..., zp).

Portanto, fj’l = fi.

Exemplo 2. A funcdo ¢ : U — U definida por ¢(x) = =" sempre que n é um ndmero na-

tural, é um automorfismo. O automorfismo inverso corresponde a funcio ¢! : U — U,
definida por ¢~ (z) = /.
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2.3 Negacoes Fuzzy

Esta secdo descreve as propriedades que caracterizam uma negacao fuzzy. Sao apre-
sentados, também, exemplos de negacdes fuzzy, negacdes fuzzy fortes, com correspon-
dentes pontos de equilibrio. Na dltima subsecdo esta a definicdo de funcao N-dual.

Uma funcdo N : U — U é uma negacao fuzzy se satisfaz as seguintes proprieda-
des (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):

N1: N0O)=1eN(1)=0;
N2 : Se x > y entdo N(z) < N(y), para todo z,y € U.

Se N também verifica a propriedade involutiva, esta é chamada de negacao forte
(BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; KLEMENT E. MESIAR R., 2003):

N3 : N(N(z)) ==z, Vx € U.

Uma negacdo fuzzy N é uma negacao estrita quando também satisfaz as proprie-
dades:

N4 : N é continua;
N5 : Se z > y entdo N(z) < N(y), para todo =,y € U.

Negacoes fortes também s3o negacles estritas, mas o contrario ndo é verda-
deiro (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003). Por exemplo, a negacdo fuzzy Ng(z) =
1 — , denominada negacdo fuzzy padrdo (de Zadeh), é forte e portanto estrita. Mas a
negacio fuzzy N(x) =1 — 2, é estrita mas n3o é forte.

Verifica-se facilmente que se Ng é uma negacido fuzzy forte, entdo Ng(Ng(z)) = x.

Um ponto de equilibrio e € U de uma negacdo fuzzy N é tal que N(e) =e.

Se e é um ponto de equilibrio de N ent3o, pela antitonicidade de NN, para cada
r e U,sex < eentdoe < N(z)esee < xentdo N(z) < e (BEDREGAL, 2010).
Além disso, tem-se que se e é um ponto de equilibrio de NV e se z < N(x) entdo = < e,
e se N(z) < x entdo e < x (BEDREGAL, 2010).

Todas as negacdes fuzzy tém no maximo um ponto de equilibrio, ou seja, se existir

esse ponto em uma negacdo fuzzy N ent3o ele serd o tnico (KLIR G., 1995).

Exemplo 3. Descreve-se logo a seguir algumas negacdes fuzzy e seus respectivos pontos
de equilibrio.

1. Ng:[0,1] — [0,1] dada por Ng(z) =1 —z tem e = 0.5.

2. N :[0,1] — [0, 1] dada por N(z) = /1 — 22 tem e = ?

3. Nk :[0,1] — [0,1] dada por Nx(z) =1 — 22 tem e = %
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Exemplo 4. A negacdo N, definida pela expressio:

0, sex>0

1, se x =0

NJ_(ZL’) :{

ndo tem ponto de equilibrio.

2.3.1 Funcao N-Dual

Definicao 5. (BAETS, 1997, Definicdo 12) Seja N uma negacdo fuzzy forte em U e
f U™ — U uma funcdo fuzzy. A funcao N-dual de f é a funcdo que, para todo

(x1, 9, ...,x,) € U™, estd definida pela expressdo:
fn(@r, 2o, i) = N(f(N(21), N(2), ..., N(2)))- (4)

Neste trabalho, tal como considerado em (KLEMENT E. MESIAR R., 2003), quando
N = Ng a Eq. (4) é dada por:

Ing (X1, 22, oy my) =1 — f(1 — 21,1 — 29, ..., 1 — ). (5)
Assim, f e fy sdao chamadas funcées mutuamente duais.

2.3.2 Automorfismos e Negacoes Fuzzy

Nesta secao sdo estudados os principais resultados ja conhecidos na literatura sobre

a acao de automorfismos em negacdo para fundamentacao deste trabalho, considerando
(KLEMENT; NAVARA, 1999a,b; KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999).

Proposicao 1. (NAVARA, 1999) Seja N uma negacdo forte e ¢ um automorfismo,
entdo a conjugada de N também é uma negacdo forte dada pela expressio:

N?(z) = ¢~ (N((x)), Y € U. (6)

Proposicdo 2. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003, Teorema 0) Ng é uma negacdo

fuzzy forte se, e somente se houver um automorfismo ¢ :U—U de tal forma que
N§(z) = ¢ (1 — o(x)) (M)

A classe de negacdes fuzzy (estritas, fortes) é fechada sob a acdo de um automorfismo
(BEDREGAL, 2010).

Exemplo 5. Considere o automorfismo ¢(x) = x*, ¢(x)~' = \/x e a negacdo padrio
fi(z) = Ng(x) = 1 — x entdo:
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1:fo=f

Logo, construiu-se uma funcdo conjugada da negacdo padrdo (Ns = f1), deno-

minada f5.
2 /5 =h
3 (2) = o(fo(67'(2)))

= ¢(fo(V))
= o(\1- Vi)
= 6(VI—7)
= (V1—x)?
=1—-z
= filx

Logo, f5 o fi.

2.4 (Sub)implicacées Fuzzy

Sobre implicacdes fuzzy e suas construces duais (coimplicacdes), existem diversas
definicdes, relevantes estudos e aplicacdes (BACZYNSKI, 2004; BACZYNSKI; JAYA-
RAM, 2008a; BALASUBRAMANIAM, 2007; BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; FO-
DOR, 1991; FODOR; ROUBENS, 1994; FODOR, 1995; HORCIK; NAVARA, 2002;
LESKI, 2003; RUAN; KERRE, 1993; YAGER, 1983, 1999, 2004).

Sendo a implicacdo fuzzy uma generalizacdo da abordagem classica, o Ginico consenso
em suas definicoes é que a implicacdo fuzzy deve ter o mesmo comportamento da

implicac3do classica quando os valores de entrada s3o os extremos do intervalo U.

A classe das subimplicaces fuzzy generaliza a classe das implicacoes fuzzy, as quais
sdo operadores que n3o verificam totalmente o comportamento da implicacao classica
nos extremos do intervalo U. Os estudos apresentados a seguir se reportam as condicoes
satisfeitas por cada uma destas classes.

Um operador I : U? — U é um operador de subimplicacdo se I satisfaz as

condicoes de contorno:



25

10 : 7(1,1) = 1(0,1) = 1(0,0) = 1.
Um operador de subimplicacdo I : U? — U que satisfaz a seguinte condic3o:
11 : 1(1,0) =0,

é um operador de implicacao.
De acordo com (KITAINIK, 1993), ou ainda (FODOR; ROUBENS, 1994), um ope-

rador de (sub)implicacdo que, para todo z,y, z € U, satisfaz as seguintes propriedades:

12 : Se z < z entdo I(x,y) > I(z,y) (antitonicidade no primeiro argumento);
13 : Se y < z entdo I(z,y) < I(z, z) (isotonicidade no segundo argumento);

14 : 1(0,y) =1 (dominancia da falsidade).

é denominado uma (sub)implicacdo fuzzy (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER,
2004, Definicio 6)(KITAINIK, 1993).

Outras propriedades podem ser consideradas para as (sub)implicacdes fuzzy:
15 : I(z,1(y,2)) = I(y, I(x,2)) (principio da troca);
16 : I(z,y) = I(N(y), N(x)); (simetria contrapositiva)
17 : I(z,1) =1,
18 : I(z,y) = I(z, I(z,y));
19 : I(1,2) = z (principio da neutralidade a esquerda);
110 : I(z,N(z)) = N(z), e N é uma negacdo forte;
111 : I(z,z) =1,
112 . N(z) = I(z,0) é uma negacdo forte;
113 : I(z,y) > v;
114 : I(1,y) > y;
115 : Se S(N(z),z) =1 entdo I(x,1) < 1, para todo x € U;
116a : Se x; > x5 entdo I(x1,0) < I(x9,0), para todo z1, x5 € U,
116b : Se y; > ys entdo I(1,y;) < I(1,ys), para todo y;,ys € U.

117 : Se S(N(y),y) =1 entdo 1(0,y) <y, para todo y € U.
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2.5 Consideracoes Finais

As secdes deste capitulo trataram sobre definicGes e conceitos basicos envolvendo a
Logica Fuzzy, conectivos e suas propriedades.

Além de distinguir funcdo caracteristica e funcdo de pertinéncia, este capitulo tam-
bém mostrou a definicao de automorfismo e funcdo conjugada. Mostra-se que a operacdo
de um automorfismo sobre uma classe de negacdo fuzzy (forte e/ou estrita) é fechada.
A definicdo de operador ou funcao dual e subimplicacdo também estdo presentes neste

capitulo.



3 OPERADORES DE AGREGACAO

Neste Capitulo, sdo estudados os principais operadores de agregacdo como a média
aritmética, a mediana e a média ponderada ordenada. Também s3o analisadas as proprie-
dades mais relevantes e exemplos com relacdo a ¢-(sub)normas e ¢-(sub)conormas. Estes
estudos sdo fundamentais para a anélise de classes de (sub)implicacdes fuzzy implicita
(R-(sub)implicacdes) e explicitamente representaveis (QL- D- (S,N)-(sub)implicacdes) e

outros operadores da Légica Fuzzy.

3.1 Definicao

Na Teoria dos Conjuntos, um operador de agregacdo se caracteriza por agregar uma
tupla de objetos que pertencam a um determinado conjunto, em um Unico objeto desse
mesmo conjunto.

No contexto da Légica Fuzzy, este conjunto serd definido em U = [0,1], e os n
valores em cada tupla siao nimeros reais também valorados em U. Um operador de
agregacao A: U™ — U é uma funcao que atribui um nimero real y € U a uma tupla

(21,22, ..y y) € U™
y = A(xy,x9, ..., Tp) (8)

Naturalmente, deve-se impor certas condicoes sobre A para justificar o nome “opera-
dor de agregacdo”. Diversos autores (MAYOR; TRILLAS, 1986; OVCHINNIKOV, 1998)
ja propuseram condicoes para definir operadores de agregacdo. Entretanto, algumas se
mostraram incompativeis com as aplicacdes na area. Recentemente, Mesiar e Komor-
nikovad (MESIAR; KOMORNIKOVA, 1997) propuseram propriedades fundamentais para

operadores de agregacao, as quais abarcaram todas as precedentes.

Considerando em (U™, <) a ordem usual, onde
($l>"'7xn) < (yla'-'ayn) SSS 5 Syu V1 §Z §n> (9)

define-se um operador de agregacdo como uma funcdo A : U™ — U, que satisfaz:
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A1l : Identidade
Ax) = z,Vo € U;

A2 : Condicdes de Contorno

a)A(0,0,...,0) =0 e b)A(1,1,...,1) = 1;
A3 : Monotonicidade

Se (x1,.ymn) < (Y1,..,Yyn) entdo A(xy,..x,) < Ayi, ..., Yn),
V(x1, ooy @n), (Y1 ooy Yn) € U™,

Essas condicGes estao frequentemente presentes nas definicGes propostas na literatura
para um operador de agregacdo. Na primeira propriedade, se A tem apenas um (1)
argumento, entdo coincide com a funcao identidade. Nas condicdes de contorno, atenta-

se para o comportamento do agregador no pior e no melhor caso:

(i) a condicdo A2a diz que se observarmos somente critérios falsos ou ndo-satisfatorios,

o resultado da agregacao também deve ser falso ou n3o-satisfatério;

(ii) e em A2b observamos o contrario, como as entradas sdo verdadeiras ou satisfatérias,

o resultado da agregacao também deve ser verdadeiro ou satisfatério.

Segundo Mesiar e Komornikova (MESIAR; KOMORNIKOVA, 1997), A2 parece ser
fundamental na definicdo de operadores de agregacdo. Em Mayor e Trillas (MAYOR;
TRILLAS, 1986) foi proposta uma extens&o para essa condicdo basica. Eles propuseram

como condicdo fundamental um operador de agregacao satisfazer a expressao:

A(z,0) = A(1,0) - z,Vx € U (10)
A(z,1) = (1 - A(1,0)) - = + A(1,0),Vz € U (11)

Na Eq. (10), A(x,0) consiste na média aritmética ponderada entre = e 0. Analoga-
mente, na Eq. (11), A(x, 1) é a média aritmética ponderada entre x e 1. As condi¢des
de contorno nas A2a e A2b s3o casos particulares para + = 0 e = 1 nas Egs. (10)
e (11), respectivamente.

A tercera propriedade garante que agregadores sdo funcdes monotonicas em todos os

argumentos. Outras propriedades podem ser anexadas a esse grupo fundamental, mais
detalhes podem ser consultados em (KLEMENT; NAVARA, 1999a).

3.1.1 Conjugada de Agregadores Fuzzy

Seja A: U™ — U uma funcdo de agregacdo e ¢ : U — U um automorfismo. Para

toda tupla (z1, 79, ...,1,) € U™ tem-se A?: U™ — U expressa por

AP (1,32, 2n) = ¢ A(B(21), B(2), .., B(2n))
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a qual é chamada funcao conjugada de A obtida pela acao do automorfismo ¢.

3.2 Propriedades de um Operador de Agregacao

Existem diversas propriedades para um operador de agregacdo. Para mais detalhes,
consultar Fodor (FODOR; ROUBENS, 1994) e Grabish (GRABISCH; NGUYEN; WAL-
KER, 1995).

A4 : Continuidade

Se {x1;}ienw é uma sequéncia convergente entdo

lim A(zy, o, ..., x,) = A(lim x1;, 29, ... x,), Vao, ..., 2, € U.
71— 00 1—00

Ab : Associatividade

A(A(ZL’l, 1’2), lL‘g) = A(ZL’l, A(ZL’Q, 5(73)), \V/ZI/’l, T9,T3 € U.

A6 : Simetria

Seja N, ={1,2,...,n} e 0 : N, = N,, uma o-permutacdo, ent3o:

A(l‘a(l), Ty (2), ...,[Eg(n)) = A([El, Lo, ..., CBn),V$1, Lo, ..., Ty € U.

A7 : Bissimetria

A(A(!E11,$12),A($2173L"22)) = A(A($11,$21),A($1275L"22)),V5U11,$12,$21,$22 eU.

A8 : Elemento Absorvente

daeU: A(xq,...,a,...,x,) = a,Vr1,29,...,2, € U.

A9 : Elemento Neutro

Je cU: A™(x1,...,€, 0y Tp_1) = A" 21,00y Tp1), V01, 29, . .., 1, € UL

A10 : Idempoténcia

JreU: A(z,x,...,x) = .
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A1l : Compensacdo

n
mll’l(l‘z) S A<$lax27 73771) S méf((xivahx% e, Tp € U.

i=1 i

A propriedade A4 reporta-se a continuidade da funcao A, em cada um de seus ar-
gumentos. Essa propriedade garante uma certa robustez e consisténcia, e ainda, um
comportamento n3o-cadtico da funcdo A. Por A5, pode-se associar de diferentes ma-
neiras uma funcdo de agregacdo, ou ainda, a ordem de agregacdo ndo influencie no
resultado da aplicacdo do agregador.

Pela propriedade A6, também conhecida como comutatividade, tem-se que a ordem
dos argumentos de entrada n3o deve influenciar no resultado da aplicacdo do agregador.

Bissimetria, a propriedade A7, é associada a agregacdo de n? entradas para opera-
dores de aridade-n. Essa propriedade assegura que, se os quatro argumentos podem ser
descritos no formato de uma matriz quadrada, n3o importa se agregamos primeiro as
colunas ou, se agregamos primeiro as linhas dessa matriz, o resultado obtido em ambas
configuracoes serd o mesmo.

Pela compensacdo All, denominada frequentemente como propriedade de Pareto,
o resultado da aplicacdo de uma funcdo de agregacdo A deve ser menor que o maior

elemento agregado obtido pelo operador max e, maior que o menor elemento agregado
obtido pelo operador min (DETYNIECKI, 2001).

3.3 Operadores Agregadores

Nesta secdo estdo elencados os operadores de agregacdao mais usuais de acordo
com (DETYNIECKI, 2001), incluindo aqueles que serdo aplicados nos estudos dos pré-

ximos capitulos desta dissertacao.

3.3.1 Média Ponderada Ordenada (OWA)

A func3o de agregacio Média Ponderada Ordenada (OWA - Ordered Weighted
Averaging) ou operador OWA, foi introduzida por Yager (YAGER, 1988), para prover
um meio de agregar valores associados a satisfacdo de multiplos critérios. Assim, um
operador OWA unifica ambos os comportamentos de elementos em conjuntos fuzzy, o

conjuntivo e o disjuntivo.

Definicao 6. Um operador OW A: U™ — U ¢€ definido pela expressdo:
OW A(xq, 22, ..., xy) = ijxg(j),‘v’xl,xg, vy T € U, (12)
j=1

onde o: N, — N, é uma o-permutacio de ordenacdo com escalares w; ndo-negativos
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cuja soma é igual a 1:
To) S To@) < oo STy, 0wy <1 e Y wy=1.

De acordo com Yager e Kacprzyk (YAGER; KACPRZYK, 1997), este operador tem

muitas aplicacdes devido a sua versatilidade.

Proposicdo 3. (YAGER, KACPRZYK, 1997) A funcdo OW A: U™ — U safisfaz Ak
parak € {1,2,3,6,10,11}.

Pela Proposicdo 3, operadores OWA s3o funcbes de agregacdo comutativos, idem-
pontentes e tém um comportamento compensatério. Por esta udltima propriedade, a
agregacao obtida pela aplicacdo de um operador OWA esta entre os valores maximo e
minimo. O operador OWA generaliza o minimo e o maximo, podendo ser visto como
uma fun¢do parametrizada variando desde o valor minimo (0) até o valor maximo (1).

A partir de um operador OWA, tem-se uma familia parametrizada de operadores de
agregacao incluindo, entre tantos outros o maximo,0 minimo, a mediana e a média arit-
mética. Para obter esses operadores particulares, deve-se simplesmente escolher valores

particulares de peso w; expressos de acordo com a Tabela 3.3.1.

Operadores OWA
, w; =1
Minimo _
w; =0 sev# 1.
, . wy, =1
Maximo " _
w; =0 se1 #n.
wnt1 = 1 sen é impar
2
i L ogapm., =1 ;
Mediana wp =5 ewzi =35 sen épar
w; = 0 caso contrario .
Média Aritmética w; =+, Vi

A seguir s3o discriminados alguns operadores que sdo casos particulares do operador
OWA.

3.3.2 Média Aritmética

A maneira mais comum de agregar é usando a média aritmética simples. Esse
operador ¢é interessante pois retorna um valor agregado que é, menor que o maior dos
argumentos, e, maior que o menor dos argumentos de entrada. Logo, o resultado da
agregacao é um valor “médio”. O operador de média aritmética e um operador OWA

muito usado, satisfazendo propriedades como continuidade:
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Proposicao 4. O operador de agregacdo média aritmética é um operador OWA, definido

pela express3o:

M(zxq, 29, ..., x,) =

1 & LA
N4 i=1 T
satisfazendo a propriedade A1.

Prova. Para todo x € U, tem-se que:

A4 Seja a sequéncia {xy;}ien. Para todo xs, ..., x, € U verifica-se que:
im M (zy,x9,...,2,) = lim —(xy,22,...,2,)
i—00 i—0o N,
1
= —(lim @y, 29,...,2,) = M(lim x5, 29, ..., 2,).
n i—oo i—00
3.3.3 Mediana

Outro operador que segue a ideia de obter um “valor médio” é a Mediana, ordenando
os argumentos de menor a maior e na sequéncia, tomando o elemento central. Se a
cardinalidade do conjunto de argumentos for par, entdo ndo existe um argumento médio,
mas existem dois. Toma-se, ent3o, a média desses dois elementos como resultado da
aplicacao da mediana. Esse operador de agregacdo satisfaz as propriedades: condicdes

de contorno, monotonicidade, simetria, idempoténcia e compensacao.

Definicao 7. Seja 0: N,, — N,, uma funcido o-ordenacdo. A funcdo mediana M, :

My — U é definida pela expressao:

o(ntly, Sen &impar;

T
Md(l’l,l‘g,...,mn) -
% ( (n)—I—xo( )), se n é par.

2

Proposicao 5. O operador mediana satisfaz as propriedades Ay, para k €
{1,2,3,6,9,10}.

Prova. Seja (x1,...,x,) € U™ e uma o-ordenacdo em N,,:
Al My(z) = 2,0) = .
A2 Se n é impar, tem-se que M;(0,...,0) = To(npry = 0; Se n é par, obtém-se

2

se que A(1,... 1) L.

My(0,...,0) =2 ( o(2) + :cg(%H)) :.(0 0) = 0. De forma anéloga, mostra-

A3 Se (z1,...,2,) < (Y1,---,yn) entdo z; < y;, V1 < i n. Se n é im-

<
par, segue que Mgy(xq,...,2,) = Tonity S Yprupty = My(y1,---,yn). Se
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n € par, My(vy,...,z,) = 5" (%(g) +Jfg(g+1)) < % (ya(g)era(gH)) =

Md(yh cee ayn)

A6 Seja 0 : Ny — U™ uma o-permutagdo. Se n é impar, (To(1),. .., To(n)) tam-
bém é impar, e tem-se que: Mgy(xy,...,x,) = Tp(npry = May(To1y, - Tom));
Se n é par, (¥5(1),...,Ton)) também é par, e obtém-se que My(x, ..., x,) =

%‘ (-ra(%) + xa(%-ﬁ-l)) = Md(xa(1)7 s 7‘7:0(71))'

A9 Sabendo que (z,...,x) € U™ estd ordenado, se n é impar, My(x,...,z) =

To(nyty = T, S€N30, My(z,...,z) = 3. (IKU(%) + :L’U(%H)) =s.(z+z) =2
A10 min}, z; = min} | T,y = Toq) < Mg(21,...,20) < Ton) = MAX]| To) =
max!_; x;. Logo, min}_; x; < My(z1,...,x,) < maxl; x;.

Portanto, Proposicdo 5 esta verificada.
Corolario 1. A funcdo de agregacdo mediana é um operador OWA.
Prova. Segue da Proposicao 5.

Em (CALVO; MESIAR, 2001), sdo mostradas outras generalizacdes de operadores
baseados na Mediana.

3.3.4 Minimo e Maximo

Minimo e Maximo sdo operadores indicados pelas expressdes max, min: U? — U.
O minimo retorna o menor valor de um conjunto, e 0 maximo, retorna o maior valor.
Esses operadores ndo representam o valor médio em si, mas podem significar muito em
contextos diferentes. Em problemas de decisdo, por exemplo, o operador minimo tem
uma atitude conjuntiva (um caso particular de normas triangulares), enquanto o operador
Méximo, apresenta um comportamento disjuntivo (conormas triangulares) (KLEMENT;
MESIAR; PAP, 2000).

Ambos os operadores satisfazem as propriedades de identidade (quando unéria),

condicdes de contorno, monotonicidade, simetria, associatividade e idempoténcia.

Proposicdo 6. O operador max(min): U? — U satisfaz as propriedades Ak, para
ke {1,2,3,5,6,9}.

Prova. A6 Seja a o-permutacdo. Tem-se, para todo x1,xs,...,x, € U, que:
maX(%u), To(2)s - - - >$a(n)) = max(z1, T2, ..., Tn).

Portanto, max verifica a simetria. A prova para o operador min é construida de
forma analoga.

As demais propriedades podem ser facilmente provadas.
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Corolario 2. O operador max(min): U* — U é uma funcdo de agregacdo.

Prova. A prova segue diretamente da Proposicao 6.

3.4 Normas e Conormas Triangulares

Os operadores da teoria dos conjuntos classica possuem generalizacdes para a teoria
dos conjuntos fuzzy. Para as operacdes de interseccdo e unido dos conjuntos classicos
tem-se classes de fun¢des chamadas de normas triangulares (t-normas) e conormas tri-
angulares (t-conormas), respectivamente. Estas funcdes recebem como argumento dois
nimeros no intervalo U e retornam como resultado um nimero neste mesmo intervalo.
Nos conjuntos fuzzy, existem varias funcdes que apresentam o comportamento de in-
terseccdo (t-normas) e unido (t-conormas) dos conjuntos classicos. A fun¢do minimo
e a funcdo produto sao exemplos importantes de t-normas utilizadas na construcdo de
regras de inferéncia em um sistema fuzzy (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008a).

Neste trabalho considerou-se uma definicio mais ampla de t-normas e t-conormas,
as t-subnormas e t-subconormas. Para definir uma t-sub(co)norma, n3o consideramos
a propriedade do elemento neutro. O motivo de ndo levar em conta essa propriedade
(mais restritiva) é obter uma classe maior de conectivos (operadores) fuzzy, para que,
ao agregarmos (ver Capitulo 4) um nimero n de t-sub(co)normas de uma classe, o novo
operador (resultante da agregac3o) esteja presente na respectiva classe dos conectivos
agregados.

Esta secdo descreve as propriedades e definicdes de t-(sub)normas e t-(sub)conormas.

De acordo com (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000), uma sub(co)norma triangular
ou t-sub(co)norma é uma funcdo T'(S): U? — U tal que, para todo x,y € U, satisfaz

TO: T'(z,y) < min(z,y); S0: S(x,y) > max(zx,y);

assim como as propriedades de comutatividade, associatividade e monotonicidade, res-

pectivamente dadas pelas expressoes:

T1: T(x,y) = T(y, x); S1: S(z,y) = S(y, x);
T2: T(x,T(y,2)) =T(T(x,y),z); S2: S(x,S(y,z2)) =S(S(z,y),2).
T3: T(z,2) <T(y,2),sex <y, S3: S(x,2) < S(y,2), se z <y.

Uma t-(co)norma é uma t-sub(co)norma que também satisfaz a seguinte condicdo

de contorno (ou Elemento Neutro):
T4: T(z,1) =z, S4: S(z,0) = x.

Uma t-sub(co)norma que ndo é uma t-(co)norma é frequentemente chamada de

t-sub(co)norma prépria.
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Observacao 1. Considerando as Propriedades S0 e TO, tem-se que:

5(0,0)>0; S(0,1)=1; S(1,0)=1; S(1,1)=1.
T(1,1) <1, T(1,0)=0; 7(0,1)=0; 7T(0,0)=0.

Exemplo 6. A seguir, sdo descritos alguns exemplos de t-(co)normas:
1. Minimo e maximo: Ty (x,y) = min{z,y} e Sy (z,y) = max{zx,y},
2. Produto e soma probabilistica: Tp(x,y) = xy e Sp(x,y) =z +y — xy;

3. T-norma e t-conorma de tukasiewski :

Tr(z,x) = maz(x +y —1,0) e S, = min(z +y, 1),

4. Produto drastico e soma dréstica:
Tp(x,y) =0, sex,y <1, T(z,y) = min{x,y}, caso contrario; e

Sp(z,y) =1, sex,y >0, Sp(z,y) = maz{z,y}, caso contrario.

5. Nilpotente minimo e nilpotente maximo:
Tom(z,y) =0, sex+y <1, Tnm(z,y) =min{z,y}, caso contrério; e

Sem(z,y) =1, sex+y > 1, Spy(z,y) = max{z,y}, caso contrario.

Proposicdo 7. Para todos z,y € U, a funcdo T; (S;) : U?> — U, tal que i > 1 definida

pela expressdo

Tiwg) = oy (Siey) =1 - 20—z —y+ay), (14)

é uma t-sub(co)norma fuzzy.
Prova. Direta.

Exemplo 7. De acordo com a Proposicdo 7, apresentam-se exemplos de t-

sub(co)normas proprias:
(i) t-subnorma produto: Ty(x,y) = & (zy);

(i) t-subconorma soma deterministica: Sy(z,y) = 2(1+z +y — ay).

3.4.1 Dualidade de Sub(co)normas Triangulares
A expressao de t-norma e t-conorma duais é apresentada logo a seguir.

Proposicio 8. (KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999) A funcio Tw(Sy) : U? — U é uma
t-conorma (t-norma) se, e somente se, existe uma t-norma T (t-conorma S) tal que

para todo x,y € U, uma das seguintes equivaléncias sdo satisfeitas:

Tn(x,y) = N(T(N(x), N(y))), (15)
Sn(x,y) = N(S(N(z), N(y)))- (16)
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A t-conorma Ty dada pela Eq. (15) é denominada de t-conorma derivada de T pela
relacdo de dualidade e, analogamente a t-norma Sy dada pela Eq. (16) é chamada de t-

norma derivada de S pela relacdo de dualidade, ambas definidas com respeito a negacao
fuzzy N.

Exemplo 8. (REIS, 2010) Sejam as t-normas e t-conormas apresentadas na Exemplifi-
cacdo 6. Entdo, tem-se que (Ty, Syr), (Tp, Sp) , (Tp,Sp), (T, SL) € (Tunr, Snar) sdo

pares de t-normas e t-conormas mutuamente duais em relacdo a Ng (negacdo padrdo).

3.4.2 Conjugada de Normas e Conormas Triangulares

Pela proposicdo a seguir, observa-se que os automorfismos preservam as t-conormas,
de acordo com o que foi previamente estabelecido em (KLEMENT; NAVARA, 1999a,b;
NAVARA, 1999; KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999).

Proposicdo 9. (ACZEL, 1966; SCHWEIZER; SKLAR, 1983) Seja T(S): U? — U uma
t-(co)norma e ¢ : U — U um automorfismo. Entdo a funcdo conjugada T, dada pela

expressao

T (6(), ¢(y))): (17)
H(S(6(@). 6(y)). (18)

é também uma t-(co)norma.

Exemplo 9. Sejam os automorfismos ¢ : U — U definida por ¢(x) = x™, sempre que

n é um ndmero natural e correspondente ¢! : U — U, definida por ¢~ '(z) = T

Ent3o, tem-se que:

Automorfismo | t-norma conjugada t-conorma conjugada
p(x) =a" | T)(x,y)=Fzx-y | S(x,y) = {10 +am +y" —amyr)

Portanto, é imediato que T]‘f}s (z,y) = S®(x,vy), para todo x,y € U.

3.5 Consideracoes Finais

As secoes deste capitulo reportam definicdes, exemplificacdo e propriedades dos ope-
radores de agregacao fuzzy.

Destacam-se os estudos envolvendo o operador OWA e correspondentes derivacdes,
como a média aritmética e a mediana, incluindo o minimo e o maximo. Tais funcdes
de agregacdo sao relevantes para a construcao de novos conectivos fuzzy proposta nos
préximos capitulos, incluindo o estudo de suas propriedades para modelagem a anélise

de comportamento.
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Também foram considerados os conceitos de (sub)normas e (sub)conormas triangu-
lares, operadores de agregacdo inerentes a Loégica Fuzzy que se reportam a disjuncao e
conjuncao classica.

A conjugacdo obtida pela acdo de automorfismos e a construcdo dual definida a

partir de negacdes fuzzy associada a estes conectivos foi brevemente discutida.



4 AGREGACAO DE T-SUB(CO)NORMAS

Este trabalho estuda as condicdes em que funcdes de agregacao n-ndrias aplicadas
sobre familias de conectivos fuzzy geram novos membros e sobretudo, preservam as pro-
priedades inerentes a estas familias. Neste capitulo, consideram-se as t-sub(co)normas.

Para tal estudo, o trabalho primeiramente reporta a propriedade distributiva, relaci-
onando uma funcdo de agregacdo n-naria A e uma familia de conectivos fuzzy F. Logo
a seguir, consideramos a associatividade generalizada de t-sub(co)normas.

Na sequéncia, direcionamos este estudo para classes especiais de funcoes de agre-
gacdes. Assim, as condicdes que garantem que este novo operador (A, F) preserva as
propriedades satisfeitas por t-sub(co)normas sdo consideradas, focando nas instancias

da funcdo de agregacdo A como a média aritmética, a mediana e mais genericamente,
o operador OWA.

Definicdo 8. Seja A : U™ — U uma funcio de agregacdo e F = {F; : U* — U}, com
i €{1,2,...,n}, uma familia de fungées. Um operador (A, F) em U, denotado por

Fu: Uk = U, é definido, para todos x1,...,x, € U, pela composico:
Falxy, ... x) = A(Fi(x1, .. xg), Fo(xy, oo k), - oo Enlzy, ..o my)), (19)

Definicdo 9. Seja A: U™ — U uma funcio de agregacdo e F = {F; : U*> — U}, com
i €{1,2,...,n}, uma familia de funcées de aridade k. Um operador (A, F) em U
é distributivo (a direita) em relacdao F se, para todos x, v, ...,y, € U, a seguinte

propriedade é satisfeita:

A13 Distributividade (a direita)

E(I‘,A(yl,yg, s ;yn)) = A(Fl<x7y1)7 ‘Fi(nyQ)J s 7E($7yﬂ))

Considere A : U™ — U uma funcio de agregacdo e F = {F;: U?> — U}, com
ie{l,2,...,n}, como uma familia de fungdes binarias (k = 2) para o que segue neste
trabalho.
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Como t-sub(co)normas s3o conectivos fuzzy associativos, quando F = {F; : U* —
U}, comi € {1,2,...,n}, consiste numa familia de t-sub(co)normas, faz-se necessario

considerar a generalizacdo da propriedade associativa.

Os primeiros estudos referentes a esta generalizacdo foram apresentados em (REISER;
BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013) resumidamente reportados logo a seguir.

Proposicdo 10. (REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013, Prop. 6.1) Seja A: U™ —
U uma funcdo de agregacio e T(S) = {Ti(S;): U?> — U}, comi € {1,2,...,n},
uma familia de t-sub(co)normas. Ent3o a funcao Ty : U*> — U (S, : U? — U),
denominada operador (A,T) (operador (A,S)), é uma t-sub(co)norma sempre que

as duas seguintes condicbes sdo verificadas:

(i) o operador (A, T) ((A,S)) verifica a propriedade A13, ou seja, (A, T) ((A,S) )

é distributivo em relacdo F, e

(ii) a associatividade generalizada' é satisfeita, ou ainda, para todo i,j tal que

0<i4,5<nandzxy,zeclU, temos que:
T5: E(l‘77}(yv Z)) = Ti(Tj<x’y)7z); S5: Si(x,Sj(y,z)) = Sz(S](IL‘,y),Z)

Este resultado, descrito na Proposicao 10, mostra-se relevante para garantir o fecha-
mento do operador (A, F) nas classes de implicacdes que podem ser explicitamente
representadas por t-sub(co)normas e negacdes fuzzy, como as (S,N)- QL- e as D-
implicacdes, sendo estas retritas neste trabalho as seguintes funcdes de agregacao: média

aritmética, mediana e mais genericamente, o operador OWA.

4.1 Média Aritmética e a Classe de t-sub(co)normas

No caso em que a funcdo de agregacdo é a média aritmética, as proximas proposicoes
mostram que o operador (A, T') (operador (A, S)) satisfaz a propriedade de fechamento

na classe das t-sub(co)normas.

Proposicao 11. Sejam T (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14)
e M: U?> — U a média aritmética. O operador (M, T) ((M,S)) verifica a propriedade
A13.

lEq. T5 e S5 sdo casos particulares de Eq.(GA) em (MAKSA, 2005).



40

Prova. Para todos x,yy, v, ..., y, € U segue que:
1 1 1
M(E(Iay1)7ﬂ($7y2)v cee 7E(x>yn)) = M(;(l’ : yl)a Z(ZE : y2)7 cee Z(‘IL‘ : yn))
1.1 1 1
1 1
=—z-—(yi+typt... )
1 n
1
:Z'x'M<y17y27~~-;yn)

=Ti(x, M(y1,y2, - - Yn))-

Portanto, (M, T) verifica a propriedade A13. A prova para S é relacionada a A13 e

pode ser obtida de forma analoga.

Proposicao 12. Seja T (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
Para todo i,j > 1, cada par T;,T; € T (S;,S; € S) verifica T5 (S5).

Prova. Para todo z, y, z € U, T;(z,T;(y, 2)) = T;(z, %yz) = %(myz) = H(Tj(2,y) -
2) =T;(Tj(x,y),z). Entdo, T satisfaz TH. A prova para S é relacionada a S5 e pode

ser obtida de forma analoga.

Proposicao 13. Seja 7 (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
O operador (M, T) ((M,S)) é um t-sub(co)norma.

Prova. De acordo com a Proposicdo 10, a prova segue dos resultados apresentados nas

Proposicoes 11 e 12.

Exemplo 10. Seja A a média aritmética. Se T = {T;,T;2} (S = {S;, Sij2}), obtemos

a seguinte t-(co)subnorma:

Tulr.y) = 3z y),

1 3
SM(a?,y)=1+Z(x+y—xy),‘v’x,yEU

4.2 Mediana e a Classe de t-sub(co)normas

No caso em que a funcdo de agregacao é a mediana, as préximas proposicoes mostram
que o operador (A, T) (operador (A,S)) é também uma t-sub(co)norma.

Proposicao 14. Sejam T (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14)
e My: U?> — U a mediana. O operador (Mq,T) ((M,S8)) verifica a propriedade A13.

Prova. Para todos x,iy1,...,y, € U, consideram-se dois casos. Primeira-

mente, se n é impar, segue que M(T;(x,y1),...,Ti(z,yn)) = M(%:cya(n%l)) =
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%xM(yl,...,yn) = Ty(x,M(y1,...,yn)). Caso contrario, quando n é par, tem-

se que M(Ti(z,vy1),. .., Ti(x,yn) = 5(Yoz)) + Yoz+1) = 5 Wo(2) + Yoz+1) =
%mM(yl, oy Yn)). Portanto, M(T;(z,vy1),...,Ti(x,yn)) = Ti(x, M(y1,...,yn)) € T
satisfaz A13. A prova relacionada a Sy; pode ser construida de forma analoga.

Proposicao 15. Seja T (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
O operador (Mq,T) ((Ma,S)) é um t-sub(co)norma.

Prova. De acordo com a Proposicio 10, a prova segue dos resultados apresentados nas

Proposicdes 16 e 12.

4.3 Operador OWA e a Classe de t-sub(co)normas

O estudo de caso referente ao operador OWA esta descrito nas préximas proposi-
¢Bes, mostrando que também este operador (OW A, T) (operador (OW A, S)) é uma

t-sub(co)norma.

Proposicao 16. Sejam T (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14)
e OWA: U? — U a média ponderada ordenada. O operador (OWA,T) ((OWA,S))

definido pela expressio:

n

%WA(xa Y1, Y2, - - 7yn) = ZwiTa(i) (xv y) (20)
i=0

(SOWA(xaylayQV'wyn) :Zwlso'(l)<x7y)) (21)
i=0

para todos x, vy, ...,y € U, verifica a propriedade A13.
Prova. Para todos x,.,...,y, € U seguem as provas.

(i) Para cadaT; € T verifica-se que:

(%)OWA(xa g) - OWA(,TZ(*Tu yl)? s 7ﬂ(x7 yn))

1 1

1
- g‘r(wlyU(lﬁ ce anya(n)>>

1
= 2 OWA(Y) = Ti(z, OWA(yr; -, ya)).
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(ii) E, para cada S; € T, tem-se que:

(SP)OWA(xay) = OWA(Si(xuyl)a ce Sz‘(%yn))
1
=wi(l = -1 =2 =g + %)) +...
1
+ Wo() (L= = (1 =2 = Yo() + TYo(w))
1

=1- Z(l —x— OWA(Y) + 2OWA(y1, ..., Yn))
= Si(z, OWA(y1, .., yn)).

Portanto ambos operadores Towa € Sow a satisfazem AS.

Proposicao 17. Seja T (S) uma familia de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
O operador (OWA,, T) ((OWA,S)) é uma t-sub(co)norma.

Prova. De acordo com a Proposicdo 10, a prova segue dos resultados apresentados nas

Proposicbes 16 e 12.

Este capitulo centrou-se na agregacdo de t-sub(co)normas. Para que o resultado da
agregacdo de uma t-sub(co)norma seja fechado na respectiva classe, foi necessério con-
siderar duas propriedades: a distributividade do agregador em relacdo a ¢-sub(co)norma
e a associatividade generalizada. Apds a descricao destas duas propriedades, seguem
as seces que relacionam as ¢-sub(co)normas com os agregadores estudados: média
aritmética, mediana e a média ponderada ordenada (OWA).

T-sub(co)normas podem ser agregadas com o operador OWA para tratar problemas
que envolvem tomada de decisdo (YAGER; TROIANO, 2005). Em (BUSTINCE et al.,
2013) e (YAGER; KACPRZYK, 1997) sdo mostrados outros exemplos de aplicagdes

usando operadores de agregacao.



5 SUBIMPLICACOES FUZZY REPRESENTAVEIS

As extensGes obtidas com a definicdo das classes de t-sub(conormas) permite ob-
ter correspondentes extensdes para os demais conectivos fuzzy representaveis por t-
(co)normas e negacdes.

Os principais resultados considerados nesta secdo reportam a propriedades que sdo
verificadas para as classes de (S,N)- QL- e D-subimplicacdes que podem ser representadas
por negacdes fuzzy e t-sub(co)normas. Exemplificacdo destas classes de funcdes e as
correspondentes conjugadas sao também detalhadas.

Para a classe das implica¢cdes fuzzy representaveis a partir dos conectivos fuzzy (ne-
gacdes, t-(co)normas), consulte os resultados disponiveis em (BUSTINCE; BURILLO;
SORIA, 2003; REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013; BACZYNSKI; JAYARAM,
2008b).

5.1 Classe das (S,N)-subimplicacdes Fuzzy

Esta secdo introduz a classe das (S,N)-subimplicacdes estendendo as principais pro-
priedades das (S,N)-implicagdes. Os resultados apresentados complementam o estudo
em (BENITEZ et al., 2014a). Para mais detalhes, consulte (REISER; BEDREGAL;
BACZYNSKI, 2013; BEDREGAL, 2010).

Uma funcdo Isy: U? — U é chamada de (S,N)-(sub)implicacdo se existir uma

t-(sub)conorma S e uma negacdo fuzzy N tal que

IS,N('r?y) = S(N($>a y): (22)

para todos z,y € U. Se N é uma negacdo forte, entdo I é chamado de S-
(sub)implicacdao. Claramente, uma (S,N)-implicacdo fuzzy também é uma (S,N)-
subimplicacdo fuzzy.

A familia de todas as (S,N)-implicacdes é referenciada neste texto por Z.

Proposicao 18. (REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013, Proposicdo 4.10)

As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
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(i) I:U*— U é uma (S,N)-implicacio com uma negacdo fuzzy continua N e uma

t-subconorma S continua no ponto 0;

(ii) I € continua no ponto x = 1 (primeiro argumento) satisfazendo 13,15 e 16.

Proposicao 19. A funcio binaria I; : U> — U, definida como
1 .
Li(z,y)=1—~(z —zy), Vi>1, (23)
i

é uma (S,N)-subimplicagdo fuzzy.

Prova. Seja a t-subconorma S;(x,y) = 1— %(1 —x—y—+uxy), parai < 1. Entdo tem-se

que:

Consequentemente, para todos x,y € U, vale que: I;(x,y) = S;(Ns(z),y). Portanto

I; é uma (S;,Ng )-implicacdo.

Na Equacdo 23 estd um exemplo de classe de (S,N)-subimplicagdes. A medida que
instancia-se um valor para i (i > 1), essa classe gera uma fungdo que é uma (S,N)-
subimplicacdo. Veja na Figura 2, os trés primeiros membros (instancias) [1, I, I3 dessa

classe, denominada Z. Em particular, I; é conhecida como a implicacdo de Reichenbach.

Figura 2: Subimplicacbes da familia Z = {3, 5, I3}.

A diferenca entre as expressoes pode ser observada levando-se em consideracdo a
entrada I(1,0) (ver propriedade 11). I1(1,0) = 0, I5(1,0) = 0.5 e I3(1,0) =~ 0.67. A
medida que i vai aumentando, o valor relativo a entrada (1,0) em I também aumenta.
Este comportamento, de forma analoga, se repete nas classes estudadas de QL- e D-

subimplicacdes.

Proposicao 20. Uma (S,N)-subimplicacdo I; em Z, dada pela Equacdo (23) verifica a
Propriedade 1k, para k € {0,2,3,4,5,6}.
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Prova. Considera-se o seguinte:
10: Segue da definicdo de I; pela Eq. (23) na Proposicdo 19.

12: Se xy < x5, para todos x1,y,xs € U, vale que
Li(z1,y) =1~ %(351 — 1Y) > 71 — %(301 —11y) = Li(2,y).
13: Se y; < y9, para todos y,,ys, x € U vale que
1 1
Li(z,pn) =1— ;(95 —xy) < — 5(95 — zy2) = L;(,y2).

I4: [;(0,y) =1—1-0=1, para todoy € U.

I5: Para todos x,y,z € U, vale que

1 1

Iia, I(y,2)) =1 =~ —2(1 = —(y = y2)) = 1 = 5(y — y2).

Logo, obtemos o que segue:

Li(x, Ii(y,2) =1 — Z%(a: —z2)

=1y~ g1~ (e~ 2)

= Li(y, L;(z, 2)).
16: Para todos x,y € U, o seguinte é valido:

L(Ns(y), Ns(@)) = 15 (1= = (1 =y — 2 + )
1

—1--
]

(x —wy) = Li(z,y).

Portanto, a Proposicao 20 é verificada.

Corolario 3. O operador I; : U? — U dado pela Eq. (23) é uma (S;,Ng)-implicacdo
obtido a partir de uma funcdo de negacdo continua Ng e a t-subconorma S; continua

no ponto 0.

Prova. Segue das Proposicées 18, 19 and 20.

5.2 Classe das QL-subimplicacoes Fuzzy

Esta secdo introduz a classe das QL-(sub)implicacdes estendendo as principais pro-

priedades das QL-implicacoes. Os resultados apresentados complementam o estudo em
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(BENITEZ et al., 2014b). Para mais detalhes e outras propriedades da classe de QL-
implicacdes, consulte (BACZYNSKI; JAYARAN, 2010; BEDREGAL, 2010) e (SHI et al.,
2008).

Definicdo 10. Uma funcdo Isrn: U? — U é chamada de QL-(sub)implicacéo se,
para todo x,y € U, existe uma t-(sub)conorma S, uma t-norma T" e uma negacio fuzzy
N tal que:

Ispn(z,y) = S(N(2),T(z,y)). (24)

Neste caso, uma QL-(sub)implicacdo Is v indica a t-(sub)conorma, t-norma e a ne-
gacao fuzzy como S, N e T, respectivamente. A familia de todas as QL-subimplicacdes

é denotada por J.

Proposicao 21. A func3o bindria J; : U?> — U, dada pela expressio
1 2
J,L(Qj,y):l—*(ﬂf—ll y)aV%Z/EUa (25)
i

é uma QL-subimplicacdo fuzzy.

Prova. Considere as funcées Tp(x,y) = zy, Spi(z,y) =1 — (1 —z —y+ay) e
Ns(z) =1—xz. SeTp(x,y) = zy, Spi(z,y) =1—1(1—z—y+ay) e Ns(z) =1—z,
vale que

ISP,L-,Ns,TP (l’, y) = S’L<NS(’:C)7 T(ZL’, y))

— 1_E(1—(1—x)—$y+(1—93)$y)
—1- 1(9: — 2°y)
= Ji(z,y)

Por conseguinte, J; € J, significando que é uma QL-subimplicacio.

A proposicdo seguinte é uma extensdo da Proposicdo 4.2 em (BACZYNSKI; JAYA-
RAN, 2010) por considerar as principais propriedades algébricas que caracterizam a classe
das QL-subimplicacdes.

Proposicao 22. Uma QL-subimplicacio Isyr € J verifica lk para k €
{0,2,4,15,16a, 16b} .
Prova. Para x1,x5,2,y1,y2,y € U, 0 seguinte é verificado.
10 Pelos resultados na Observacio 1, segue que
Isrn(0,0) =S(1,7(0,0)) = S(1,0) = 1;
IS,T,N(Ov 1) = S(lv T(07 1)) = 5(17 0) =1
Isrn(1,1) =S5(0,7(1,1)) = S(1,1) =1;
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12 Uma vez que S e T sdo funcdes monoténicas, se y; < y entdo T'(z,y1) < T(z,y2)
e consequentemente, Isnr(z,v1) = S(N(2),T(z,11)) < S(N(2),T(z,y2)) =

Isnr(7,y2).
14 [S,N,T(an) = 5(17T(07y)) =1
|15 ISJV’T(JI, 1) = S(N(x),T(m, 1)) S S(N(x)’x) —

116a Quando x; > x5, entdo N(x1) < N(z2). Logo, Isnr(x1,0) =

S(N(JI1>,T(ZL’1,O)) = S(N(xl),()) S S(N(ZEQ),O) == S(N([EQ),T(J]Q,O)) =

[S,N,T(@, 0)-

Ilﬁb Quando U1 Z Y2 entéo IS,N,T(]-yyl) = S(O,T(l,y1>) Z S(O,T(l,yg)) =
Isnr(1,2).

Portanto a Proposicao 22 é satisfeita.
Corolario 4. O operador Is, .1, € J verifica Ik para k € {0,2,4,15,16a,16b}.
Prova. Segue da Proposicdo 22.

Observacdo 2. Seja I : U?> — U uma fun¢do dada pela Eq.(24). Considerando uma
t-subconorma S, uma negacdo fuzzy N e uma t-subnorma T, a funcdo I ndo verifica
10 nem I1:

(i) I(1,1) = S(V(1),T(1,1)) = S(0,T(1,1)) > T(L, 1);
(i) 1(1,0) = S(N(1),T(1,0)) = 5(0,0) > 0.
Portanto, I ndo é necessariamente uma subimplicacdo.

Notavelmente, uma QL-implicacdo é sempre uma QL-subimplicac3o.
Veja na Figura 3 outras instancias (J, J2, J3) da classe J. Em particular, J; € J
é uma QL-implicacdo (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b).

(@) A(wy) =1-F(@—a?y). (b) Ja(z,y) =1—5(z—2y). (c) Js(x,y) =1— z(z —ay).

Figura 3: Familia de QL-subimplicacoes fuzzy Jgr = {Ji, J2, J3}.
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5.2.1 Classe das D-subimplicacées fuzzy

Esta secdo introduz a classe das D-subimplicacdes, estendendo as principais propri-
edades da classe das D-implicacdes. Os principais resultados descritos para a classe de
D-subimplicacdes complementam o trabalho em (BENITEZ et al., 2014).

Definicdo 11. Uma funcdo Is7 n: U? — U é chamada de D-(sub)implicacdo se,
para todos x,y € U, existir uma t-(sub)conorma S, a t-norma T e uma negacio fuzzy

N, satisfazendo a seguinte expressdo algébrica:

Isrn(z,y) = S(T(N(z), N(y)), ). (26)

Neste caso, uma D-(sub)implicacdo Is7 y indica a t-(sub)conorma, t-norma e a
negacao fuzzy como S, T'e N, respectivamente. A familia de todas as D-subimplicacoes

é denotada por L.

Proposicdo 23. Uma funcio I, : U> — U, dada por
1 1 ,

é uma D-subimplicacdo fuzzy.

Prova. Considere as funcées Tp(x,y) = zy, Si(z,y) = 1 - 11—z —y+ay) e
Ng(z) =1 — . Vale o seguinte:

Is, Ns,p (2,y) = Si(1 = 2,1 = y),y)
- 1_1(1_9)(1_(1_93)(1—@)
—1- 1(1 —y)+ 1(1 —y)*(1 —2) = Ii2,y).

Logo, I, € L é uma D-subimplicacdo fuzzy.

Proposicao 24. Para todos x,y € U, existe uma t-(sub)conorma S, a t-norma T e

uma negacao fuzzy forte N tal que:

Istn(z,y) = Isnt(N(y), N(x))). (28)

A seguinte proposicdo considera as principais propriedades algébricas que caracteri-
zam a classe £ de D-subimplicacdes.

Proposicdo 25. Uma D-subimplicacido Isrn € L verifica lk para k €
{0,2, 16a, 16b, 17},

Prova. Para x1,x5,2,91,v2,y € U, o seguinte é verificado:
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10 Considerando os resultados na Observacdo 1, segue que

IS,T,N((),O) = S(T(l, 1), 0) = 5(170) = 1,’
Isrn(0,1) = S(T(1,0),1) = S(0,1) = 1;
Isrn(1,1) = S(T(0,0),1) = S(0,1) = 1;

12 Uma vez que S e T s3o funcées monoténicas, 1 < xo implica que N(xi) >
N(z3). Logo T(N(z1),N(y)) > T(N(z2), N(y)) e consequentemente, vale que
]S,T,N(xa yl) = S(T(N($1)7 N(y))7y) Z S(T(N(l?)v N(y))ay) = I&N,T(‘T?vy)'

116a Quando x; > x9, Isrn(21,0) = S(T'(N(z1),1),0) < S(T(N(x9),1),0) =

IS,T,N(3727 0)-

I116b Quando U1 Z Y2, IS,T,N(17y1) = S(T(07N(y1>>7y1) = S<an1> Z S(Ova) =
S(T(0, N(?JQ)), Y2) = IS,T,N(L Ya).

Corolario 5. O operador Is, 1, € Ip verifica Ik para k € {0,2,16a,16b, 17}.
Prova. Segue da Proposicao 25.

Observacdo 3. Seja [ : U? — U uma funcio dada pela Eq.(26). Considerando uma
t-subconorma S, uma negacdo fuzzy N e uma t-subnorma T, a funcdo I ndo verifica
10,11 nem 14:

(i) Isrn(0,0)=S(T(1,1),0) < S(1,0) =1;

(ii) Is7n(1,0) = S(T(0,1),0) =5(0,0) > 0;

(ii)) Tszn(1,y) = ST, N(y),y) = S(0,y) = y, ¥y € U.
Portanto, Is1 n ndo é necessariamente uma subimplicac3o.

Notavelmente, um D-implicacdo é sempre uma D-subimplicacio.

Veja na Figura 4 outras instancias Li, Ly, L3 da classe £ (Eq. 27). Obtidas
quando i = 1, i = 2 e i = 3, respectivamente. Em particular, L; € £ é uma D-
implicacdo (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b).

5.3 Conjugada de Subimplicacoes Fuzzy

Esta secdo analisa a acdo de um automorfismo sobre as classes de (S,N)-, QL- e
D-subimplicGes fuzzy. Os resultados descritos nesta secdo estdo baseados em (DIAS,
2011; BEDREGAL et al., 2010).
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Figura 4: Familia de D-subimplicacbes fazzy £ = {L1, Lo, L3}.

5.3.1 Automorfismos sobre (S,N)-subimplicacées

Na Proposicdo seguinte, serd mostrado como um automorfismo age nas (S,N)-

implicacbes , gerando novas (S,N)-implicacdes.

Proposicao 26. (BEDREGAL et al., 2010) Seja ¢ : U — U um automorfismo e
Isn : U? = U uma (S,N)-implicagdo. Entdo IS : U* — U é uma (S,N)-implicag3o,
definida por

I% n = Igo no. (29)

Assim, a func¢do conjugada de uma (S,N)-subimplicacdo é representada pelas conju-
gadas de S e de N.
A partir da Proposicdo 26 a comutatividade da Classe das (S,N)-implicacdes sobre

a acao de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Figura 5.

C(S) x C(N) Fq.(22) CIsn)
Eq.(18), Eq.(6) Eq.(3)
e(s*) x e(ve) 242D e

Figura 5: Comutatividade das Classes das (S,N)-implicacdes sob a acdo de um auto-
morfismo ¢

Exemplo 11. Pela Eq. (23), se ¢(x) = 2™ e n = 2, entdo tem-se que a conjugada de

Is, N € dada pela express3o:

Igi’Ns(:r,y) = \/1 — %(9:2 — x2y?), para todo x,y € U.
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5.3.2 Automorfismos sobre QL-implicacoes

Na sequéncia, mostra-se que a conjugada de uma QL-implicacdo é também repre-

sentada pelas conjugadas de S, N e T.

Proposicao 27. (DIAS, 2011) Seja Is n 1 uma QL-implicagdo onde T' é uma t-norma

continua e estrita. Ent3o existe um automorfismo ¢ : U — U tal que

]é*b,N,T = ]gd)7N<b,T<b7 (30)

Iing =67 (S(N(6(2)), T(d(x), $(9))))- (31)

A partir da Proposicdo 27 a comutatividade da Classe das QL-implicacGes sobre a

acdo de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Figura 6.

C(S) x C(N) x C(T) Fq.(24) CIsnr)
Eq.(18), Eq.(6), Eq.(17) Eq.(3)
e(s%) x e(ve) x () 2B s )

Figura 6: Comutatividade das Classes das QL-implicacdes sob a acdo de um automor-
fismo ¢.

Exemplo 12. Pela Eq. (25), se ¢(x) = 2™ e n = 2, entdo tem-se que a conjugada de

Js, NoTp € dada, para todo x,y € U, pela expressio:

ng‘7TP7Ns (l‘, y) = \/1 — %(;pQ — ZL‘4y2)_

5.3.3 Automorfismos sobre D-implicacées

A seguir, mostra-se que a acdo de um automorfismo preserva uma D-subimplicacdo
fuzzy e a correspondente funcdo conjugada. Neste sentido, a conjugada de uma QL-
implicacdo é também uma QL-subimplicacdo.(DIAS, 2011; BUSTINCE; BURILLO; SO-
RIA, 2003).

Proposicdo 28. Seja¢ : U — U um automorfismo eI : U? — U uma D-subimplicac3o.

Entdo I? : U? — U também é uma D-subimplicac3o.
plicag

Irn(z,y) = SYT(N%(2), N°(y)), ) (32)

Prova. Anéloga a prova em (DIAS, 2011).

A partir da Proposicdo 28 a comutatividade da Classe das D-implicacdes sobre a

acao de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Figura 7.
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Eq.(26
C(S) xC(T) x C(N) (26) C(IsrN)
Eq.(18)Eq.(17), Eq.(6) Eq.(3)
Eq.(32

e(s#) x o(r%) x e(ve) 2 erg,
Figura 7: Comutatividade das Classes das D-implicaces sob a acdo de um automorfismo
¢
Exemplo 13. Pela Eg. (27), se ¢(x) = 2" e mn = 2, entdo tem-

se que a conjugada de Is, 7, N, € dada pela expressio: Igi’TP7NS(x,y) =
\2/1 — 11 —y*)(1 - (1 —y*)(1 —a?)), para todos x,y € U.

5.4 Consideracoes Finais

Este Capitulo descreveu os fundamentos relacionados as principais classes de subim-
plicacGes, focando nas representabilidades destas classes, considerando automorfismos e
a acdo destes sobre as negacdes e as (sub)implicaces.

Nas primeiras secGes, descrevem-se a construcdo de cada classe de subimplicagdo (a
partir da composic3o de ¢-sub(co)normas) e as propriedades que cada uma delas satisfaz.
A secdo final trata da atuacdo de automorfismos sobre as classe de subimplicacdes

estudadas: (S,N)-, QL- e D-subimplicac3o.



6 AGREGACAO DE SUBIMPLICACOES FUZZY

Este Capitulo aborda a metodologia para aplicacdo de funcGes de agregacdo n-arias
sobre familias de subimplicacdes fuzzy, principalmente aquelas definidas nas classes de
(S,N)- QL- e D-subimplicacdes fuzzy.

Para tal, o operador Z, é definido por uma funcdo de agregacdo A aplicada a um
conjunto finito de (sub)implicacdes Z, a fim de gerar um nova (sub)implicacdo fuzzy.
S3do também verificadas propriedades que o novo operador Z, preserva, em relacao as
propriedades das (sub)implicacdes agregadas.

Os estudos de casos estdo baseados na média aritmética, na mediana e no operador
média ponderada ordenada, e s3o apresentados para cada uma das classes de subimpli-

cacoes.

Teorema 1. O operador F, verifica a propriedade 1k se cada F; € F verifica a propri-
edade Ik, para todo k € {1,2,...,n}.

Prova. Para todos x,y,z € U vale que:

10-11: Uma vez que F; verifica a propriedade 11, para a prova de A2 tem-se que:

Fa(0,0) = A(F1(0,0), F»(0,0),...,F,(0,0)) = A(1,1,...,1) =1,
Fa(l,1) = A(Fi(1,1), F»(1,1),..., F,(1,1) = A(1,1,...,1) =1,
Fa(0,1) = A(F1(0,1), F5(0,1),...,F,(0,1)) = A(1,1,...,1) =1,
Fa(l,0) = A(Fi(1,0), F»(1,0),..., F,(1,0)) = A(0,0,...,0) =0
Portanto, F 4 também verifica I1.
12: Assume-se que v < z. Como A e F;, para todo i € {1,2,...,n}, verificam as

propriedades A3 e 12, respectivamente, vale que:

FA(xay) = A(Fl<xay)>F2<x>y)v cee 7Fn(x7y)) > A(Fl(z7y)>F2(Z>y)a cee >Fn(zvy))

Logo, Fa(x,y) > Fa(z,y).
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13: Assumindo que y < z. Como A e F;, para todo i € {1,2,...,n}, verificam as

propriedades A3 e 13, respectivamente, tem-se que:
Falz,y) = A(Fi(z,y), Fo(z,y), ..., F.(x,y) < A(Fi(z, 2), Fy(z,2),. .., Fy(x, 2))

LOgO, fA(Iay) S fA(ZL‘,Z).

14: Partindo da hipétese que F; satisfaz 14, para todo i € {1,2,...,n}, entdo por A2

tem-se:

Fa(0,y) = A(F1(0,y), F5(0,y), ..., F,(0,y)) = A(1,1,...,1) = 1.

I5: Partindo da hipétese que F; verifica 15, para todo i € {1,2,...,n}, logo por A2

tem-se:

Falz,1) = A(Fy(2,1), Bo(w,1),..., Fu(z,1)) = A(1,1,...,1) = 1.

19: Por A2, considere que:

Fa(0,0) = A(F(0,0), F5(0,0),..., F,(0,0)) = A(1,1,...,1) = 1,e
Fa(1,0) = A(Fi(1,0), Fy(1,0), ..., Fu(1,0)) = A(0,0,...,0) = 0.

Assumindo que x < y. Entdo, por A3 e N2 tem-se que
A(Ny(z), Na(x), ..., Nu(z)) = A(N1(y), Na(y), - - -, Nu(y)).
Por 19 chegamos a seguinte expressdo:

Fa(z,0) = A(Fi(2,0), Fy(x,0),..., F,(z,0))
> A(Fi(y,0), Fa(y,0),..., Fu(y,0)) = Fa(y,0).
Conclusdo, provamos que F4( - ,0) é uma negacdo fuzzy.

111: Se Fi(x,x) =1 para todo x € U e todo i € {1,2,...,n}, entdo por I1 tem-se:

Falz,y) = A(Fi(x,z), Fy(x,z), ..., F(x,2)) = A(1,1,...,1) =1

Portanto, o Teorema 1 foi provado.

Proposicdo 29. Se para todo i € {1,2,...,n}, F; é uma implicacdo fuzzy, entdo F 4

é uma implicacao fuzzy.

Prova: Segue do Teorema 1, itens 10, I1, 12 e 13.
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Teorema 2. Seja N uma negacio fuzzy. O operador F 4 verifica a propriedade 112 em
relacdo a N se cada F; € F, para todoi € {1,2,...,n}, verifica a propriedade 112 em

relacdo a N.

Prova. Para todo y € U, se F;(z,y) = Fi(N(y), N(z)) para todoi € {1,2,...,n} e

alguma negacdo fuzzy N, entdo tem-se

«/—_-A(wv y) = A(F1($7y)7 Fg(l',y), cee ,Fn(QT, y)) pe/a Eq (19)
— AFUN (), N(@)), Fo(N (), N(@))s ..., Fu( N(y), N(z))) por T12.
Por conseguinte, F4(x,y) = Fa(N(y), N(z)).

Teorema 3. F4 verifica I7 quando F; € F satisfaz, para todo i € {1,2,...,n}, as

seguintes condicoes:

1. a propriedade distributiva, a qual para todo x,y1,vys,...,y, € U:
A(E(SU, y1)7 E(I‘, y2)7 R E(ﬂf, yn)) = E(.T, A(yh Y2, - 7Z/n)); (33)
2. o principio da troca generalizada, na qual para todo 0 < i,j < n:

Fi(x, Fi(y, 2)) = Fi(y, F(x, 2)). (34)

Prova. Para todos x,y,z € U tem-se

Falz, Faly,z)) = A(Fi(z, A(Fi(y, 2) ... Fu(y, 2))), -
Fo(x,A(Fi(y,2)...,Fu(y,2)))) pela Eq. 19
= A(A(Fy(z, Fi(y, 2)), - . - Fi(z, Flu(y, 2))), - -
A(F,(z, Fi(y, 2)), ..., Fu(x, F,(y, 2))))  pela Eq. (33)
= A(A(F\(y, Fi(z,2)),..., Fi(y, F.(x, 2))), ...,
A(F,(y, Fi(x,2)),...,F.(y, F(x, 2))))  pela Eq. (34)
= A(Fi(y, A(Fi(x, 2), ..., Fo(x,2))), .. .,
F.(y, A(Fi(z,2),...,F,(x,2)))) pela Eq. (33)
= Fay, Fa(z,2)). pela Eq. 19.

Portanto, F 4 verifica I7.

Proposicdo 30. Se, para todoi € {1,2,...,n}, F; é uma (5,N)-subimplicacdo entdo
Fa € uma (S,N)-subimplicaco.

Prova: Segue do Teorema 1, itens 12, I9. E da Proposicao 3, a prova de I7.
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6.1 Agregacdo de (S,N)-subimplicacées

Esta secdo descreve a agregacdo de (S,N)-subimplicacdes fuzzy, obtidas por t-

subnormas e a negacdo padrao.

6.1.1 Meédia Aritmética

Esta subsec3o discorre sobre a agregacdo de (S,N)-subimplicacdes considerando o
operador de agregacao Média Aritmética.
Proposicao 31. Seja M: U" — U o agregador média aritmética e I, =
{Iin,....Iin} C I, onde T = {Ij(x,y) = 1 — ¥(x — xy)} €é a familia de (S,N)-
subimplicacées. T,; verifica Ik quando cada instancia I; verifica 1k, para k €
{0,2,3,4,6}.

Prova. Pela Proposicdo 20 temos que cada I;; com 1 < j < n satisfaz 10,12,13,14 e

16. Entdo, para todos x,y,z € U, o seguinte vale:

10: Zp,(1,1) = M(L(1,1),...,1,(1,1)) = M(1,...,1), uma vez que o operador M é
funcdo de agregacao idempotente. Analogamente, também pode ser provado que
Tn(1,1) =Zp(0,0) = Zp(0,1) = 1. Logo, Iy, verifica 10.

12: Sendo M uma funcdo monoténica, quando x < z, ent3o é valido que Ly (x,y) =

M([l(x7y>712<xay)7'"7[n(x7y)) Z M([1<Z7y>7[2(27y)7'"7[n(z7y)) =
Ty (z,y). Por conseguinte, Iy verifica a antitonicidade no primeiro argumento.

13: Sendo M uma funcdo monoténica, quando y < z, entdo segue que Ly(x,y) =
M(Li(z,y), L(x,y), ..., L(z,y) < M(L(x,z2), Lz, 2),..., I(x,2) =
Ty (x, z).. Portanto, Iy, verifica a monotonicidade no segundo argumento.

14: 7),(0,y) = M(L(0,y),...,1,(0,y)) = M(1,...,1) = 1. Logo Iy verifica 14.

16: 70/ (Ns(y), Ns(z)) =1-3((1—y) = (1 —y)(1 —2)) = 1 — {(z —ay) = Zu(z,y),
por conseguinte L, verifica a simetria contrapositiva.

Proposicao 32. O operador (A,Z) ou Iy, definido pelo agregador media M e a fa-
milia de (S,N)-subimplicacées I, previamente definida na Proposicdo 31, verificam a
propriedades A13 e 15.

Prova. De acordo com a Proposicdo 3, é suficiente provar que:
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(ii) Para todo x,y,...,y, € U, vale o seguinte:

M(Ii(:r,yl), - aIi(xvyn)) =

1 1 1
= (1-“(z— 1= S (z — 2y,
n/( S —ay) - (e xy))
1 1 1
= (”— g(”f)*'zf(yl +---+yn))
n 11 1
= E;(nw) + ==y + ... +yn)
1 1
=1- Z$+*9E*(y1+ + Yn)
1 1
=1 —(w—a—(y+...+yn
@ =2yt )

Portanto, o operador M verifica A13.

(ii) Para I;,,1;, € Z, obtém-se o seguinte:

[’il (x7Ii2(y7'Z>> = [il (.’L’, 1 - Zl2(y - yZ))

:1—%%@—2)
zl—iw—yu—w@—xﬁﬁ

=1, (yv L, (Z‘, Z))
Logo, T, verifica o principio da troca generalizado.

Concluindo, I, verifica I5.

Corolario 6. Z); é uma (S, N)-implicacdo dada por
ISALNS(x?y) = SM(NS<x>7y) (35)

Prova. Segue das Proposicées 31 e 32, de acordo com a Proposicdo 18.

Os principais resultados estdo resumidos na Figura 8. Mostrando que o agregador
média aritmética M preserva a classe das (S,N)-subimplicacdes definidas na Proposi-

¢do 31, ou seja, Is,, ng também é uma (S,N)-subimplicacdo.

6.1.2 Mediana

Esta subsec3o discorre sobre a agregacdo de (S,N)-subimplicacdes considerando o

operador de agregacao Mediana.
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C(N)xSx M Eq.(19) C(N) x Sy
Eqs.(22) Eq.(35)
I&N x M Eq(lg) (IS,N)M

Figura 8: Classe das (S, Ng)-implicagdes.

Proposicao 33. Seja M,: U™ — U o agregador mediana e Z,, = {l;1,...,I;,} CZ,
onde I = {I;(x,y) =1 — (x — zy)} é a familia de (S,N)-subimplicaces. Ty, verifica
10,12,13,14 e 16, quando cada instancia I; verifica 10,12,13,14 e 16.

Prova. Pela Proposicdo 20 temos que cada I;; com 1 < j < n satisfaz 10,12,13,14 e

16. Entdo, para todos x,y,z € U, o seguinte vale.

10: Zp,(1,1) = My(L1(1,1),...,1,(1,1)) = My(1,...,1), uma vez que o operador M,
€ funcdo de agregacdo idempotente. Analogamente, também pode ser provado
que Ty, (1,1) = Zp,(0,0) = Zp,(0,1) = 1. Logo, Ly, verifica 10.

12: Sendo M, uma fungdo monoténica, quando x < z, entdo é valido que Ty, (z,y) =

Md('[l(x7 y)?‘[2(x7 y)7“'7‘ln<x7 y)) Z Md(]1(27 y)?‘[2(27 y)7“'7‘[ﬂ(z7 y)) =
I, (z,y). Por conseguinte, Iy, verifica a antitonicidade no primeiro argumento.

13: Sendo M, uma fungcdo monoténica, quando y < z, entdo segue que Ly, (z,y) =
My(Li(x,y), L(z,y), ..., L(z,y) < My(li(z,2),I(x,2),..., I, (x,2) =
I, (z,2).. Portanto, I, verifica a monotonicidade no segundo argumento.

14: Zp;,(0,y) = Ma(L1(0,y),...,1,(0,y)) = Mu(1,...,1) = 1. Logo Iy, verifica 14.

16: Ty, (Ns(y), Ns(z)) = 1-H(1—y) — (1—y)(1-2)) = 1 - Lz —xy) = Ty, (2, ),
por conseguinte Ly, verifica a simetria contrapositiva.

Proposicdao 34. O operador 1), definido pelo agregador mediana M, e a familia de
(5,N)-subimplicacées I, previamente definida na Proposicdo 33, verifica a propriedade
I5.

Prova. De acordo com a Proposicdo 3, para todo x,y,...,y, € U, considere os dois
casos seguintes.

(i) Primeiramente, se n é impar, My(Li(z,y1),...,Li(z,y,)) = My(1 — 1(z —
1), .., 1=Hz—zy,)) = 1-(z—wzy, (n1) ) =1 (x Md(yl, ..., Yn)). Caso contrario,
quando n é par: My(Ii(z,y1),. .., Li(x,yp) = Ma(1 = 2(z —xy1),..., 1 — Lz —zy,)).
Isso implica que My(1;(z,y1), ..., Li(z,y,) = 1 — 7(2x7 — = (ya(%) + yg(%ﬂ))) =

1 - *(l’ —xMa(Y1,---,Yn))
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(ii) Agora, para I, I, € T, I, (x, I, (y, 2)) = Iy (2,1 — - (y —yz)) = 1= - (z — (1 -
i(y_yz)))- Entdo, ]i1(xv1i2(ya Z)) = Iil(x’ 1- i(y_yz» =1- %(:L‘—:L‘(l - i(y_
y2))) =1—7t(l-2)=1-py—y+Lx—a2) =1-(y—y(l - (v —22))) =

I (y, 1;,(z,2)). Logo, Iy, verifica o principio da troca generalizado. Por conseguinte,

2L, verifica I5.

Corolario 7. Z,;, é uma (S, N)-implicacdo dada por

ISMd,Ns (z,y) = Sy (Ns(2),y) (36)
Prova. Segue das Proposic6es 33 e 34, de acordo com a Proposicio 18.

Os principais resultados descritos no Corolario (7) estdo resumidos na Figura 9.
Mostrando que o agregador M, preserva a classe das (S,N)-subimplicacdes definidas na

Proposicdo 33, ou seja, Ts,, v, também é uma (S,N)-subimplicagdo.

Eq.(19
O x 8 x My 241D vy s,
Eqs.(22) Eq.(36)
Eq.(19
Isn x My 7{19) (Zs,n)

Figura 9: Classe das (Sy,, Ns)-implicacdes.

6.1.3 Meédia Ponderada Ordenada

Esta subsec3o discorre sobre a agregacdo de (S,N)-subimplicacdes considerando o

operador de agregacio OWA.

Proposicao 35. Seja OWA: U™ — U um agregador (idempotente, n-ario) e Z uma
familia de (S,N)-subimplications fuzzy. Zow a verifica 10,12,13,14 e 16 sempre que

todo membro da funcdo I; € T verifica 10,12,13,14 e 16, respectivamente.

Prova. Pela Proposicdo 20, cada 1;; com 1 < j < n satisfaz 10,12,13,14 e I6. Logo,

para todos z,y,z € U, vale o seguinte:

10: Como o OW A verifica AO, temos que:

Towa(1,1) = OWA(L(L 1), ..., I,(1,1)) = OWA(L,...,1) =1
Tow(0,0) = OWA(L(0,0), ..., 1,(0,0)) = OWA(L,...,1) = 1
Towa(0,1) = OWA(L(0,1),...,1,(0,1)) = OWA(L,...,1) = 1

Portanto, Zow 4 verifica 10.
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12: Pela monotonicidade de OW A, se x < z, segue que

IOWA('Tay) = OWA(Il(xay)7[2<x7y)7 . ,In(l’,y))
> OWA(Il(Zay)>I2(Z>y)7 SRR In(zvy>> - IOWA(Zvy)'

13: Pela monotonicidade de OW A, se y < z, segue que

Towal(z,y) = OWA(L(z,y), I2(x,y),..., In(x,y))
< OWA(IL(x, 2), I(x, 2),..., I,(z,2) = Zowal(z, 2).

14: Pela propriedade AQ, nés obtemos o seguinte:

16: Pela simetria contrapositiva de I,,, segue que

Zowa(N(y), N(x)) = OWA(L(N(y), N()), ..., In(N(y), N(x)))
= OWA(L(z,y),...,I.(z,y) = ZoW A(z, y).

I17: Quando OW A é uma funcdo indempotente, segue que
Towa(l,y) = OWA(L(L,y) ..., I.(1,y)) = OWA(y,y,...,y) = .

18: Quando » < vy, o que segue é verificado: Nz, ,(x) = Zowa(z,0) =
OWA(Li(x,0)...,I,(z,0)) > OWA(IL(y,0) ..., ,(y,0)) = Nz, (v)

Portanto, a Proposicao 35 é verificada.

Proposicao 36. O operador ZTow 4 definido pelo agregador OW A e a familia Zs ny de

(5,N)-subimplica¢ées, previamente definida na Equagdo(23),verifica 15.
Prova. De acordo com a Proposicdo 3, é suficiente provar que:

(ii) Para todo x, v, ...,y, € U, vale o seguinte:

OWA(L’(JE, Z/l), ces 7Ii(ma yn)) =

1 1
wy (1 — ;(37 — ZYo(1)))s - - - Wa(l — ;(Q: ~ TYo(n)))
n 1 n
Zwi - f(x - xzwz'ya(z‘)>
i=0 t i=0
1

= Iz(x, OWA(yla Y2, - - yn))
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Portanto, o operador OWA verifica A13.

(ii) Para I;,,1;, € I, obtemos o seguinte:

b&m%@wﬁ=hdﬁl—;@—y@)

:1—%(1—2)
—1- Syl (@ 22)

=1I; (y7 L, (:L“, z))

Logo, Zow a verifica (I5), o principio da troca generalizado.

Corolario 8. Sejam o operador (OW A,Z) e a familia de (S,N)-subimplicacées T pre-
viamente definida na Eq.(23). A funcdo Zow a é uma (Sow a, Ng)-subimplicacdo dada

por
Towa(z,y) = Sowa(Ns(x),y) (37)

Prova. Segue das Proposicées 35 e 36.

Os principais resultados sobre como obter o operador Zoy 4 estdo resumidos no
diagrama da Figura 10, mostrando que o operador OW A preserva a classe das (S,N)-
subimplicagdes, como estabelecido na Proposicdo 35, ou ainda, Zs,,, , .~ € uma (S,N)-

subimplicacdo.

Eq.(19
C(N) xS x OWA La19), C(N) x Sowa
Eqs.(22) Eq.(37)
Eq.(19)
Isn X OWA (Zs,N)owa

Figura 10: Diagrama comutativo da classe das (Sow 4, Ns)-subimplicacdes.

6.2 Agregacao de QL-subimplicacoes
Esta secdo introduz a agregacdo de QL-(sub)implicacbes fuzzy. As quais s3o obtidas
considerando o uso de t-subnormas, t-subconormas e a negacdo padrao.
6.2.1 Operador de Média Aritmética
Proposicao 37. Seja M : U™ — U o agregador média aritméticae J = {J;: U* — U},

parai € {1,2,...,n} uma familia de subimplicacées fuzzy dada por J; = 1—(x—x2y).

7
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Entdo Jy é uma Q) L-implicacdo dada por

jM(‘r7y) - ISM,NS,TP(xvy)' (38)

Prova. De acordo com a Proposicdo 22, vale o seguinte:

Para todos x,y € U, tem-se que:

Tu(z,y) = M((z,y),..., Jn(z,y))Eq. (19)
= M(‘SI(NS(J:)?TP(x? y))? AR SH(NS(‘T)? TP(xvy)))Eq (25)
= Tsy.Ns.Tar (@, y).Prop. (13)

Logo, a Proposicdo 37 é verificada.

Proposicao 38. Seja M : U" — U o agregador média aritmética e J uma familia de
todas as subimplicacées J;. Jy; verifica 1k, para k € {0,2,4,15,16a, 16b}.

Prova. Segue das Proposicées 22 e 37.

6.2.2 Operador de Mediana

Proposicdo 39. Seja M;: U™ — U o agregador mediana e J = {J;: U* — U}, para
i € {1,2,...,n} uma familia de subimplicagées fuzzy dada por J; =1 — 1(z — z%y).

Entdo Ju, é uma () L-implicacdo dada por

I, (,y) = ISMd,Ns,TMd (@, y)- (39)

Prova. De acordo com a Proposicdo 22, vale o seguinte.

(i) Primeiramente, se n é impar, obtém-se o seguinte:

Iy (x,y) = Ma(J1(2,y), - - -, Ju(z,9))
= Ma(S1(N <>T1<x Y), - Su(N(2), To(w, y))
= (S,yns1y(N(2), T(x, >)=:fst,NS,md<x,y>.

(ii) Caso contrério, quando n é par, segue que:

jMd('r7y) = Md(‘]l(xay)7 BRI Jn(l‘,y))

= My(S1(N(2),T(x,y)), .., Sn(N(2), T(z,y)))
= ;(Sg(g)(N(ZE),T(ZB,y)) + SU("TH)(N(x)a T(iE, y)))

= ISMd,Ns,TMd (.CE, y)‘

Logo, a Proposicdo 39 é verificada.
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Proposicao 40. Seja M;: U™ — U o agregador mediana e J uma familia de todos os
subimplicadores J;. Jy, verifica Ik, com k € {0,2,4, 15, 16a, 16b}.

Prova. Segue das Proposicdes 22 e 39.

6.2.3 Agregador Média Ordenada Ponderada (OWA)

Esta secdo analisa sob quais condicdes a classe das QL-subimplicacGes sdo preserva-

das pelo operador OWA.

Proposicio 41. Seja o agregador OWA e J = {I;: U* — U IL(z,y) =
Sp(Ns(z), Ti(x,y)),0 < i <n} uma familia de QL-subimplicagbes. Ent3o, para todos
x,y € U, a funcdo Jowa: U?> — U é uma QL-subimplicacdo, cuja definicio é dada

por

jOWA(Z'ay) :ISP,NS,TOWA(‘I'ay)' (40)

Prova. De acordo com a Eq. (19), para todos x,y € U, tem-se que o seguinte vale.

n

Jowal(z,y) = OWA(L(x,y),..., I(z,y)) = Zwi Aoy (2,Y)

=1

> i Sp(N(e). Ty o.1)

SP(N('Z'% Zwi ’ Ta(i)<x7 Z/)) = ISP:NS7TOWA (.T, y)'

i=1

Portanto, a Proposicdo 41 é verificada.

Proposicao 42. Seja OWA: U™ — U o operador OWA e J uma familia de todas as
QL-subimplicacées como apresentado na Proposicdo 41. Entdo o operador (J,OW A),

referenciado como Jow a, verifica as propriedades lk para k € {0,2,4,9,16a, 16b}.
Prova. Segue das Proposicées 22 e 41.

As resultados apresentados mostram que o operador OWA preserva a classe das

QL-subimplicacdes:

1. Primeiramente, podemos obter Spu 4 pelo operador OWA aplicado sobre n t-
subconormas S;. E apés isso, definimos um operador (J,OW A) como uma
QL-subimplicacdo representada pela t-norma produto T, a negacdo padrdo Ng

juntamente com uma t-subconorma §;.

2. Para cada t-subconorma 5;, a familia 7, de QL-subimplicacGes, tem suas funcdes-
membro expressas por Ig, 1, n,. E apds, pela agregacao das n funcdes-membro
de Jg1, obtemos um operador (7, OW A).
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6.3 Agregacao de D-subimplicacoes

Esta secdo discorre sobre a agregacdo de D-(sub)implicacbes fuzzy. As quais sdo
obtidas considerando o uso de t-subconormas, t-subnormas, e a negacdo padrao.
6.3.1 Operador Média Aritmética

Esta subsecao analisa sob quais condicdes a classe das D-subimplicacGes sdo preser-

vadas pelo operador média aritmética (M).
Proposicao 43. Seja M : U™ — U o agregador média aritmética e
L={l;:U*—=U: Ii{z,y) = Si(Tp(x,y), Ns(z)),0 < i < n},

uma familia de D-subimplicacbes. Ent3o, para todo x,y € U, a funcdo Low: U? — U

€ uma D-subimplicacdo, cuja definicdo é dada por

‘cM (‘T7 y) = ISM,TP,NS (Q?, Z/) (41)

Prova. De acordo com a Proposicdo 25, o seguinte vale.

Ly(x,y) = M(Li(x,y),...,I(z,y))
= M (Soq)(Tp(Ns(z), Ns(y)),9), -+ » So) (Tp(Ns(x), Ns(v)), y))

= 712 (S1(Tp(Ns(x), Ns(y)),y)+, -+, +5.(Tp(Ns(x), Ns(y)),y))

== IS]\/[,TP,NS (:Ea y)

Portanto, a Proposicdo 43 é verificada.

Proposicao 44. Seja M : U™ — U o operador média aritmética e L uma familia de
todas as D-subimplicacbées como apresentado na Prop. 43. Entdo o operador (L, M),

referenciado como L, verifica as propriedades lk para k € {0,2,4,16a,16b,17}.
Prova. Segue das Proposicées 25 e 43.

Na Figura 11, estd uma representacdao em diagrama dos resultados expostos nesta

subsecdo. O grafico mostra que o operador média preserva a classe das D-subimplicacdes.

1. Primeiramente, podemos obter S); pelo operador média (M) aplicado sobre n
t-subconormas S;. E apés isso, definimos um operador (£, M) como uma D-
subimplicacdo representada pela t-norma Tp, a negaciao padrao Ng juntamente

com uma t-subconorma §;.

2. Para cada t-subconorma S;, a familia £, de D-implicacGes, com suas funcoes-
membro dadas por Ig, 7, ng, € construida. E apds isso, pela agregacdo das n

funcdes-membro de L, obtemos um operador (L, M).
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Eq.(19)

NgxTp xS xM——— NgxTp xSy
Eqs.(26) Eq.(41)
Eq.(19)

ISi,TP7NS x M ISAI»TP,NS

Figura 11: Classe de (Sys, Tp, Ng)-subimplicacdes obtida pelo operador M.

6.3.2 Operador Mediana

Esta subsecdo analisa sob quais condicdes a classe das D-subimplicacoes é preservada

pelo operador mediana.

Proposicao 45. Seja M,: U™ — U o agregador M, e
L={;:U*=U: I(z,y) = Si(Tp(z,y), Ns()),0 <i < n}
uma familia de D-subimplicacées. Entdo, para todos x,y € U, a funcdo Ly,: U* — U

€ uma D-subimplicacdo, cuja definicdo é dada por

Ly (z,y) = ISMd,TP,Ns (@,y). (42)

Prova. De acordo com a Proposicdo 25, o seguinte vale.

(i) Se n é impar:

'CMd(xvy) = Md(ll(xay)7 s ,]n(x,y))
= Md (So(l)(TP(NS(x)vNS(?/))»?D? U 7SU(")(TP(NS(x)>NS(y))>y))
= So("T“)(TP(NS(x)7 NS(y))a y)

= IS]\/[d7TP,NS(x’y)'
(ii) Se n € par:

ﬁMd(fL',y) = Md(ll(may)> s ,In(:v,y))

= My (50(1)(TP(NS(5L’), Ns(¥)),y), -+, Som)(Tr(Ns(z), Ng(y))7y))

1

= 5 (Soe) (TP (Ns(2). Ns (). 9) + Sog41)(T(Ns(2), Ns (). v))

= -,Z"Shfd,Tp,Ns (x’ y)
Portanto, a Proposicao 45 é verificada.

Proposicao 46. Seja M,: U™ — U o operador mediana e L uma familia de todas as D-
subimplicacées como apresentado na Prop. 45. Ent3o o operador (L, M,), referenciado

como Ly, verifica as propriedades Ik para k € {0,2,4,9,16a, 160, 17}.

Prova. Segue das Proposicbes 25 e 45.
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Na Figura 12, estd uma representacao em diagrama dos resultados expostos nesta
subsecdo. O grafico mostra que o operador mediana (M,) preserva a classe das D-

subimplicacOes.

1. Primeiramente, podemos obter S;, pelo operador mediana aplicado sobre n t-
subconormas S;. E apds isso, definimos um operador (£, M) como uma D-
subimplicacdo representada pela t-norma Tp, a negacido padrao Ng juntamente

com uma t-subconorma §;.

2. Para cada t-subconorma S;, a familia £, de D-implicacdes, com suas funcdes-
membro dadas por Ig, 7, ng. € construida. E apds isso, pela agregacdo das n

funcdes-membro de L, obtemos um operador (L, M,).

Eq.(19)

NgxTp xS x Mg ——— Ng xTp x S,
Eqs.(26) Eq.(42)
Eq.(19)

:Z‘.S,L',TP,NS X Md IS]VId7TP7NS

Figura 12: Classe de (Sus,, Tp, Ns)-subimplicacGes obtida pelo operador M.

6.3.3 Operador Média Ordenada Ponderada (OWA)

Esta subsecdo analisa sob quais condicdes a classe das D-subimplicacoes é preservada

pelo operador OWA.

Proposicao 47. Seja OWA: U™ — U o agregador OW A e
L= {[z U2 — U: [l(xvy) - Sl(TP(x>y)7NS($))7O < [ < 77,},
uma familia de D-subimplicacées. Entao, para todosx,y € U, a funcdo Lowa: U? — U

€ uma D-subimplicacdo, cuja definicdo é dada por
'COWA(x> y) = ISOWA,TP7N5 ($> y)- (43)
Prova. De acordo com a Proposicdo 25, o seguinte vale.
EOWA(I7y) - OWA(]1<1’,y)7 ceey In(‘r7 y)) - Zwl ’ ]U(i)(xu y)
i=1

= > w;i - So((Tp(Ns(2), Ns(y)), v)
=1
= ISPyTOWA7NS (l‘, y)

Portanto, a Proposicdo 47 é verificada.
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Proposicao 48. Seja OWA: U" — U o operador OWA e L uma familia de todas
as D-subimplicacées como apresentado na Prop. 47. Entdo o operador (L,OW A),

referenciado como Low a, verifica as propriedades Ik para k € {0,2,4,9,16a,16b}.
Prova. Segue das Proposicbes 25 e 47.

Na Figura 13, estd uma representacdo em diagrama dos resultados expostos na

Prop. 47. O grafico mostra que o operador OWA preserva a classe das D-subimplicacdes.

1. Primeiramente, podemos obter Spw 4 pelo operador OWA aplicado sobre n t-
subconormas S;. E apés isso, definimos um operador (£, A) como uma D-
subimplicacdo representada pela t-norma Tp, a negacao padrao Ng juntamente

com uma t-subconorma S;.

2. Para cada t-subconorma S;, a familia £ de D-implicacGes, com suas funcdes-
membro dadas por Ig, 7, ng, € construida. E apds isso, pela agregacdo das n

funcSes-membro de L, obtemos um operador (L, OW A).

Eq.(19)
NSXTPXSXOWA—>N5XTPXSOWA
Eqs.(26) Eq.(43)
Eq.(19)

ISi,TP,Ns x OWA

Sow a,Tp,Ns

Figura 13: Diagrama comutativo da classe das (Sow a, Ns)-subimplicacdes.

6.4 Consideracoes Finais

O presente Capitulo abordou definicdes, proposicdes e propriedades relacionadas a
operadores de agregacao aplicados sobre classes de subimplicacGes fuzzy.

Foram desenvolvidos estudos de casos para as classes de (S,N)- QL- e D-
subimplicacdes, considerando as funcGes de agregacao: media Aritmética, Mediana e
o operador OWA.

Estes estudos também consideraram as principais propriedades, exemplos e a ex-
pressdo das correspondentes fun¢des conjugadas para as classes de (S,N)- QL- e D-

subimplicagdes.



7 CONCLUSAO

As Implicacoes Fuzzy tém um papel importante na modelagem de sistemas inteligen-
tes permitindo a estes deduzir conclusoes significativas de maneira similar ao raciocinio
humano. Esta dissertacao abordou um estudo da Légica Fuzzy, no sentido estrito, e
a construcdo de conectivos fuzzy obtidos por operadores de agregacdo com énfase na
obtencdo de uma nova classe de conectivos fuzzy.

Foram introduzidos operadores de agregacao sobre t-subnormas, t-subconormas e
subimplicacdes, estendendo as classes de t-normas, t-conormas e implicacoes fuzzy.

O eixo central deste trabalho considerou as agregacdes de (sub)implicacdes fuzzy,
gerando novas (sub)implicacdes, para permitir uma maior flexibilidade na modelagem
de sistemas de inferéncia baseados na Loégica Fuzzy. Para tanto, foram estudados os
conceitos basicos relativos a representabilidade de implicacdes e as classes: (S,N)-, QL-
e D-subimplicacbes, incluindo anéalise de propriedades desses conectivos e exemplos.
Nestes, destacaram-se as subimplicacdes representadas pela ¢-subnorma produto e pela
t-conorma soma probabilistica, respectivamente.

DefinicGes e principais propriedades referentes aos operadores de agregacdo foram
estudas, como: identidade, condicoes de contorno, idempoténcia, e monotonicidade.
Desenvolveram-se estudos de caso baseados nos agregadores: média aritmética, mediana
e o operador OWA. Para a mediana, em particular, foi dada uma atencdo maior quanto
a andlise de propriedades verificadas. A classe de funcdes de agregacdo OWA (Ordered
Weighted Averaging) introduzida por Yager (YAGER, 1988), define uma familia para-
metrizada cujos parametros satisfazem miltiplos critérios, unificando o comportamento
de conjuncées e disjuncées em um (nico operador.

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar novas classes de (sub)implicacdes
(como a Xor-subimplicacdo, por exemplo) que podem ser geradas pela aplicacdo de
um operador de agregacdo. Considera-se ainda, o estudo e a aplicacdo do operador
de dualidade entre os novos conectivos agregados, com a andlise da sensibilidade dos
conectivos quanto a robustez, diante de perturbacdo nos dados de entrada nos sistemas

fuzzy modelados por operadores de agregacao.
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