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“...E você corre e corre atrás do Sol
mas ele está se pondo
Fazendo a volta para

nascer atrás de você outra vez
De maneira relativa o Sol é o mesmo,
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nos enfermos dos hospitais, nos asilados na delegacia

ou no pedestre ansioso com quem se fraterniza”
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acima de tudo, com uma enorme coleção de neuroses.”
— Carl G. Jung

“Conhece-te a ti mesmo, e então conhecerás o universo e os deuses.”
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RESUMO

BENÍTEZ, Íbero Camilo Kreps. Implicações Fuzzy Obtidas por Agregadores
Multi-dimensionais. 2014. 75 f. Dissertação (Mestrado em Ciência da Computação)
– Programa de Pós-Graduação em Computação, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2014.

Implicações fuzzy têm um importante papel na modelagem de sistemas inteligen-
tes baseados na Lógica Fuzzy, permitindo a estes maior flexibilidade para deduzir
conclusões significativas de maneira similar ao raciocínio humano. Este trabalho
considera a construção de novos conectivos fuzzy obtidos por aplicação de funções
de agregação multidimensionais, com ênfase na obtenção de novas t-subnormas,
t-subconormas e subimplicações. Mostra-se que a análise de propriedades preservadas
por tais funções de agregação leva à generalização das principais classes destes conec-
tivos fuzzy. Estes resultados são extensões dos conceitos fundamentais referentes às
classes de implicações representáveis a partir de negações fuzzy, de normas e conormas
triangulares. Assim, nosso principal desafio de pesquisa se reporta à generalização de
princípios da Lógica Fuzzy, garantindo que os novos conectivos preservem as propri-
edades algébricas que caracterizam suas correspondentes classes. Neste contexto, ao
considerar a associatividade generalizada e a distributividade das funções de agregação
em relação a famílias de t-subnormas e t-subconormas, assegura-se que a propriedade
associativa é satisfeita pelos novos membros de cada classe destes conectivos. De forma
análoga, o princípio da troca generalizado é condição necessária para a preservação de
classes de subimplicações fuzzy como (S,N)-, QL- e D-subimplicações. Estudam-se as
usuais funções de agregação no contexto da Lógica Fuzzy, incluindo as correspondentes
propriedades algébricas. Em particular, estudos de casos são desenvolvidos para estas
três classes de subimplicações representáveis, com base na média ponderada ordenada –
denominada operador OWA, e duas de suas importantes subclasses, a média aritmética
e a mediana. Este trabalho apresenta ainda a conjugada associada aos novos conectivos
fuzzy, as quais são obtidas por ação de automorfismos que também preservam as
propriedades das classes (S,N), QL- e D-de subimplicações. Os resultados referentes
à representabilidade preservada pela a ação dos automorfismos estão resumidos em
diagramas comutativos, explicitando o relacionamento entre os conectivos fuzzy e
os agregadores aplicados na sua construção. Concluindo, pela formalização aqui
apresentada nos teoremas e proposições, consolida-se uma metodologia para obter
novos conectivos amplamente exemplificada para as principais classes de subimplicações
fuzzy.

Palavras-chave: Lógica Fuzzy, Implicações Fuzzy, Operadores de Agregação.



ABSTRACT

BENÍTEZ, Íbero Camilo Kreps. Fuzzy Implications obtained by Multidimentional
Aggregation Operators. 2014. 75 f. Dissertação (Mestrado em Ciência da Com-
putação) – Programa de Pós-Graduação em Computação, Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas, 2014.

Fuzzy Implications play an important role on intelligent systems, allowing them to
be modelled by plausible conclusions in a similar way to human reasoning. This work
considers a construction of new fuzzy connectives obtained by application of multidi-
mensional aggregation functions, achieving new triangular subnorms and subconorms
together with fuzzy subimplications. It shows that the analysis of properties preserved
by such aggregation functions leads to a generalization of the main classes of fuzzy
implications. These results connected to representable fuzzy subimplications are exten-
sions of fundamental concepts related to main representable implication classes, meaning
that they are defined by composition of fuzzy negations, triangular subnorms and sub-
conorms. Thus, the main research problem is concern with the generalization of fuzzy
logic principles, assuring that the new fuzzy connectives preserve the algebraic properties
characterizing their corresponding classes. In this context, by considering the generalized
associativity and distributivity of aggregation functions related to families of triangular
subnorms or subconorms, the associativity property of a new fuzzy triangular subnorm
or subconorm is verified. Analogously, the generalized exchange principle is a neces-
sary condition in order to preserve representable subimplication classes as the (S,N)-,
QL- and D-subimplications. In addition, the usual aggregation functions on fuzzy logic
context are studied, including corresponding algebraic properties. In particular, case
studies are developed to these three representable subimplication classes based on the
ordered weighted average – referred as the OWA operator, together with two of its main
subclasses, the arithmetic mean and median. This work also presents the conjugate
associated to the (S,N)-, QL- and D-subimplications, which are obtained by action of
automorphisms preserving the corresponding properties of new fuzzy connectives. Re-
sults related to representable conjugate functions preserved by action of automorphisms
are summarized by commutative diagrams, explicitly describing the relationship among
the new connectives and the aggregation function applied in their construction. Con-
cluding, by this formal approach presented as theorems and propositions, this work con-
solidates a methodology to obtain new connectives, providing examples for main fuzzy
subimplication classes.

Keywords: Fuzzy Logic, Fuzzy Implications, Aggregation Functions.
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1 INTRODUÇÃO

Implicações fuzzy têm um papel fundamental no desenvolvimento de regras de in-
ferências em sistemas especialistas baseados em Lógica Fuzzy. Estes conectivos fuzzy
permitem, por exemplo, que sistemas inteligentes sejam modelados para tomada de de-
cisões plausíveis, de maneira similar ao pensamento humano. E, tais sistemas possuem
aplicação em diversas áreas do raciocínio aproximado, com elevada relevância no estudo
de equações relacionais fuzzy (MAS et al., 2007), na morfologia fuzzy (BLOCH, 2011)
e no processamento de imagens (BELIAKOV; BUSTINCE; FERNANDEZ, 2011).

As implicações também são frequentemente utilizadas com funções de agregação em
sistemas de raciocínio aproximado (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008a; FODOR; ROU-
BENS, 1994), mas sempre agregando dois operadores, ou seja, considerando funções de
agregacão bi-dimensionais, como em (BUSTINCE et al., 2010).

Funções de agregação (operadores de agregação ou agregadores), neste contexto,
são funções cujo domínio de definição (entrada dos dados - números fuzzy) consiste em
vários conjuntos fuzzy e realizam uma operação de agregação sobre esses conjuntos de
tal maneira que a imagem é definda por um único conjunto fuzzy que contém como
resposta o resultado desta operação. Operadores de agregação sobre uma classe de
conectivos fuzzy também são usados para gerar um novo membro desta classe.

As funções de agregação mais utilizadas são as normas e as conormas triangulares.
Entretanto, para certas aplicações, propriedades restritivas como a associatividade ou
comutatividade devem ser estendidas. Tem-se então outros agregadores como uninor-
mas, pseudo-(co)normas, t-conormas fracas, medianas, médias (aritméticas, ordenadas,
ponderadas) e tantas outras estudadas na literatura da área (DESCHRIJVER; KERRE,
2005a; MAKSA, 2005; JAYARAM; MESIAR, 2009; OUYANG, 2012; BELIAKOV et al.,
2012).

Considerando o uso de funções de agregação aplicadas sobre uma família de conec-
tivos fuzzy, este trabalho tem como principal objetivo a construção de novos conecti-
vos pela aplicação de funções de agregação sobre três famílias de implicações: (S,N)-
subimplicações, QL-subimplicações e D-subimplicações. Analisando-se as propriedades
algébricas para estas novas subimplicações e extendendo-se conceitos que assegurem a
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preservação da classe das subimplicações. Com isso, obtém-se uma metodologia para
obter novos conectivos fuzzy, a qual foi destacada em diagramas que comutam dentro
das classes de subimplicações.

Esta dissertação aborda, no segundo capítulo, os conceitos básicos relacionados à
Lógica Fuzzy. Definições de função característica e função de pertinência; o conceito de
automorfismos; e definições ressaltando as propriedades básicas referentes aos conectivos
fuzzy: negações e subimplicações fuzzy.

No Capítulo 3, são elencados a definição de operador de agregação, principais propri-
edades e os operadores de agregação utilizados neste trabalho. Em especial, uma seção é
voltada para subnormas trinagulares e subconormas triangulares, agregadores presentes
na Lógica Fuzzy.

O Capítulo 4 refere-se à agregação de funções e sub(co)normas triangulares, anali-
sando as propriedades preservadas pelas famílias desses conectivos com estudo de caso
para os agregadores: média aritmética, mediana e a média ponderada ordenada (OWA).

O Capítulo 5, se reporta à definição de como são construídas as classes (S,N)-, QL-
e D-subimplicações e à análise de suas propriedades. Além disso, mostra um estudo de
caso referente à ação de automorfismos sobre cada uma dessas classes.

No Capítulo 6, situa-se a principal contribuição deste trabalho. Discorre sobre agre-
gação de (sub)implicações fuzzy. Descreve a agregação considerando as três classes
de subimplicações: (S,N)-, QL- e D-subimplicações. E, ainda, um diagrama comuta-
tivo relacionando a construção de novas subimplicações fuzzy a partir da agregação
t-sub(co)normas e subimplicações fuzzy. Faz-se um estudo de caso do comportamento
de cada operador de agregação estudado, sobre as três classes de subimplicações.

O Capítulo 7, relata as principais considerações finais deste trabalho e os trabalhos
futuros.

1.1 Tema

O tema deste trabalho contempla a construção de novos conectivos fuzzy usando
operadores de agregação. Aplicando um operador de agregação multi-dimensional a
um conjunto finito de subimplicações fuzzy, pode-se construir novas subimplicações.
Tais construções de subimplicações preservam propriedades usuais das implicações fuzzy,
viabilizando a modelagem de sistemas fuzzy mais flexíveis.

1.2 Motivação

A Lógica Fuzzy, é uma lógica multivalorada capaz de modelar informações vagas
e/ou incertas de sistemas reais, as quais estão normalmente descritas em uma lingua-
gem natural, e assim, convertê-las para um formato de fácil manipulação por sistemas
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computacionais (BARROS; BASSANEZI, 2010; CARLSSON; FULLER, 2002).
A Lógica Fuzzy auxilia na tomada de decisões em sistemas de controle, frequente-

mente baseados em informações obtidas por especialistas. Tal contribuição pode ser
facilmente verificada em aplicações nas áreas de reconhecimento de padrões, comunica-
ção de informação e processamento de imagens (KLIR, 1993; DUBOIS; OSTASIEWICZ;
PRADE, 2000; MITRA; PAL, 2005; KLIR, 2005).

A principal diferença entre uma proposição lógica definida sobre conjuntos clássicos
e uma proposição lógica definida sobre conjuntos fuzzy, de acordo com a teoria introdu-
zida por Zadeh (ZADEH, 1965), está na valoração do grau de pertinência, cujos valores
são números reais no intervalo unitário U = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1} = [0, 1]. Assim, os
conectivos fuzzy de aridade n são funções Un → U , as quais estendem os corresponden-
tes clássicos, preservando suas principais propriedades algébricas nos pontos extremos
do intervalo unitário.

Em especial, as operações de agregação sobre conjuntos fuzzy são operações pelas
quais vários conjuntos fuzzy são agregados de tal maneira que seja produzido um único
conjunto fuzzy como resposta, o qual preserva as principais propriedades dos conjuntos
agregados.

Mais formalmente, uma função (operador) de agregação A : Un → U é uma função
monotônica, não-decrescente em todos os seus argumentos, que preserva os argumentos
nos extremos do intervalo unitário U . Uma função de agregação coincide com a função
identidade quando se considera apenas um argumento na sua definição (n = 1).

As propriedades algébricas se reportam às propriedades dos sistemas modelados pela
Lógica Fuzzy, e podem gerar diferentes classes de agregações (DETYNIECKI, 2001).
Exemplos de funções de agregação são a média aritmética, média ponderada e média
ponderada ordenada, a mediana, o máximo e o mínimo, o máximo e o mínimo ponde-
rados.

Considerando os estudos científicos já consolidados nesta área de pesquisa (DESCH-
RIJVER; KERRE, 2005b; LIU; WANG, 2006; MAYORAND; J.MONREAL, 2007; REI-
SER; BEDREGAL, 2011; XIA; XU, 2011), este trabalho visa a obtenção de implicações
fuzzy a partir da análise das propriedades algébricas satisfeitas por funções de agrega-
ção. Neste contexto, considera-se a construção de um novo operador (conectivo) fuzzy
indicado por FA, gerado pela aplicação de uma função de agregação A sobre um con-
junto finito de subimplicações fuzzy. E analisa-se, sob quais condições este operador FA
verifica as propriedades de sua correspondente classe. Este trabalho está baseado nos
fundamentos introduzidos em (REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013) e estende tal
pesquisa, seja na investigação das propriedades das implicações preservadas pela cons-
trução proposta, seja na busca de exemplificações em novas subclasses.

Diferentemente de recentes pesquisas (OUYANG, 2012), este trabalho não se res-
tringe ao estudo de operadores de agregação binários, ou seja, obtenção de um novo
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conectivo fuzzy a partir da agregação de apenas outros dois. Este estudo mais restritivo,
elimina a investigacão de propriedades como a associatividade, e por consequência, o
princípio da troca. Tais propriedades, na sua generalização, consideram sempre três ou
mais conectivos na sua definição e aplicação.

A relevância do estudo das implicações fuzzy para a modelagem de sistemas de
inferência baseados na Lógica Fuzzy pode ser verificada na diversidade de trabalhos re-
centemente realizados (CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002; LI, 2011; DESCH-
RIJVER; KERRE, 2005a). O estudo das implicações fuzzy é uma área de pesquisa con-
solidada, com diferentes formas de representação: implícita, explícita e axiomática das
implicações fuzzy. Várias extensões vêm sendo consideradas, como a abordagem intuicio-
nista e a abordagem intervalar. Além desses estudos, diferentes classes de implicações são
definidas na literatura, como as R-implicações, (S,N)-implicações, QL-Implicações, XOR-
implicações (DESCHRIJVER; KERRE, 2005c; BEDREGAL et al., 2010; BACZYNSKI;
JAYARAM, 2008b; BACZYNSKI; JAYARAN, 2010; VISINTIN; REISER; BEDREGAL,
2011).

1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é o estudo de funções de agregação e correspondentes
propriedades visando a construção de novos conectivos fuzzy, com especial atenção na
construção de subimplicações fuzzy.

Busca-se obter como resultados teóricos, a verificação da propriedade de fecha-
mento em novas subimplicações obtidas pela composição de uma função de agrega-
ção A : Un → U com um conjunto finito de subimplicações F = {Fi : i ∈ {1, 2, . . . n}}.
Esta construção pode ser estendida para sua correspondente construção dual JA, definida
como uma coimplicação fuzzy e obtida pela composição de uma função de agregação
A com um conjunto finito de funções de coimplicação J = {Ji : i ∈ {1, 2, . . . n}}.
Como objetivo específico destaca-se: a definição de novos conectivos, analisando
se estes preservam as propriedades de sua respectiva classe após uma operação
de agregação.

1.4 Metodologia

A metodologia a ser utilizada na realização deste trabalho considera, primeiramente,
uma revisão bibliográfica e estudo dos fundamentos relativos à Lógica Fuzzy e operadores
de agregação. Em seguida, uma revisão bibliográfica de implicações fuzzy, principais
classes e propriedades algébricas. E para finalizar, uma avaliação da estruturação de
novos conectivos fuzzy, em especial de subimplicações fuzzy, com base nos estudos
realizados sobre operadores de agregação.



18

1.5 Organização do Texto

A estrutura desta Dissertação é composta por sete capítulos, o primeiro a Introdução,
e os outros organizados da seguinte forma:

• Capítulo 2: Lógica Fuzzy. Este Capítulo apresenta os fundamentos da Lógica
Fuzzy, com foco nos principais conectivos fuzzy e suas propriedades juntamente
com o conceito de automorfismos.

• Capítulo 3: Operadores de Agregação. Neste Capítulo é descrito um estudo sobre
os operadores de agregação mais usuais e suas propriedades. Incluindo as normas
e conormas tringulares bem como suas respectivas funções conjugadas.

• Capítulo 4: Agregação de T-sub(co)normas. Este Capítulo trata da agregação
de funções, neste caso, t-sub(co)normas. Analisando as propriedades preservadas
por esses conectivos quando da aplicação dos operadores de agregação sobre os
mesmos.

• Capítulo 5: Subimplicações Fuzzy Representáveis. Este Capítulo apresenta a cons-
trução das classes de subimplicações a partir de conectivos fuzzy. E, também, trata
sobre a atuação de automorfismos sobre essas classes.

• Capítulo 6: Agregação de Submplicações Fuzzy. Relata sobre a agregação de
(S,N)-, QL- e D-subimplicações e mostra as propriedades necessárias que cada
classe deve satisfazer, para que, após a composição com uma função de agregação,
o conectivo obtido esteja presente na respectiva classe a qual ele pertencia.

• Capítulo 7: Conclusão. Neste Capítulo são mencionadas as principais conclusões
acerca desta Dissertação e a continuidade do trabalho.



2 LÓGICA FUZZY

Este Capítulo aborda os fundamentos básicos relativos à Lógica Fuzzy, definindo e
diferenciando os conceitos de função característica e função de pertinência. Discorre
sobre automorfismos e conectivos fuzzy: negações, função N -dual e subimplicações.

Na teoria dos conjuntos clássica, um elemento pertence ou não pertence a um deter-
minado conjunto. A pertinência ou não pertinência do elemento, pode ser interpretada
como uma função característica dada pela definição

Definição 1. (Função de Característica) Seja χ um conjunto universo, A um sub-
conjunto de χ e x um elemento de χ. Define-se a função característica como
CA : χ → {0, 1} sendo CA(x) a pertinência (1) ou não pertinência (0) do elemento x
ao subconjunto A, para cada x ∈ χ. Ou ainda:

CA(x) =

 1, se x ∈ A;
0, se x < A.

Desta forma, CA é uma função cujo domínio é χ e a imagem está contida no conjunto

{0, 1}, com CA(x) = 1 denotando que o elemento x está em A, e CA(x) = 0 denotando
que x não é elemento de A. Por conseguinte, a função característica descreve comple-
tamente o conjunto A, definindo quais elementos do conjunto universo χ são também
elementos de A.

No entanto, existem casos em que a pertinência entre elementos e conjuntos não
é precisa, e não é possível definir discretamente se um elemento pertence ou não a
um conjunto. Sistemas que modelam incertezas, por exemplo, nem sempre possuem
fronteiras de pertinência bem definidas (BARROS; BASSANEZI, 2010; ROSS, 2004;
SILER; BUCKLEY, 2004; CARLSSON; FULLER, 2002).

2.1 Conjuntos Fuzzy

Na teoria dos conjuntos fuzzy, a pertinência de um elemento a um determinado
conjunto é flexibilizada; um elemento pode pertencer “parcialmente” a um determinado
conjunto, ao invés de simplesmente “pertencer” ou “não pertencer’. Assim, o grau de
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pertinência de um determinado elemento em um conjunto fuzzy e dado por uma função,
considerando um universo de discurso. Formalmente:

Definição 2. (Função de Pertinência) (ZADEH, 1965) Seja χ um conjunto universo não
vazio (χ , ∅). Um conjunto fuzzy A em χ é caracterizado pela função de pertinência
µA : χ→ [0, 1] sendo µA(x) o grau de pertinência do elemento x no conjunto fuzzy A
para cada x ∈ χ.

O valor µA(x) ∈ [0, 1] denota o grau com que o elemento x de χ está contido
no conjunto fuzzy A e os valores µA = 0 e µA(x) = 1 denotam, respectivamente, a
não-pertinência e a pertinência completa de x ao conjunto fuzzy A. A definição de
conjunto fuzzy corresponde à extensão da função característica CA : χ → {0, 1}, cujo
contra-domínio {0, 1} ⊆ [0, 1]. Neste contexto, pode-se dizer que um conjunto clássico
é um caso particular de um dado conjunto fuzzy, cuja restrição do domínio da função
de pertinência µA coincide como domínio de definição da função característica CA.

A partir da Definição 2, dado um conjunto universo χ, pode-se descrever um conjunto
fuzzy A como um conjunto de pares ordenados, onde cada elemento genérico x está
associado a seu respectivo grau de pertinência µA(x):

A = {(x, µA(x))|x ∈ χ× [0, 1]}. (1)

Quanto ao formato das funções de pertinências, este é restrito a determinada classe
de funções, representadas por alguns parâmetros específicos. Os formatos mais comuns
são: linear por partes (triangular, trapezoidal), gaussiana, sigmóide e singleton (con-
juntos unitários) (BENINI; JR., 2009). A seguir, mostramos um exemplo de função de
pertinência triangular na Equação 2:

Exemplo 1. Função Triangular: Parâmetros (a,m,b), com a ≤ m ≤ b.

µA(x) =



0 se x ≤ a;
x−a
m−a se x ∈ [a,m];
b−x
b−m se x ∈ [m, b];
0 se x ≥ b.

(2)

onde a, b, m, e x pertencem ao conjunto universo de discurso χ.

O gráfico da função de pertinência triangular (Eq. 2) é mostrado na Figura 1.

2.2 Automorfismos e Funções Conjugadas

Definição 3. (BEDREGAL et al., 2007) A função φ : U → U é um automorfismo se,
e somente se, é bijetora e monotônica: x ≤ y ⇒ φ(x) ≤ φ(y) . Ou ainda, φ é uma
função contínua e estritamente crescente, tal que: φ(0) = 0 e φ(1) = 1.
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Figura 1: Função de Pertinência Triangular.

A ação de um automorfismo φ em uma função fuzzy f : Un → U , gera a função
conjugada fφ expressa pela equação:

fφ(x1, . . . , xn) = φ−1(f(φ(x1), . . . , φ(xn))). (3)

Seja Aut(χ) o conjunto de todos os automorfismos definidos no intervalo unitário U ,
e seja ◦ a operação de composição de funções em χ. (Aut(χ), ◦) é um grupo. Logo,
automorfismos são fechados para a composição em χ: φ1 ◦ φ2 ∈ Aut(χ),∀φ1, φ2 ∈
Aut(χ).

E ainda, o inverso de um automorfismo φ, representado por φ−1 é também um
automorfismo em χ: φ ◦ φ−1 = φ−1 ◦ φ = id(χ).

Definição 4. (BUSTINCE et al., 2009) As funções f1, f2 : Un → U são denominadas
funções conjugadas se existe um automorfismo φ : U → U tal que f2 = fφ1 , para
todo (x1, x2 . . . xn) ∈ Un, tem-se que:

f2(x1, x2, . . . , xn) = φ−1(f1(φ(x1), φ(x2), . . . , φ(xn)).

Observa-se que também valem as relações: f2 = fφ1 e f1 = fφ
−1

2 .

Prova. Se f2 = fφ1 então f2(x1, . . . , xn) = φ−1f1(φ(x1), . . . , φ(xn)). Logo,

fφ
−1

2 (x1, . . . , xn) = φ(f1(φ−1(x1), . . . , φ−1(xn)))

= φ ◦ φ−1f1(φ ◦ φ−1(x1), . . . , φ ◦ φ−1(xn))

= f1(x1, . . . , xn).

Portanto, fφ
−1

2 = f1.

Exemplo 2. A função φ : U → U definida por φ(x) = xn sempre que n é um número na-
tural, é um automorfismo. O automorfismo inverso corresponde a função φ−1 : U → U ,
definida por φ−1(x) = n

√
x.
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2.3 Negações Fuzzy

Esta seção descreve as propriedades que caracterizam uma negação fuzzy. São apre-
sentados, também, exemplos de negações fuzzy, negações fuzzy fortes, com correspon-
dentes pontos de equilíbrio. Na última subseção está a definição de função N -dual.

Uma função N : U → U é uma negação fuzzy se satisfaz às seguintes proprieda-
des (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):

N1 : N(0) = 1 e N(1) = 0;

N2 : Se x ≥ y então N(x) ≤ N(y), para todo x, y ∈ U .

Se N também verifica a propriedade involutiva, esta é chamada de negação forte
(BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; KLEMENT E. MESIAR R., 2003):

N3 : N(N(x)) = x, ∀x ∈ U .

Uma negação fuzzy N é uma negação estrita quando também satisfaz as proprie-
dades:

N4 : N é contínua;

N5 : Se x > y então N(x) < N(y), para todo x, y ∈ U .

Negações fortes também são negações estritas, mas o contrário não é verda-
deiro (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003). Por exemplo, a negação fuzzy NS(x) =
1− x, denominada negação fuzzy padrão (de Zadeh), é forte e portanto estrita. Mas a
negação fuzzy N(x) = 1− x2, é estrita mas não é forte.

Verifica-se facilmente que se NS é uma negação fuzzy forte, então NS(NS(x)) = x.
Um ponto de equilíbrio e ∈ U de uma negação fuzzy N é tal que N(e) = e.
Se e é um ponto de equilíbrio de N então, pela antitonicidade de N , para cada

x ∈ U , se x ≤ e então e ≤ N(x) e se e ≤ x então N(x) ≤ e (BEDREGAL, 2010).
Além disso, tem-se que se e é um ponto de equilíbrio de N e se x ≤ N(x) então x ≤ e,
e se N(x) ≤ x então e ≤ x (BEDREGAL, 2010).

Todas as negações fuzzy têm no máximo um ponto de equilíbrio, ou seja, se existir
esse ponto em uma negação fuzzy N então ele será o único (KLIR G., 1995).

Exemplo 3. Descreve-se logo a seguir algumas negações fuzzy e seus respectivos pontos
de equilíbrio.

1. NS : [0, 1]→ [0, 1] dada por NS(x) = 1− x tem e = 0.5.

2. N : [0, 1]→ [0, 1] dada por N(x) =
√

1− x2 tem e =
√

2
2 .

3. NK : [0, 1]→ [0, 1] dada por NK(x) = 1− x2 tem e =
√

5−1
2 .
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Exemplo 4. A negação N⊥ definida pela expressão:

N⊥(x) =

 0, se x > 0
1, se x = 0

não tem ponto de equilíbrio.

2.3.1 Função N-Dual

Definição 5. (BAETS, 1997, Definição 12) Seja N uma negação fuzzy forte em U e
f : Un → U uma função fuzzy. A função N-dual de f é a função que, para todo
(x1, x2, ..., xn) ∈ Un, está definida pela expressão:

fN(x1, x2, ..., xn) = N(f(N(x1), N(x2), ..., N(xn))). (4)

Neste trabalho, tal como considerado em (KLEMENT E. MESIAR R., 2003), quando
N = NS a Eq. (4) é dada por:

fNS(x1, x2, ..., xn) = 1− f(1− x1, 1− x2, ..., 1− xn). (5)

Assim, f e fN são chamadas funções mutuamente duais.

2.3.2 Automorfismos e Negações Fuzzy

Nesta seção são estudados os principais resultados já conhecidos na literatura sobre
a ação de automorfismos em negação para fundamentação deste trabalho, considerando
(KLEMENT; NAVARA, 1999a,b; KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999).

Proposição 1. (NAVARA, 1999) Seja N uma negação forte e φ um automorfismo,
então a conjugada de N também é uma negação forte dada pela expressão:

Nφ(x) = φ−1(N(φ(x)),∀x ∈ U. (6)

Proposição 2. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003, Teorema 0) NS é uma negação
fuzzy forte se, e somente se houver um automorfismo φ :U→U de tal forma que

Nφ
S (x) = φ−1(1− φ(x)) (7)

A classe de negações fuzzy (estritas, fortes) é fechada sob a ação de um automorfismo
(BEDREGAL, 2010).

Exemplo 5. Considere o automorfismo φ(x) = x2, φ(x)−1 =
√
x e a negação padrão

f1(x) = NS(x) = 1− x então:
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1 : f2 = fφ1

f2(x) = φ−1(f1(φ(x)))

= φ−1(NS(x2))

= φ−1(1− x2)

=
√

1− x2.

Logo, construiu-se uma função conjugada da negação padrão (NS = f1), deno-
minada f2.

2 : fφ
−1

2 = f1

fφ
−1

2 (x) = φ(f2(φ−1(x)))

= φ(f2(
√
x))

= φ(
√

1−
√
x2)

= φ(
√

1− x)

= (
√

1− x)2

= 1− x

= f1(x).

Logo, fφ
−1

2 = f1.

2.4 (Sub)implicações Fuzzy

Sobre implicações fuzzy e suas construções duais (coimplicações), existem diversas
definições, relevantes estudos e aplicações (BACZYNSKI, 2004; BACZYNSKI; JAYA-
RAM, 2008a; BALASUBRAMANIAM, 2007; BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; FO-
DOR, 1991; FODOR; ROUBENS, 1994; FODOR, 1995; HORCIK; NAVARA, 2002;
LESKI, 2003; RUAN; KERRE, 1993; YAGER, 1983, 1999, 2004).

Sendo a implicação fuzzy uma generalização da abordagem clássica, o único consenso
em suas definições é que a implicação fuzzy deve ter o mesmo comportamento da
implicação clássica quando os valores de entrada são os extremos do intervalo U .

A classe das subimplicações fuzzy generaliza a classe das implicações fuzzy, as quais
são operadores que não verificam totalmente o comportamento da implicação clássica
nos extremos do intervalo U . Os estudos apresentados a seguir se reportam às condições
satisfeitas por cada uma destas classes.

Um operador I : U2 → U é um operador de subimplicação se I satisfaz as
condições de contorno:



25

I0 : I(1, 1) = I(0, 1) = I(0, 0) = 1.

Um operador de subimplicação I : U2 → U que satisfaz a seguinte condição:

I1 : I(1, 0) = 0,

é um operador de implicação.
De acordo com (KITAINIK, 1993), ou ainda (FODOR; ROUBENS, 1994), um ope-

rador de (sub)implicação que, para todo x, y, z ∈ U , satisfaz as seguintes propriedades:

I2 : Se x ≤ z então I(x, y) ≥ I(z, y) (antitonicidade no primeiro argumento);

I3 : Se y ≤ z então I(x, y) ≤ I(x, z) (isotonicidade no segundo argumento);

I4 : I(0, y) = 1 (dominância da falsidade).

é denominado uma (sub)implicação fuzzy (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER,
2004, Definição 6)(KITAINIK, 1993).

Outras propriedades podem ser consideradas para as (sub)implicações fuzzy:

I5 : I(x, I(y, z)) = I(y, I(x, z)) (princípio da troca);

I6 : I(x, y) = I(N(y), N(x)); (simetria contrapositiva)

I7 : I(x, 1) = 1;

I8 : I(x, y) = I(x, I(x, y));

I9 : I(1, x) = x (princípio da neutralidade à esquerda);

I10 : I(x,N(x)) = N(x), e N é uma negação forte;

I11 : I(x, x) = 1;

I12 : N(x) = I(x, 0) é uma negação forte;

I13 : I(x, y) ≥ y;

I14 : I(1, y) ≥ y;

I15 : Se S(N(x), x) = 1 então I(x, 1) ≤ 1, para todo x ∈ U ;

I16a : Se x1 ≥ x2 então I(x1, 0) ≤ I(x2, 0), para todo x1, x2 ∈ U ;

I16b : Se y1 ≥ y2 então I(1, y1) ≤ I(1, y2), para todo y1, y2 ∈ U .

I17 : Se S(N(y), y) = 1 então I(0, y) ≤ y, para todo y ∈ U .



26

2.5 Considerações Finais

As seções deste capítulo trataram sobre definições e conceitos básicos envolvendo a
Lógica Fuzzy, conectivos e suas propriedades.

Além de distinguir função característica e função de pertinência, este capítulo tam-
bém mostrou a definição de automorfismo e função conjugada. Mostra-se que a operação
de um automorfismo sobre uma classe de negação fuzzy (forte e/ou estrita) é fechada.
A definição de operador ou função dual e subimplicação também estão presentes neste
capítulo.



3 OPERADORES DE AGREGAÇÃO

Neste Capítulo, são estudados os principais operadores de agregação como a média
aritmética, a mediana e a média ponderada ordenada. Também são analisadas as proprie-
dades mais relevantes e exemplos com relação a t-(sub)normas e t-(sub)conormas. Estes
estudos são fundamentais para a análise de classes de (sub)implicações fuzzy implícita
(R-(sub)implicações) e explicitamente representáveis (QL- D- (S,N)-(sub)implicações) e
outros operadores da Lógica Fuzzy.

3.1 Definição

Na Teoria dos Conjuntos, um operador de agregação se caracteriza por agregar uma
tupla de objetos que pertençam a um determinado conjunto, em um único objeto desse
mesmo conjunto.

No contexto da Lógica Fuzzy, este conjunto será definido em U = [0, 1], e os n
valores em cada tupla são números reais também valorados em U . Um operador de
agregação A : Un → U é uma função que atribui um número real y ∈ U a uma tupla
(x1, x2, ..., xn) ∈ Un:

y = A(x1, x2, ..., xn) (8)

Naturalmente, deve-se impor certas condições sobre A para justificar o nome “opera-
dor de agregação”. Diversos autores (MAYOR; TRILLAS, 1986; OVCHINNIKOV, 1998)
já propuseram condições para definir operadores de agregação. Entretanto, algumas se
mostraram incompatíveis com as aplicações na área. Recentemente, Mesiar e Komor-
níková (MESIAR; KOMORNIKOVA, 1997) propuseram propriedades fundamentais para
operadores de agregação, as quais abarcaram todas as precedentes.

Considerando em (Un,≤) a ordem usual, onde

(x1, ..., xn) ≤ (y1, ..., yn) sss xi ≤ yi, ∀1 ≤ i ≤ n, (9)

define-se um operador de agregação como uma função A : Un → U , que satisfaz:
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A1 : Identidade

A(x) = x,∀x ∈ U ;

A2 : Condições de Contorno

a)A(0, 0, ..., 0) = 0 e b)A(1, 1, ..., 1) = 1;

A3 : Monotonicidade

Se (x1, ..., xn) ≤ (y1, ..., yn) então A(x1, ..., xn) ≤ A(y1, ..., yn),
∀(x1, ..., xn), (y1, ..., yn) ∈ Un.

Essas condições estão frequentemente presentes nas definições propostas na literatura
para um operador de agregação. Na primeira propriedade, se A tem apenas um (1)
argumento, então coincide com a função identidade. Nas condições de contorno, atenta-
se para o comportamento do agregador no pior e no melhor caso:

(i) a condição A2a diz que se observarmos somente critérios falsos ou não-satisfatórios,
o resultado da agregação também deve ser falso ou não-satisfatório;

(ii) e em A2b observamos o contrário, como as entradas são verdadeiras ou satisfatórias,
o resultado da agregação também deve ser verdadeiro ou satisfatório.

Segundo Mesiar e Komorníková (MESIAR; KOMORNIKOVA, 1997), A2 parece ser
fundamental na definição de operadores de agregação. Em Mayor e Trillas (MAYOR;
TRILLAS, 1986) foi proposta uma extensão para essa condição básica. Eles propuseram
como condição fundamental um operador de agregação satisfazer a expressão:

A(x, 0) = A(1, 0) · x,∀x ∈ U (10)

A(x, 1) = (1− A(1, 0)) · x+ A(1, 0), ∀x ∈ U (11)

Na Eq. (10), A(x, 0) consiste na média aritmética ponderada entre x e 0. Analoga-
mente, na Eq. (11), A(x, 1) é a média aritmética ponderada entre x e 1. As condições
de contorno nas A2a e A2b são casos particulares para x = 0 e x = 1 nas Eqs. (10)
e (11), respectivamente.

A tercera propriedade garante que agregadores são funções monotônicas em todos os
argumentos. Outras propriedades podem ser anexadas a esse grupo fundamental, mais
detalhes podem ser consultados em (KLEMENT; NAVARA, 1999a).

3.1.1 Conjugada de Agregadores Fuzzy

Seja A : Un → U uma função de agregação e φ : U → U um automorfismo. Para
toda tupla (x1, x2, ..., xn) ∈ Un tem-se Aφ : Un → U expressa por

Aφ(x1, x2, ..., xn) = φ−1A(φ(x1), φ(x2), ..., φ(xn))
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a qual é chamada função conjugada de A obtida pela ação do automorfismo φ.

3.2 Propriedades de um Operador de Agregação

Existem diversas propriedades para um operador de agregação. Para mais detalhes,
consultar Fodor (FODOR; ROUBENS, 1994) e Grabish (GRABISCH; NGUYEN; WAL-
KER, 1995).

A4 : Continuidade

Se {x1i}i∈N é uma sequência convergente então

lim
i→∞

A(x1i, x2, . . . , xn) = A( lim
i→∞

x1i, x2, . . . xn),∀x2, . . . , xn ∈ U.

A5 : Associatividade

A(A(x1, x2), x3) = A(x1, A(x2, x3)),∀x1, x2, x3 ∈ U.

A6 : Simetria

Seja Nn = {1, 2, ..., n} e σ : Nn → Nn uma σ-permutação, então:

A(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) = A(x1, x2, ..., xn),∀x1, x2, ..., xn ∈ U.

A7 : Bissimetria

A(A(x11, x12), A(x21, x22)) = A(A(x11, x21), A(x12, x22)),∀x11, x12, x21, x22 ∈ U.

A8 : Elemento Absorvente

∃a ∈ U : A(x1, ..., a, ..., xn) = a,∀x1, x2, . . . , xn ∈ U.

A9 : Elemento Neutro

∃e ∈ U : An(x1, ..., e, ..., xn−1) = An−1(x1, ..., xn−1),∀x1, x2, . . . , xn ∈ U.

A10 : Idempotência

∃x ∈ U : A(x, x, ..., x) = x.
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A11 : Compensação

n
min
i=1

(xi) ≤ A(x1, x2, ..., xn) ≤ nmax
i=1

(xi),∀x1, x2, . . . , xn ∈ U.

A propriedade A4 reporta-se à continuidade da função A, em cada um de seus ar-
gumentos. Essa propriedade garante uma certa robustez e consistência, e ainda, um
comportamento não-caótico da função A. Por A5, pode-se associar de diferentes ma-
neiras uma função de agregação, ou ainda, a ordem de agregação não influencie no
resultado da aplicação do agregador.

Pela propriedade A6, também conhecida como comutatividade, tem-se que a ordem
dos argumentos de entrada não deve influenciar no resultado da aplicação do agregador.

Bissimetria, a propriedade A7, é associada a agregação de n2 entradas para opera-
dores de aridade-n. Essa propriedade assegura que, se os quatro argumentos podem ser
descritos no formato de uma matriz quadrada, não importa se agregamos primeiro as
colunas ou, se agregamos primeiro as linhas dessa matriz, o resultado obtido em ambas
configurações será o mesmo.

Pela compensação A11, denominada frequentemente como propriedade de Pareto,
o resultado da aplicação de uma função de agregação A deve ser menor que o maior
elemento agregado obtido pelo operador max e, maior que o menor elemento agregado
obtido pelo operador min (DETYNIECKI, 2001).

3.3 Operadores Agregadores

Nesta seção estão elencados os operadores de agregação mais usuais de acordo
com (DETYNIECKI, 2001), incluindo aqueles que serão aplicados nos estudos dos pró-
ximos capítulos desta dissertação.

3.3.1 Média Ponderada Ordenada (OWA)

A função de agregação Média Ponderada Ordenada (OWA - Ordered Weighted
Averaging) ou operador OWA, foi introduzida por Yager (YAGER, 1988), para prover
um meio de agregar valores associados à satisfação de múltiplos critérios. Assim, um
operador OWA unifica ambos os comportamentos de elementos em conjuntos fuzzy, o
conjuntivo e o disjuntivo.

Definição 6. Um operador OWA : Un → U é definido pela expressão:

OWA(x1, x2, ..., xn) =
n∑
j=1

wjxσ(j),∀x1, x2, ..., xn ∈ U, (12)

onde σ : Nn → Nn, é uma σ-permutação de ordenação com escalares wi não-negativos
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cuja soma é igual a 1:

xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ . . . ≤ xσ(n), 0 ≤ wi ≤ 1 e
n∑
i=1

wi = 1.

De acordo com Yager e Kacprzyk (YAGER; KACPRZYK, 1997), este operador tem
muitas aplicações devido a sua versatilidade.

Proposição 3. (YAGER; KACPRZYK, 1997) A função OWA : Un → U safisfaz Ak
para k ∈ {1, 2, 3, 6, 10, 11}.

Pela Proposição 3, operadores OWA são funções de agregação comutativos, idem-
pontentes e têm um comportamento compensatório. Por esta última propriedade, a
agregação obtida pela aplicação de um operador OWA está entre os valores máximo e
mínimo. O operador OWA generaliza o mínimo e o máximo, podendo ser visto como
uma função parametrizada variando desde o valor mínimo (0) até o valor máximo (1).

A partir de um operador OWA, tem-se uma família parametrizada de operadores de
agregação incluindo, entre tantos outros o máximo,o mínimo, a mediana e a média arit-
mética. Para obter esses operadores particulares, deve-se simplesmente escolher valores
particulares de peso wi expressos de acordo com a Tabela 3.3.1.

Operadores OWA

Mínimo

 w1 = 1
wi = 0 se i , 1.

Máximo

 wn = 1
wi = 0 se i , n.

Mediana


wn+1

2
= 1 se n é ímpar

wn
2

= 1
2 e wn

2 +1 = 1
2 se n é par

wi = 0 caso contrário .
Média Aritmética wi = 1

n
, ∀i.

A seguir são discriminados alguns operadores que são casos particulares do operador
OWA.

3.3.2 Média Aritmética

A maneira mais comum de agregar é usando a média aritmética simples. Esse
operador é interessante pois retorna um valor agregado que é, menor que o maior dos
argumentos, e, maior que o menor dos argumentos de entrada. Logo, o resultado da
agregação é um valor “médio”. O operador de média aritmética e um operador OWA
muito usado, satisfazendo propriedades como continuidade:
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Proposição 4. O operador de agregação média aritmética é um operador OWA, definido
pela expressão:

M(x1, x2, ..., xn) = 1
n

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

( 1
n
· xi

)
, (13)

satisfazendo a propriedade A1.

Prova. Para todo x ∈ U , tem-se que:

A4 Seja a sequência {x1i}i∈N. Para todo x2, . . . , xn ∈ U verifica-se que:

lim
i→∞

M(x1i, x2, . . . , xn) = lim
i→∞

1
n

(x1i, x2, . . . , xn)

= 1
n

( lim
i→∞

x1i, x2, . . . , xn) = M( lim
i→∞

x1i, x2, . . . , xn).

3.3.3 Mediana

Outro operador que segue a ideia de obter um “valor médio” é a Mediana, ordenando
os argumentos de menor a maior e na sequência, tomando o elemento central. Se a
cardinalidade do conjunto de argumentos for par, então não existe um argumento médio,
mas existem dois. Toma-se, então, a média desses dois elementos como resultado da
aplicação da mediana. Esse operador de agregação satisfaz as propriedades: condições
de contorno, monotonicidade, simetria, idempotência e compensação.

Definição 7. Seja σ : Nn → Nn uma função σ-ordenação. A função mediana Md :
Md → U é definida pela expressão:

Md(x1, x2, . . . , xn) =

 xσ(n+1
2 ), se n é ímpar;

1
2 .
(
xσ(n2 ) + xσ(n2 +1)

)
, se n é par.

Proposição 5. O operador mediana satisfaz as propriedades Ak, para k ∈
{1, 2, 3, 6, 9, 10}.

Prova. Seja (x1, . . . , xn) ∈ Un e uma σ-ordenação em Nn:

A1 Md(x) = xσ(1) = x.

A2 Se n é ímpar, tem-se que Md(0, . . . , 0) = xσ(n+1
2 ) = 0; Se n é par, obtém-se

Md(0, . . . , 0) = 1
2 .
(
xσ(n2 ) + xσ(n2 +1)

)
= 1

2 .(0+0) = 0. De forma análoga, mostra-
se que A(1, . . . , 1) = 1.

A3 Se (x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) então xi ≤ yi, ∀1 ≤ i ≤ n. Se n é ím-
par, segue que Md(x1, . . . , xn) = xσ(n+1

2 ) ≤ yσ(n+1
2 ) = Md(y1, . . . , yn). Se
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n é par, Md(x1, . . . , xn) = 1
2 ·

(
xσ(n2 ) + xσ(n2 +1)

)
≤ 1

2 .
(
yσ(n2 ) + yσ(n2 +1)

)
=

Md(y1, . . . , yn).

A6 Seja σ : NN → Un uma σ-permutação. Se n é ímpar, (xσ(1), . . . , xσ(n)) tam-
bém é ímpar, e tem-se que: Md(x1, . . . , xn) = xσ(n+1

2 ) = Md(xσ(1), . . . , xσ(n));
Se n é par, (xσ(1), . . . , xσ(n)) também é par, e obtém-se que Md(x1, . . . , xn) =
1
2 .
(
xσ(n2 ) + xσ(n2 +1)

)
= Md(xσ(1), . . . , xσ(n)).

A9 Sabendo que (x, . . . , x) ∈ Un está ordenado, se n é ímpar, Md(x, . . . , x) =
xσ(n+1

2 ) = x; senão, Md(x, . . . , x) = 1
2 .
(
xσ(n2 ) + xσ(n2 +1)

)
= 1

2 .(x+ x) = x.

A10 minni=1 xi = minni=1 xσ(i) = xσ(1) ≤ Md(x1, . . . , xn) ≤ xσ(n) = maxni=1 xσ(i) =
maxni=1 xi. Logo, minni=1 xi ≤Md(x1, . . . , xn) ≤ maxni=1 xi.

Portanto, Proposição 5 está verificada.

Corolário 1. A função de agregação mediana é um operador OWA.

Prova. Segue da Proposição 5.

Em (CALVO; MESIAR, 2001), são mostradas outras generalizações de operadores
baseados na Mediana.

3.3.4 Mínimo e Máximo

Mínimo e Máximo são operadores indicados pelas expressões max,min: U2 → U .
O mínimo retorna o menor valor de um conjunto, e o máximo, retorna o maior valor.
Esses operadores não representam o valor médio em si, mas podem significar muito em
contextos diferentes. Em problemas de decisão, por exemplo, o operador mínimo tem
uma atitude conjuntiva (um caso particular de normas triangulares), enquanto o operador
Máximo, apresenta um comportamento disjuntivo (conormas triangulares) (KLEMENT;
MESIAR; PAP, 2000).

Ambos os operadores satisfazem as propriedades de identidade (quando unária),
condições de contorno, monotonicidade, simetria, associatividade e idempotência.

Proposição 6. O operador max(min) : U2 → U satisfaz as propriedades Ak, para
k ∈ {1, 2, 3, 5, 6, 9}.

Prova. A6 Seja a σ-permutação. Tem-se, para todo x1, x2, . . . , xn ∈ U , que:

max(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)) = max(x1, x2, . . . , xn).

Portanto, max verifica a simetria. A prova para o operador min é construída de
forma análoga.

As demais propriedades podem ser facilmente provadas.
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Corolário 2. O operador max(min) : U2 → U é uma função de agregação.

Prova. A prova segue diretamente da Proposição 6.

3.4 Normas e Conormas Triangulares

Os operadores da teoria dos conjuntos clássica possuem generalizações para a teoria
dos conjuntos fuzzy. Para as operações de intersecção e união dos conjuntos clássicos
tem-se classes de funções chamadas de normas triangulares (t-normas) e conormas tri-
angulares (t-conormas), respectivamente. Estas funções recebem como argumento dois
números no intervalo U e retornam como resultado um número neste mesmo intervalo.
Nos conjuntos fuzzy, existem várias funções que apresentam o comportamento de in-
tersecção (t-normas) e união (t-conormas) dos conjuntos clássicos. A função mínimo
e a função produto são exemplos importantes de t-normas utilizadas na construção de
regras de inferência em um sistema fuzzy (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008a).

Neste trabalho considerou-se uma definição mais ampla de t-normas e t-conormas,
as t-subnormas e t-subconormas. Para definir uma t-sub(co)norma, não consideramos
a propriedade do elemento neutro. O motivo de não levar em conta essa propriedade
(mais restritiva) é obter uma classe maior de conectivos (operadores) fuzzy, para que,
ao agregarmos (ver Capítulo 4) um número n de t-sub(co)normas de uma classe, o novo
operador (resultante da agregação) esteja presente na respectiva classe dos conectivos
agregados.

Esta seção descreve as propriedades e definições de t-(sub)normas e t-(sub)conormas.
De acordo com (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000), uma sub(co)norma triangular

ou t-sub(co)norma é uma função T (S) : U2 → U tal que, para todo x, y ∈ U , satisfaz

T0: T (x, y) ≤ min(x, y); S0: S(x, y) ≥ max(x, y);

assim como as propriedades de comutatividade, associatividade e monotonicidade, res-
pectivamente dadas pelas expressões:

T1: T (x, y) = T (y, x); S1: S(x, y) = S(y, x);
T2: T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z); S2: S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z).
T3: T (x, z) ≤ T (y, z), se x ≤ y; S3: S(x, z) ≤ S(y, z), se x ≤ y.

Uma t-(co)norma é uma t-sub(co)norma que também satisfaz a seguinte condição
de contorno (ou Elemento Neutro):

T4: T (x, 1) = x; S4: S(x, 0) = x.

Uma t-sub(co)norma que não é uma t-(co)norma é frequentemente chamada de
t-sub(co)norma própria.
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Observação 1. Considerando as Propriedades S0 e T0, tem-se que:

S(0, 0) ≥ 0; S(0, 1) = 1; S(1, 0) = 1; S(1, 1) = 1.
T (1, 1) ≤ 1; T (1, 0) = 0; T (0, 1) = 0; T (0, 0) = 0.

Exemplo 6. A seguir, são descritos alguns exemplos de t-(co)normas:

1. Mínimo e máximo: TM(x, y) = min{x, y} e SM(x, y) = max{x, y};

2. Produto e soma probabilística: TP (x, y) = xy e SP (x, y) = x+ y − xy;

3. T-norma e t-conorma de Łukasiewski :
TL(x, x) = max(x+ y − 1, 0) e SL = min(x+ y, 1);

4. Produto drástico e soma drástica:
TD(x, y) = 0, se x, y < 1, T (x, y) = min{x, y}, caso contrário; e
SD(x, y) = 1, se x, y > 0, SD(x, y) = max{x, y}, caso contrário.

5. Nilpotente mínimo e nilpotente máximo:
TnM(x, y) = 0, se x+ y ≤ 1, TnM(x, y) = min{x, y}, caso contrário; e
SnM(x, y) = 1, se x+ y ≥ 1, SnM(x, y) = max{x, y}, caso contrário.

Proposição 7. Para todos x, y ∈ U , a função Ti (Si) : U2 → U , tal que i ≥ 1 definida
pela expressão

Ti(x, y) = 1
i
xy (Si(x, y) = 1− 1

i
(1− x− y + xy)), (14)

é uma t-sub(co)norma fuzzy.

Prova. Direta.

Exemplo 7. De acordo com a Proposição 7, apresentam-se exemplos de t-
sub(co)normas próprias:

(i) t-subnorma produto: T2(x, y) = 1
2(xy);

(ii) t-subconorma soma determinística: S2(x, y) = 1
2(1 + x+ y − xy).

3.4.1 Dualidade de Sub(co)normas Triangulares

A expressão de t-norma e t-conorma duais é apresentada logo a seguir.

Proposição 8. (KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999) A função TN(SN) : U2 → U é uma
t-conorma (t-norma) se, e somente se, existe uma t-norma T (t-conorma S) tal que
para todo x, y ∈ U , uma das seguintes equivalências são satisfeitas:

TN(x, y) = N(T (N(x), N(y))), (15)

SN(x, y) = N(S(N(x), N(y))). (16)
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A t-conorma TN dada pela Eq. (15) é denominada de t-conorma derivada de T pela
relação de dualidade e, analogamente a t-norma SN dada pela Eq. (16) é chamada de t-
norma derivada de S pela relação de dualidade, ambas definidas com respeito à negação
fuzzy N .

Exemplo 8. (REIS, 2010) Sejam as t-normas e t-conormas apresentadas na Exemplifi-
cação 6. Então, tem-se que (TM , SM), (TP , SP ) , (TD, SD), (TL, SL) e (TnM , SnM) são
pares de t-normas e t-conormas mutuamente duais em relação a NS (negação padrão).

3.4.2 Conjugada de Normas e Conormas Triangulares

Pela proposição a seguir, observa-se que os automorfismos preservam as t-conormas,
de acordo com o que foi previamente estabelecido em (KLEMENT; NAVARA, 1999a,b;
NAVARA, 1999; KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999).

Proposição 9. (ACZÉL, 1966; SCHWEIZER; SKLAR, 1983) Seja T (S) : U2 → U uma
t-(co)norma e φ : U → U um automorfismo. Então a função conjugada T φ, dada pela
expressão

T φ(x, y) = φ−1(T (φ(x), φ(y))); (17)

Sφ(x, y) = φ−1(S(φ(x), φ(y))). (18)

é também uma t-(co)norma.

Exemplo 9. Sejam os automorfismos φ : U → U definida por φ(x) = xn, sempre que
n é um número natural e correspondente φ−1 : U → U , definida por φ−1(x) = x

1
n .

Então, tem-se que:

Automorfismo t-norma conjugada t-conorma conjugada
φ(x) = xn T φi (x, y) = 1

n√
i
x · y Sφi (x, y) = n

√
1
i
(1 + xn + yn − xnyn)

Portanto, é imediato que T φNS(x, y) = Sφ(x, y), para todo x, y ∈ U .

3.5 Considerações Finais

As seções deste capítulo reportam definições, exemplificação e propriedades dos ope-
radores de agregação fuzzy.

Destacam-se os estudos envolvendo o operador OWA e correspondentes derivações,
como a média aritmética e a mediana, incluindo o mínimo e o máximo. Tais funções
de agregação são relevantes para a construção de novos conectivos fuzzy proposta nos
próximos capítulos, incluindo o estudo de suas propriedades para modelagem a análise
de comportamento.
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Também foram considerados os conceitos de (sub)normas e (sub)conormas triangu-
lares, operadores de agregação inerentes à Lógica Fuzzy que se reportam à disjunção e
conjunção clássica.

A conjugação obtida pela ação de automorfismos e a construção dual definida a
partir de negações fuzzy associada a estes conectivos foi brevemente discutida.



4 AGREGAÇÃO DE T-SUB(CO)NORMAS

Este trabalho estuda as condições em que funções de agregação n-nárias aplicadas
sobre famílias de conectivos fuzzy geram novos membros e sobretudo, preservam as pro-
priedades inerentes a estas famílias. Neste capítulo, consideram-se as t-sub(co)normas.

Para tal estudo, o trabalho primeiramente reporta à propriedade distributiva, relaci-
onando uma função de agregação n-nária A e uma família de conectivos fuzzy F . Logo
a seguir, consideramos a associatividade generalizada de t-sub(co)normas.

Na sequência, direcionamos este estudo para classes especiais de funções de agre-
gações. Assim, as condições que garantem que este novo operador (A,F) preserva as
propriedades satisfeitas por t-sub(co)normas são consideradas, focando nas instâncias
da função de agregação A como a média aritmética, a mediana e mais genericamente,
o operador OWA.

Definição 8. Seja A : Un → U uma função de agregação e F = {Fi : Uk → U}, com
i ∈ {1, 2, . . . , n}, uma família de funções. Um operador (A,F) em U, denotado por
FA : Uk → U , é definido, para todos x1, . . . , xk ∈ U , pela composição:

FA(x1, . . . , xk) = A(F1(x1, . . . , xk), F2(x1, . . . , xk), . . . , Fn(x1, . . . , xk)), (19)

Definição 9. Seja A : Un → U uma função de agregação e F = {Fi : U2 → U}, com
i ∈ {1, 2, . . . , n}, uma família de funções de aridade k. Um operador (A,F) em U

é distributivo (à direita) em relação F se, para todos x, y1, . . . , yn ∈ U , a seguinte
propriedade é satisfeita:

A13 Distributividade (à direita)

Fi(x,A(y1, y2, . . . , yn)) = A(Fi(x, y1), Fi(x, y2), . . . , Fi(x, yn)).

Considere A : Un → U uma função de agregação e F = {Fi : U2 → U}, com
i ∈ {1, 2, . . . , n}, como uma família de funções binárias (k = 2) para o que segue neste
trabalho.
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Como t-sub(co)normas são conectivos fuzzy associativos, quando F = {Fi : U2 →
U}, com i ∈ {1, 2, . . . , n}, consiste numa família de t-sub(co)normas, faz-se necessário
considerar a generalização da propriedade associativa.

Os primeiros estudos referentes a esta generalização foram apresentados em (REISER;
BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013) resumidamente reportados logo a seguir.

Proposição 10. (REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013, Prop. 6.1) Seja A : Un →
U uma função de agregação e T (S) = {Ti(Si) : U2 → U}, com i ∈ {1, 2, . . . , n},
uma família de t-sub(co)normas. Então a funcao TA : U2 → U (SA : U2 → U),
denominada operador (A, T ) (operador (A,S)), é uma t-sub(co)norma sempre que
as duas seguintes condições são verificadas:

(i) o operador (A, T ) ((A,S)) verifica a propriedade A13, ou seja, (A, T ) ((A,S) )
é distributivo em relação F ; e

(ii) a associatividade generalizada1 é satisfeita, ou ainda, para todo i, j tal que
0 ≤ i, j ≤ n and x, y, z ∈ U , temos que:

T5: Ti(x, Tj(y, z)) = Ti(Tj(x, y), z); S5: Si(x, Sj(y, z)) = Si(Sj(x, y), z).

Este resultado, descrito na Proposição 10, mostra-se relevante para garantir o fecha-
mento do operador (A,F) nas classes de implicações que podem ser explicitamente
representadas por t-sub(co)normas e negações fuzzy, como as (S,N)- QL- e as D-
implicações, sendo estas retritas neste trabalho às seguintes funções de agregação: média
aritmética, mediana e mais genericamente, o operador OWA.

4.1 Média Aritmética e a Classe de t-sub(co)normas

No caso em que a função de agregação é a média aritmética, as próximas proposições
mostram que o operador (A, T ) (operador (A,S)) satisfaz a propriedade de fechamento
na classe das t-sub(co)normas.

Proposição 11. Sejam T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14)
e M : U2 → U a média aritmética. O operador (M, T ) ((M,S)) verifica a propriedade
A13.

1Eq. T5 e S5 são casos particulares de Eq.(GA) em (MAKSA, 2005).
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Prova. Para todos x, y1, y2, . . . , yn ∈ U segue que:

M(Ti(x, y1), Ti(x, y2), . . . , Ti(x, yn)) = M(1
i
(x · y1),

1
i
(x · y2), . . . ,

1
i
(x · yn))

= 1
n

(1
i
(x · y1) + 1

i
(x · y2) + . . .+ 1

i
(x · yn))

= 1
i
· x · 1

n
(y1 + y2 + . . .+ yn)

= 1
i
· x ·M(y1, y2, . . . , yn)

= Ti(x,M(y1, y2, . . . , yn)).

Portanto, (M, T ) verifica a propriedade A13. A prova para S é relacionada a A13 e
pode ser obtida de forma análoga.

Proposição 12. Seja T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
Para todo i, j ≥ 1, cada par Ti, Tj ∈ T (Si, Sj ∈ S) verifica T5 (S5).

Prova. Para todo x, y, z ∈ U , Ti(x, Tj(y, z)) = Ti(x, 1
j
yz) = 1

ij
(xyz) = 1

i
(Tj(x, y) ·

z) = Ti(Tj(x, y), z). Então, T satisfaz T5. A prova para S é relacionada a S5 e pode
ser obtida de forma análoga.

Proposição 13. Seja T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
O operador (M, T ) ((M,S)) é um t-sub(co)norma.

Prova. De acordo com a Proposição 10, a prova segue dos resultados apresentados nas
Proposições 11 e 12.

Exemplo 10. Seja A a média aritmética. Se T = {Ti, Ti/2} (S = {Si, Si/2}), obtemos
a seguinte t-(co)subnorma:

TM(x, y) = 3
4(x · y),

SM(x, y) = 1
4 + 3

4(x+ y − x · y), ∀x, y ∈ U.

4.2 Mediana e a Classe de t-sub(co)normas

No caso em que a função de agregação é a mediana, as próximas proposições mostram
que o operador (A, T ) (operador (A,S)) é também uma t-sub(co)norma.

Proposição 14. Sejam T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14)
e Md : U2 → U a mediana. O operador (Md, T ) ((M,S)) verifica a propriedade A13.

Prova. Para todos x, y1, . . . , yn ∈ U , consideram-se dois casos. Primeira-
mente, se n é ímpar, segue que M(Ti(x, y1), . . . , Ti(x, yn)) = M(1

i
xyσ(n+1

2 )) =
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1
i
xM(y1, . . . , yn) = Ti(x,M(y1, . . . , yn)). Caso contrário, quando n é par, tem-

se que M(Ti(x, y1), . . . , Ti(x, yn)) = x
2i(yσ(n2 )) + yσ(n2 +1)) = x

2i(yσ(n2 ) + yσ(n2 +1)) =
1
i
xM(y1, . . . , yn)). Portanto, M(Ti(x, y1), . . . , Ti(x, yn)) = Ti(x,M(y1, . . . , yn)) e T

satisfaz A13. A prova relacionada a SM pode ser construída de forma análoga.

Proposição 15. Seja T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
O operador (Md, T ) ((Md,S)) é um t-sub(co)norma.

Prova. De acordo com a Proposição 10, a prova segue dos resultados apresentados nas
Proposições 16 e 12.

4.3 Operador OWA e a Classe de t-sub(co)normas

O estudo de caso referente ao operador OWA está descrito nas próximas proposi-
ções, mostrando que também este operador (OWA, T ) (operador (OWA,S)) é uma
t-sub(co)norma.

Proposição 16. Sejam T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14)
e OWA : U2 → U a média ponderada ordenada. O operador (OWA, T ) ((OWA,S))
definido pela expressão:

TOWA(x, y1, y2, . . . , yn) =
n∑
i=0

wiTσ(i)(x, y) (20)

(SOWA(x, y1, y2, . . . , yn) =
n∑
i=0

wiSσ(i)(x, y)) (21)

para todos x, y1, . . . , yn ∈ U , verifica a propriedade A13.

Prova. Para todos x, y1, . . . , yn ∈ U seguem as provas.

(i) Para cada Ti ∈ T verifica-se que:

(TP )OWA(x, ~y) = OWA(Ti(x, y1), . . . , Ti(x, yn))

= OWA(1
i
xy1, . . . ,

1
i
xyn)

= 1
i
x(w1yσ(1), . . . , wnyσ(n)))

= 1
i
xOWA(~y) = Ti(x,OWA(y1, . . . , yn)).
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(ii) E, para cada Si ∈ T , tem-se que:

(SP )OWA(x, y) = OWA(Si(x, y1), . . . , Si(x, yn))

= w1(1−
1
i
(1− x− yσ(1) + xyσ(1))) + . . .

+ wσ(n)(1−
1
i
(1− x− yσ(n) + xyσ(n)))

= 1− 1
i
(1− x−OWA(~y) + xOWA(y1, . . . , yn))

= Si(x,OWA(y1, . . . , yn)).

Portanto ambos operadores TOWA e SOWA satisfazem A8.

Proposição 17. Seja T (S) uma família de t-(co)subnormas descritas pela Eq. (14).
O operador (OWA, T ) ((OWA,S)) é uma t-sub(co)norma.

Prova. De acordo com a Proposição 10, a prova segue dos resultados apresentados nas
Proposições 16 e 12.

Este capítulo centrou-se na agregação de t-sub(co)normas. Para que o resultado da
agregação de uma t-sub(co)norma seja fechado na respectiva classe, foi necessário con-
siderar duas propriedades: a distributividade do agregador em relação a t-sub(co)norma
e a associatividade generalizada. Após a descrição destas duas propriedades, seguem
as seções que relacionam as t-sub(co)normas com os agregadores estudados: média
aritmética, mediana e a média ponderada ordenada (OWA).

T-sub(co)normas podem ser agregadas com o operador OWA para tratar problemas
que envolvem tomada de decisão (YAGER; TROIANO, 2005). Em (BUSTINCE et al.,
2013) e (YAGER; KACPRZYK, 1997) são mostrados outros exemplos de aplicações
usando operadores de agregação.



5 SUBIMPLICAÇÕES FUZZY REPRESENTÁVEIS

As extensões obtidas com a definição das classes de t-sub(conormas) permite ob-
ter correspondentes extensões para os demais conectivos fuzzy representáveis por t-
(co)normas e negações.

Os principais resultados considerados nesta seção reportam a propriedades que são
verificadas para as classes de (S,N)- QL- e D-subimplicações que podem ser representadas
por negações fuzzy e t-sub(co)normas. Exemplificação destas classes de funções e as
correspondentes conjugadas são também detalhadas.

Para a classe das implicações fuzzy representáveis a partir dos conectivos fuzzy (ne-
gações, t-(co)normas), consulte os resultados disponíveis em (BUSTINCE; BURILLO;
SORIA, 2003; REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013; BACZYNSKI; JAYARAM,
2008b).

5.1 Classe das (S,N)-subimplicações Fuzzy

Esta seção introduz a classe das (S,N)-subimplicações estendendo as principais pro-
priedades das (S,N)-implicações. Os resultados apresentados complementam o estudo
em (BENÍTEZ et al., 2014a). Para mais detalhes, consulte (REISER; BEDREGAL;
BACZYNSKI, 2013; BEDREGAL, 2010).

Uma função IS,N : U2 → U é chamada de (S,N)-(sub)implicação se existir uma
t-(sub)conorma S e uma negação fuzzy N tal que

IS,N(x, y) = S(N(x), y), (22)

para todos x, y ∈ U . Se N é uma negação forte, então I é chamado de S-
(sub)implicação. Claramente, uma (S,N)-implicação fuzzy também é uma (S,N)-
subimplicação fuzzy.

A família de todas as (S,N)-implicações é referenciada neste texto por I.

Proposição 18. (REISER; BEDREGAL; BACZYNSKI, 2013, Proposição 4.10)
As seguintes afirmações são equivalentes:
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(i) I :U2→ U é uma (S,N)-implicação com uma negação fuzzy contínua N e uma
t-subconorma S contínua no ponto 0;

(ii) I é contínua no ponto x = 1 (primeiro argumento) satisfazendo I3, I5 e I6.

Proposição 19. A função binária Ii : U2 → U , definida como

Ii(x, y) = 1− 1
i
(x− xy), ∀i ≥ 1, (23)

é uma (S,N)-subimplicação fuzzy.

Prova. Seja a t-subconorma Si(x, y) = 1− 1
i
(1−x−y+xy), para i ≤ 1. Então tem-se

que:

Si(NS(x), y) = 1− 1
i
(1− (1− x)− y + (1− x)y) = 1− 1

i
(x− xy).

Consequentemente, para todos x, y ∈ U , vale que: Ii(x, y) = Si(NS(x), y). Portanto
Ii é uma (Si,NS)-implicação.

Na Equação 23 está um exemplo de classe de (S,N)-subimplicações. A medida que
instancia-se um valor para i (i ≥ 1), essa classe gera uma função que é uma (S,N)-
subimplicação. Veja na Figura 2, os três primeiros membros (instâncias) I1, I2, I3 dessa
classe, denominada I. Em particular, I1 é conhecida como a implicação de Reichenbach.

(a) I1(x, y) = 1− x + xy. (b) I2(x, y) = 1− 1
2 (x− xy). (c) I3(x, y) = 1− 1

3 (x− xy).

Figura 2: Subimplicações da família I = {I1, I2, I3}.

A diferença entre as expressões pode ser observada levando-se em consideração a
entrada I(1, 0) (ver propriedade I1). I1(1, 0) = 0, I2(1, 0) = 0.5 e I3(1, 0) ≈ 0.67. A
medida que i vai aumentando, o valor relativo à entrada (1, 0) em I também aumenta.
Este comportamento, de forma análoga, se repete nas classes estudadas de QL- e D-
subimplicações.

Proposição 20. Uma (S,N)-subimplicação Ii em I, dada pela Equação (23) verifica a
Propriedade Ik, para k ∈ {0, 2, 3, 4, 5, 6}.
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Prova. Considera-se o seguinte:

I0: Segue da definição de Ii pela Eq. (23) na Proposição 19.

I2: Se x1 ≤ x2, para todos x1, y, x2 ∈ U , vale que
Ii(x1, y) = 1− 1

i
(x1 − x1y) ≥ x1 − 1

i
(x1 − x1y) = Ii(x2, y).

I3: Se y1 ≤ y2, para todos y1, y2, x ∈ U vale que

Ii(x, y1) = 1− 1
i
(x− xy1) ≤ x− 1

i
(x− xy2) = Ii(x, y2).

I4: Ii(0, y) = 1− 1
i
· 0 = 1, para todo y ∈ U .

I5: Para todos x, y, z ∈ U , vale que

Ii(x, Ii(y, z)) = 1− 1
i
x− x(1− 1

i
(y − yz)) = 1− x

i2
(y − yz).

Logo, obtemos o que segue:

Ii(x, Ii(y, z)) = 1− y

i2
(x− xz)

= 1− 1
i
y − y(1− 1

i
(x− xz))

= Ii(y, Ii(x, z)).

I6: Para todos x, y ∈ U , o seguinte é válido:

Ii(NS(y), NS(x)) = 11
i
(1− y − (1− y − x+ xy))

= 1− 1
i
(x− xy) = Ii(x, y).

Portanto, a Proposição 20 é verificada.

Corolário 3. O operador Ii : U2 → U dado pela Eq. (23) é uma (Si,NS)-implicação
obtido a partir de uma função de negação contínua NS e a t-subconorma Si contínua
no ponto 0.

Prova. Segue das Proposições 18, 19 and 20.

5.2 Classe das QL-subimplicações Fuzzy

Esta seção introduz a classe das QL-(sub)implicações estendendo as principais pro-
priedades das QL-implicações. Os resultados apresentados complementam o estudo em
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(BENÍTEZ et al., 2014b). Para mais detalhes e outras propriedades da classe de QL-
implicações, consulte (BACZYNSKI; JAYARAN, 2010; BEDREGAL, 2010) e (SHI et al.,
2008).

Definição 10. Uma função IS,T,N : U2 → U é chamada de QL-(sub)implicação se,
para todo x, y ∈ U , existe uma t-(sub)conorma S, uma t-norma T e uma negação fuzzy
N tal que:

IS,T,N(x, y) = S(N(x), T (x, y)). (24)

Neste caso, uma QL-(sub)implicação IS,N,T indica a t-(sub)conorma, t-norma e a ne-
gação fuzzy como S, N e T , respectivamente. A família de todas as QL-subimplicações
é denotada por J .

Proposição 21. A função binária Ji : U2 → U , dada pela expressão

Ji(x, y) = 1− 1
i
(x− x2y),∀x, y ∈ U, (25)

é uma QL-subimplicação fuzzy.

Prova. Considere as funções TP (x, y) = xy, SP i(x, y) = 1 − 1
i
(1 − x − y + xy) e

NS(x) = 1−x. Se TP (x, y) = xy, SP i(x, y) = 1− 1
i
(1−x− y+xy) e NS(x) = 1−x,

vale que

ISP i,NS ,TP (x, y) = Si(NS(x), T (x, y))

= 1− 1
i
(1− (1− x)− xy + (1− x)xy)

= 1− 1
i
(x− x2y)

= Ji(x, y).

Por conseguinte, Ji ∈ J , significando que é uma QL-subimplicação.

A proposição seguinte é uma extensão da Proposição 4.2 em (BACZYNSKI; JAYA-
RAN, 2010) por considerar as principais propriedades algébricas que caracterizam a classe
das QL-subimplicações.

Proposição 22. Uma QL-subimplicação IS,N,T ∈ J verifica Ik para k ∈
{0, 2, 4, 15, 16a, 16b} .

Prova. Para x1, x2, x, y1, y2, y ∈ U , o seguinte é verificado.

I0 Pelos resultados na Observação 1, segue que
IS,T,N(0, 0) = S(1, T (0, 0)) = S(1, 0) = 1;
IS,T,N(0, 1) = S(1, T (0, 1)) = S(1, 0) = 1;
IS,T,N(1, 1) = S(0, T (1, 1)) = S(1, 1) = 1;
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I2 Uma vez que S e T são funções monotônicas, se y1 ≤ y2 então T (x, y1) ≤ T (x, y2)
e consequentemente, IS,N,T (x, y1) = S(N(x), T (x, y1)) ≤ S(N(x), T (x, y2)) =
IS,N,T (x, y2).

I4 IS,N,T (0, y) = S(1, T (0, y)) = 1.

I15 IS,N,T (x, 1) = S(N(x), T (x, 1)) ≤ S(N(x), x) = 1.

I16a Quando x1 ≥ x2, então N(x1) ≤ N(x2). Logo, IS,N,T (x1, 0) =
S(N(x1), T (x1, 0)) = S(N(x1), 0) ≤ S(N(x2), 0) = S(N(x2), T (x2, 0)) =
IS,N,T (x2, 0).

I16b Quando y1 ≥ y2 então IS,N,T (1, y1) = S(0, T (1, y1)) ≥ S(0, T (1, y2)) =
IS,N,T (1, y2).

Portanto a Proposição 22 é satisfeita.

Corolário 4. O operador ISi,NS ,TP ∈ J verifica Ik para k ∈ {0, 2, 4, 15, 16a, 16b}.

Prova. Segue da Proposição 22.

Observação 2. Seja I : U2 → U uma função dada pela Eq.(24). Considerando uma
t-subconorma S, uma negação fuzzy N e uma t-subnorma T , a função I não verifica
I0 nem I1:

(i) I(1, 1) = S(N(1), T (1, 1)) = S(0, T (1, 1)) ≥ T (1, 1);

(ii) I(1, 0) = S(N(1), T (1, 0)) = S(0, 0) ≥ 0.

Portanto, I não é necessariamente uma subimplicação.

Notavelmente, uma QL-implicação é sempre uma QL-subimplicação.
Veja na Figura 3 outras instâncias (J1, J2, J3) da classe J . Em particular, J1 ∈ J

é uma QL-implicação (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b).

(a) J1(x, y) = 1− 1
i (x−x2y). (b) J2(x, y) = 1− 1

2 (x−x2y). (c) J3(x, y) = 1− 1
3 (x−x2y).

Figura 3: Família de QL-subimplicacoes fuzzy JQL = {J1, J2, J3}.
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5.2.1 Classe das D-subimplicações fuzzy

Esta seção introduz a classe das D-subimplicações, estendendo as principais propri-
edades da classe das D-implicações. Os principais resultados descritos para a classe de
D-subimplicações complementam o trabalho em (BENÍTEZ et al., 2014).

Definição 11. Uma função IS,T,N : U2 → U é chamada de D-(sub)implicação se,
para todos x, y ∈ U , existir uma t-(sub)conorma S, a t-norma T e uma negação fuzzy
N , satisfazendo a seguinte expressão algébrica:

IS,T,N(x, y) = S(T (N(x), N(y)), y). (26)

Neste caso, uma D-(sub)implicação IS,T,N indica a t-(sub)conorma, t-norma e a
negação fuzzy como S, T e N , respectivamente. A família de todas as D-subimplicações
é denotada por L.

Proposição 23. Uma função Ii : U2 → U , dada por

Ii(x, y) = 1− 1
i
(1− y) + 1

i
(y − 1)2(1− x),∀x, y ∈ U, (27)

é uma D-subimplicação fuzzy.

Prova. Considere as funções TP (x, y) = xy, Si(x, y) = 1 − 1
i
(1 − x − y + xy) e

NS(x) = 1− x. Vale o seguinte:

ISi,NS ,TP (x, y) = Si(1− x, 1− y), y)

= 1− 1
i
(1− y)(1− (1− x)(1− y))

= 1− 1
i
(1− y) + 1

i
(1− y)2(1− x) = Ii(x, y).

Logo, Ii ∈ L é uma D-subimplicação fuzzy.

Proposição 24. Para todos x, y ∈ U , existe uma t-(sub)conorma S, a t-norma T e
uma negação fuzzy forte N tal que:

IS,T,N(x, y) = IS,N,T (N(y), N(x))). (28)

A seguinte proposição considera as principais propriedades algébricas que caracteri-
zam a classe L de D-subimplicações.

Proposição 25. Uma D-subimplicação IS,T,N ∈ L verifica Ik para k ∈
{0, 2, 16a, 16b, 17}.

Prova. Para x1, x2, x, y1, y2, y ∈ U , o seguinte é verificado:
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I0 Considerando os resultados na Observação 1, segue que

IS,T,N(0, 0) = S(T (1, 1), 0) = S(1, 0) = 1;
IS,T,N(0, 1) = S(T (1, 0), 1) = S(0, 1) = 1;
IS,T,N(1, 1) = S(T (0, 0), 1) = S(0, 1) = 1;

I2 Uma vez que S e T são funções monotônicas, x1 ≤ x2 implica que N(x1) ≥
N(x2). Logo T (N(x1), N(y)) ≥ T (N(x2), N(y)) e consequentemente, vale que
IS,T,N(x, y1) = S(T (N(x1), N(y)), y) ≥ S(T (N(x2), N(y)), y) = IS,N,T (x2, y).

I16a Quando x1 ≥ x2, IS,T,N(x1, 0) = S(T (N(x1), 1), 0) ≤ S(T (N(x2), 1), 0) =
IS,T,N(x2, 0).

I16b Quando y1 ≥ y2, IS,T,N(1, y1) = S(T (0, N(y1)), y1) = S(0, y1) ≥ S(0, y2) =
S(T (0, N(y2)), y2) = IS,T,N(1, y2).

I17 IS,T,N(0, y) = S(T (1, N(y)), y) ≤ S(N(y), y) = 1.

Corolário 5. O operador ISi,NS ,TP ∈ ID verifica Ik para k ∈ {0, 2, 16a, 16b, 17}.

Prova. Segue da Proposição 25.

Observação 3. Seja I : U2 → U uma função dada pela Eq.(26). Considerando uma
t-subconorma S, uma negação fuzzy N e uma t-subnorma T , a função I não verifica
I0, I1 nem I4:

(i) IS,T,N(0, 0) = S(T (1, 1), 0) ≤ S(1, 0) = 1;

(ii) IS,T,N(1, 0) = S(T (0, 1), 0) = S(0, 0) ≥ 0;

(iii) IS,T,N(1, y) = S(T (0, N(y)), y) = S(0, y) ≥ y, ∀y ∈ U .

Portanto, IS,T,N não é necessariamente uma subimplicação.

Notavelmente, um D-implicação é sempre uma D-subimplicação.
Veja na Figura 4 outras instâncias L1, L2, L3 da classe L (Eq. 27). Obtidas

quando i = 1, i = 2 e i = 3, respectivamente. Em particular, L1 ∈ L é uma D-
implicação (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b).

5.3 Conjugada de Subimplicações Fuzzy

Esta seção analisa a ação de um automorfismo sobre as classes de (S,N)-, QL- e
D-subimplicões fuzzy. Os resultados descritos nesta seção estão baseados em (DIAS,
2011; BEDREGAL et al., 2010).
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(a) L1(x, y) = y+(y−1)2(1−
x).

(b) L2(x, y) = 1− 1
2 (1− y) +

1
2 (y − 1)2(1− x).

(c) L3(x, y) = 1− 1
3 (1− y) +

1
3 (y − 1)2(1− x).

Figura 4: Família de D-subimplicações fazzy L = {L1, L2, L3}.

5.3.1 Automorfismos sobre (S,N)-subimplicações

Na Proposição seguinte, será mostrado como um automorfismo age nas (S,N)-
implicações , gerando novas (S,N)-implicações.

Proposição 26. (BEDREGAL et al., 2010) Seja φ : U → U um automorfismo e
IS,N : U2 → U uma (S,N)-implicação. Então IφS,N : U2 → U é uma (S,N)-implicação,
definida por

IφS,N = ISφ,Nφ . (29)

Assim, a função conjugada de uma (S,N)-subimplicação é representada pelas conju-
gadas de S e de N .

A partir da Proposição 26 a comutatividade da Classe das (S,N)-implicações sobre
a ação de um automorfismo φ é representada no diagrama da Figura 5.

C(S)× C(N)
Eq.(22)

- C(IS,N)

C(Sφ)× C(Nφ)

Eq.(18), Eq.(6)
? Eq.(29)

- C(IφS,N)

Eq.(3)
?

Figura 5: Comutatividade das Classes das (S,N)-implicações sob a ação de um auto-
morfismo φ

Exemplo 11. Pela Eq. (23), se φ(x) = xn e n = 2, então tem-se que a conjugada de
ISi,NS é dada pela expressão:

IφSi,NS(x, y) =
√

1− 1
i
(x2 − x2y2), para todo x, y ∈ U .
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5.3.2 Automorfismos sobre QL-implicações

Na sequência, mostra-se que a conjugada de uma QL-implicação é também repre-
sentada pelas conjugadas de S, N e T .

Proposição 27. (DIAS, 2011) Seja IS,N,T uma QL-implicação onde T é uma t-norma
contínua e estrita. Então existe um automorfismo φ : U → U tal que

IφS,N,T = IφSφ,Nφ,Tφ , (30)

IφS,N,T = φ−1(S(N(φ(x)), T (φ(x), φ(y)))). (31)

A partir da Proposição 27 a comutatividade da Classe das QL-implicações sobre a
ação de um automorfismo φ é representada no diagrama da Figura 6.

C(S)× C(N)× C(T )
Eq.(24)

- C(IS,N,T )

C(Sφ)× C(Nφ)× C(T φ)

Eq.(18), Eq.(6), Eq.(17)
? Eq.(30)

- C(IφS,N,T )

Eq.(3)
?

Figura 6: Comutatividade das Classes das QL-implicações sob a ação de um automor-
fismo φ.

Exemplo 12. Pela Eq. (25), se φ(x) = xn e n = 2, então tem-se que a conjugada de
JSi,NS ,TP é dada, para todo x, y ∈ U , pela expressão:

JφSi,TP ,NS(x, y) =
√

1− 1
i
(x2 − x4y2).

5.3.3 Automorfismos sobre D-implicações

A seguir, mostra-se que a ação de um automorfismo preserva uma D-subimplicação
fuzzy e a correspondente função conjugada. Neste sentido, a conjugada de uma QL-
implicação é também uma QL-subimplicação.(DIAS, 2011; BUSTINCE; BURILLO; SO-
RIA, 2003).

Proposição 28. Seja φ : U → U um automorfismo e I : U2 → U uma D-subimplicação.
Então Iφ : U2 → U também é uma D-subimplicação.

IφS,T,N(x, y) = Sφ(T φ(Nφ(x), Nφ(y)), y) (32)

Prova. Análoga à prova em (DIAS, 2011).

A partir da Proposição 28 a comutatividade da Classe das D-implicações sobre a
ação de um automorfismo φ é representada no diagrama da Figura 7.
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C(S)× C(T )× C(N)
Eq.(26)

- C(IS,T,N)

C(Sφ)× C(T φ)× C(Nφ)

Eq.(18)Eq.(17), Eq.(6)
? Eq.(32)

- C(IφS,T,N)

Eq.(3)
?

Figura 7: Comutatividade das Classes das D-implicações sob a ação de um automorfismo
φ

Exemplo 13. Pela Eq. (27), se φ(x) = xn e n = 2, então tem-
se que a conjugada de ISi,TP ,NS é dada pela expressão: IφSi,TP ,NS(x, y) =

2
√

1− 1
i
(1− y2)(1− (1− y2)(1− x2)), para todos x, y ∈ U .

5.4 Considerações Finais

Este Capítulo descreveu os fundamentos relacionados às principais classes de subim-
plicações, focando nas representabilidades destas classes, considerando automorfismos e
a ação destes sobre as negações e as (sub)implicações.

Nas primeiras seções, descrevem-se a construção de cada classe de subimplicação (a
partir da composição de t-sub(co)normas) e as propriedades que cada uma delas satisfaz.
A seção final trata da atuação de automorfismos sobre as classe de subimplicações
estudadas: (S,N)-, QL- e D-subimplicação.



6 AGREGAÇÃO DE SUBIMPLICAÇÕES FUZZY

Este Capítulo aborda a metodologia para aplicação de funções de agregação n-árias
sobre famílias de subimplicações fuzzy, principalmente aquelas definidas nas classes de
(S,N)- QL- e D-subimplicações fuzzy.

Para tal, o operador IA é definido por uma função de agregação A aplicada a um
conjunto finito de (sub)implicações I, a fim de gerar um nova (sub)implicação fuzzy.
São também verificadas propriedades que o novo operador IA preserva, em relação às
propriedades das (sub)implicações agregadas.

Os estudos de casos estão baseados na média aritmética, na mediana e no operador
média ponderada ordenada, e são apresentados para cada uma das classes de subimpli-
cações.

Teorema 1. O operador FA verifica a propriedade Ik se cada Fi ∈ F verifica a propri-
edade Ik, para todo k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Prova. Para todos x, y, z ∈ U vale que:

I0-I1: Uma vez que Fi verifica a propriedade I1, para a prova de A2 tem-se que:

FA(0, 0) = A(F1(0, 0), F2(0, 0), . . . , Fn(0, 0)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1,

FA(1, 1) = A(F1(1, 1), F2(1, 1), . . . , Fn(1, 1)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1,

FA(0, 1) = A(F1(0, 1), F2(0, 1), . . . , Fn(0, 1)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1,

FA(1, 0) = A(F1(1, 0), F2(1, 0), . . . , Fn(1, 0)) = A(0, 0, . . . , 0) = 0.

Portanto, FA também verifica I1.

I2: Assume-se que x ≤ z. Como A e Fi, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, verificam as
propriedades A3 e I2, respectivamente, vale que:

FA(x, y) = A(F1(x, y), F2(x, y), . . . , Fn(x, y)) ≥ A(F1(z, y), F2(z, y), . . . , Fn(z, y))

Logo, FA(x, y) ≥ FA(z, y).



54

I3: Assumindo que y ≤ z. Como A e Fi, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, verificam as
propriedades A3 e I3, respectivamente, tem-se que:

FA(x, y) = A(F1(x, y), F2(x, y), . . . , Fn(x, y)) ≤ A(F1(x, z), F2(x, z), . . . , Fn(x, z))

Logo, FA(x, y) ≤ FA(x, z).

I4: Partindo da hipótese que Fi satisfaz I4, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, então por A2
tem-se:

FA(0, y) = A(F1(0, y), F2(0, y), . . . , Fn(0, y)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1.

I5: Partindo da hipótese que Fi verifica I5, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, logo por A2
tem-se:

FA(x, 1) = A(F1(x, 1), F2(x, 1), . . . , Fn(x, 1)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1.

I9: Por A2, considere que:

FA(0, 0) = A(F1(0, 0), F2(0, 0), . . . , Fn(0, 0)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1, e

FA(1, 0) = A(F1(1, 0), F2(1, 0), . . . , Fn(1, 0)) = A(0, 0, . . . , 0) = 0.

Assumindo que x ≤ y. Então, por A3 e N2 tem-se que

A(N1(x), N2(x), . . . , Nn(x)) ≥ A(N1(y), N2(y), . . . , Nn(y)).

Por I9 chegamos a seguinte expressão:

FA(x, 0) = A(F1(x, 0), F2(x, 0), . . . , Fn(x, 0))

≥ A(F1(y, 0), F2(y, 0), . . . , Fn(y, 0)) = FA(y, 0).

Conclusão, provamos que FA( · , 0) é uma negação fuzzy.

I11: Se Fi(x, x) = 1 para todo x ∈ U e todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, então por I1 tem-se:

FA(x, y) = A(F1(x, x), F2(x, x), . . . , Fn(x, x)) = A(1, 1, . . . , 1) = 1

Portanto, o Teorema 1 foi provado.

Proposição 29. Se para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, Fi é uma implicação fuzzy, então FA
é uma implicação fuzzy.

Prova: Segue do Teorema 1, itens I0, I1, I2 e I3.
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Teorema 2. Seja N uma negação fuzzy. O operador FA verifica a propriedade I12 em
relação a N se cada Fi ∈ F , para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, verifica a propriedade I12 em
relação a N .

Prova. Para todo y ∈ U , se Fi(x, y) = Fi(N(y), N(x)) para todo i ∈ {1, 2, . . . , n} e
alguma negação fuzzy N , então tem-se

FA(x, y) = A(F1(x, y), F2(x, y), . . . , Fn(x, y)) pela Eq. (19)

= A(F1(N(y), N(x)), F2(N(y), N(x)), . . . , Fn(N(y), N(x))) por I12.

Por conseguinte, FA(x, y) = FA(N(y), N(x)).

Teorema 3. FA verifica I7 quando Fi ∈ F satisfaz, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, as
seguintes condições:

1. a propriedade distributiva, a qual para todo x, y1, y2, . . . , yn ∈ U :

A(Fi(x, y1), Fi(x, y2), . . . , Fi(x, yn)) = Fi(x,A(y1, y2, . . . , yn)), (33)

2. o princípio da troca generalizada, na qual para todo 0 ≤ i, j ≤ n:

Fi(x, Fj(y, z)) = Fi(y, Fj(x, z)). (34)

Prova. Para todos x, y, z ∈ U tem-se

FA(x,FA(y, z)) = A(F1(x,A(F1(y, z) . . . , Fn(y, z))), · · · ,

Fn(x,A(F1(y, z) . . . , Fn(y, z)))) pela Eq. 19

= A(A(F1(x, F1(y, z)), . . . , F1(x, Fn(y, z))), . . . ,

A(Fn(x, F1(y, z)), . . . , Fn(x, Fn(y, z)))) pela Eq. (33)

= A(A(F1(y, F1(x, z)), . . . , F1(y, Fn(x, z))), . . . ,

A(Fn(y, F1(x, z)), . . . , Fn(y, Fn(x, z)))) pela Eq. (34)

= A(F1(y, A(F1(x, z), . . . , Fn(x, z))), . . . ,

Fn(y, A(F1(x, z), . . . , Fn(x, z)))) pela Eq. (33)

= FA(y,FA(x, z)). pela Eq. 19.

Portanto, FA verifica I7.

Proposição 30. Se, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}, Fi é uma (S,N)-subimplicação então
FA é uma (S,N)-subimplicação.

Prova: Segue do Teorema 1, itens I2, I9. E da Proposição 3, a prova de I7.
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6.1 Agregação de (S,N)-subimplicações

Esta seção descreve a agregação de (S,N)-subimplicações fuzzy, obtidas por t-
subnormas e a negação padrão.

6.1.1 Média Aritmética

Esta subseção discorre sobre a agregação de (S,N)-subimplicações considerando o
operador de agregação Média Aritmética.

Proposição 31. Seja M : Un → U o agregador média aritmética e In =
{Ii1, . . . , Iin} ⊂ I, onde I = {Ii(x, y) = 1 − 1

i
(x − xy)} é a família de (S,N)-

subimplicações. IM verifica Ik quando cada instância Ii verifica Ik, para k ∈
{0, 2, 3, 4, 6}.

Prova. Pela Proposição 20 temos que cada Iij com 1 ≤ j ≤ n satisfaz I0, I2, I3, I4 e
I6. Então, para todos x, y, z ∈ U , o seguinte vale:

I0: IM(1, 1) = M(I1(1, 1), . . . , In(1, 1)) = M(1, . . . , 1), uma vez que o operador M é
função de agregação idempotente. Analogamente, também pode ser provado que
IM(1, 1) = IM(0, 0) = IM(0, 1) = 1. Logo, IM verifica I0.

I2: Sendo M uma função monotônica, quando x ≤ z, então é válido que IM(x, y) =
M(I1(x, y), I2(x, y), . . . , In(x, y)) ≥ M(I1(z, y), I2(z, y), . . . , In(z, y)) =
IM(z, y). Por conseguinte, IM verifica a antitonicidade no primeiro argumento.

I3: Sendo M uma função monotônica, quando y ≤ z, então segue que IM(x, y) =
M(I1(x, y), I2(x, y), . . . , In(x, y)) ≤ M(I1(x, z), I2(x, z), . . . , In(x, z)) =
IM(x, z).. Portanto, IM verifica a monotonicidade no segundo argumento.

I4: IM(0, y) = M(I1(0, y), . . . , In(0, y)) = M(1, . . . , 1) = 1. Logo IM verifica I4.

I6: IM(NS(y), NS(x)) = 1− 1
i
((1− y)− (1− y)(1−x)) = 1− 1

i
(x−xy) = IM(x, y),

por conseguinte IM verifica a simetria contrapositiva.

Proposição 32. O operador (A, I) ou IM definido pelo agregador media M e a fa-
mília de (S,N)-subimplicações I, previamente definida na Proposição 31, verificam a
propriedades A13 e I5.

Prova. De acordo com a Proposição 3, é suficiente provar que:
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(ii) Para todo x, y1, . . . , yn ∈ U , vale o seguinte:

M(Ii(x, y1), . . . , Ii(x, yn)) =

= 1
n

(
1− 1

i
(x− xy1) + . . .+ 1− 1

i
(x− xyn)

)
= 1
n

(
n− 1

i
(nx) + 1

i
x(y1 + . . .+ yn)

)
= n

n
− 1
n

1
i
(nx) + 1

n

1
i
x(y1 + . . .+ yn)

= 1− 1
i
x+ 1

i
x

1
n

(y1 + . . .+ yn)

= 1− 1
i
(x− x 1

n
(y1 + . . .+ yn))

= 1− 1
i
(x− xM(y1, . . . , yn)) = Ii(x,M(y1, . . . , yn)).

Portanto, o operador M verifica A13.

(ii) Para Ii1 , Ii2 ∈ I, obtém-se o seguinte:

Ii1(x, Ii2(y, z)) = Ii1(x, 1− 1
i2

(y − yz))

= 1− xy

i1i2
(1− z)

= 1− 1
i1

(y − y(1− 1
i2

(x− xz)))

= Ii1(y, Ii2(x, z)).

Logo, IM verifica o princípio da troca generalizado.

Concluindo, IM verifica I5.

Corolário 6. IM é uma (S,N)-implicação dada por

ISM ,NS(x, y) = SM(NS(x), y) (35)

Prova. Segue das Proposições 31 e 32, de acordo com a Proposição 18.

Os principais resultados estão resumidos na Figura 8. Mostrando que o agregador
média aritmética M preserva a classe das (S,N)-subimplicações definidas na Proposi-
ção 31, ou seja, ISM ,NS também é uma (S,N)-subimplicação.

6.1.2 Mediana

Esta subseção discorre sobre a agregação de (S,N)-subimplicações considerando o
operador de agregação Mediana.
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C(N)× S ×M
Eq.(19)

- C(N)× SM

IS,N ×M

Eqs.(22)

? Eq.(19)
- (IS,N)M

Eq.(35)

?

Figura 8: Classe das (SM , NS)-implicações.

Proposição 33. Seja Md : Un → U o agregador mediana e In = {Ii1, . . . , Iin} ⊂ I,
onde I = {Ii(x, y) = 1− 1

i
(x− xy)} é a família de (S,N)-subimplicações. IMd

verifica
I0, I2, I3, I4 e I6, quando cada instância Ii verifica I0, I2, I3, I4 e I6.

Prova. Pela Proposição 20 temos que cada Iij com 1 ≤ j ≤ n satisfaz I0, I2, I3, I4 e
I6. Então, para todos x, y, z ∈ U , o seguinte vale.

I0: IMd
(1, 1) = Md(I1(1, 1), . . . , In(1, 1)) = Md(1, . . . , 1), uma vez que o operadorMd

é função de agregação idempotente. Analogamente, também pode ser provado
que IMd

(1, 1) = IMd
(0, 0) = IMd

(0, 1) = 1. Logo, IMd
verifica I0.

I2: Sendo Md uma função monotônica, quando x ≤ z, então é válido que IMd
(x, y) =

Md(I1(x, y), I2(x, y), . . . , In(x, y)) ≥ Md(I1(z, y), I2(z, y), . . . , In(z, y)) =
IMd

(z, y). Por conseguinte, IMd
verifica a antitonicidade no primeiro argumento.

I3: Sendo Md uma função monotônica, quando y ≤ z, então segue que IMd
(x, y) =

Md(I1(x, y), I2(x, y), . . . , In(x, y)) ≤ Md(I1(x, z), I2(x, z), . . . , In(x, z)) =
IMd

(x, z).. Portanto, IMd
verifica a monotonicidade no segundo argumento.

I4: IMd
(0, y) = Md(I1(0, y), . . . , In(0, y)) = Md(1, . . . , 1) = 1. Logo IMd

verifica I4.

I6: IMd
(NS(y), NS(x)) = 1− 1

i
((1−y)− (1−y)(1−x)) = 1− 1

i
(x−xy) = IMd

(x, y),
por conseguinte IMd

verifica a simetria contrapositiva.

Proposição 34. O operador IMd
definido pelo agregador mediana Md e a família de

(S,N)-subimplicações I, previamente definida na Proposição 33, verifica a propriedade
I5.

Prova. De acordo com a Proposição 3, para todo x, y1, . . . , yn ∈ U , considere os dois
casos seguintes.
(i) Primeiramente, se n é ímpar, Md(Ii(x, y1), . . . , Ii(x, yn)) = Md(1 − 1

i
(x −

xy1), . . . , 1− 1
i
(x−xyn)) = 1− 1

i
(x−xyσ(n+1

2 )) = Ii(x,Md(y1, . . . , yn)). Caso contrário,
quando n é par: Md(Ii(x, y1), . . . , Ii(x, yn) = Md(1− 1

i
(x− xy1), . . . , 1− 1

i
(x− xyn)).

Isso implica que Md(Ii(x, y1), . . . , Ii(x, yn) = 1 − 1
i
(2x1

2 − x1
2(yσ(n2 ) + yσ(n2 +1))) =

1− 1
i
(x− xMd(y1, . . . , yn))
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(ii) Agora, para Ii1 , Ii2 ∈ I, Ii1(x, Ii2(y, z)) = Ii1(x, 1− 1
i2

(y−yz)) = 1− 1
i1

(x−x(1−
1
i2

(y− yz))). Então, Ii1(x, Ii2(y, z)) = Ii1(x, 1− 1
i2

(y− yz)) = 1− 1
i1

(x− x(1− 1
i2

(y−
yz))) = 1− xy

i1i2
(1− z) = 1− 1

i1
y− y+ y

i2
(x− xz)) = 1− 1

i1
(y− y(1− 1

i2
(x− xz))) =

Ii1(y, Ii2(x, z)). Logo, IMd
verifica o princípio da troca generalizado. Por conseguinte,

IMd
verifica I5.

Corolário 7. IMd
é uma (S,N)-implicação dada por

ISMd ,NS(x, y) = SMd
(NS(x), y) (36)

Prova. Segue das Proposições 33 e 34, de acordo com a Proposição 18.

Os principais resultados descritos no Corolário (7) estão resumidos na Figura 9.
Mostrando que o agregador Md preserva a classe das (S,N)-subimplicações definidas na
Proposição 33, ou seja, ISMd ,NS também é uma (S,N)-subimplicação.

C(N)× S ×Md

Eq.(19)
- C(N)× SMd

IS,N ×Md

Eqs.(22)

? Eq.(19)
- (IS,N)Md

Eq.(36)

?

Figura 9: Classe das (SMd
, NS)-implicações.

6.1.3 Média Ponderada Ordenada

Esta subseção discorre sobre a agregação de (S,N)-subimplicações considerando o
operador de agregação OWA.

Proposição 35. Seja OWA : Un → U um agregador (idempotente, n-ário) e I uma
família de (S,N)-subimplications fuzzy. IOWA verifica I0, I2, I3, I4 e I6 sempre que
todo membro da função Ii ∈ I verifica I0, I2, I3, I4 e I6, respectivamente.

Prova. Pela Proposição 20, cada Iij com 1 ≤ j ≤ n satisfaz I0, I2, I3, I4 e I6. Logo,
para todos x, y, z ∈ U , vale o seguinte:

I0: Como o OWA verifica A0, temos que:

IOWA(1, 1) = OWA(I1(1, 1), . . . , In(1, 1)) = OWA(1, . . . , 1) = 1

IOWA(0, 0) = OWA(I1(0, 0), . . . , In(0, 0)) = OWA(1, . . . , 1) = 1

IOWA(0, 1) = OWA(I1(0, 1), . . . , In(0, 1)) = OWA(1, . . . , 1) = 1

Portanto, IOWA verifica I0.
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I2: Pela monotonicidade de OWA, se x ≤ z, segue que

IOWA(x, y) = OWA(I1(x, y), I2(x, y), . . . , In(x, y))

≥ OWA(I1(z, y), I2(z, y), . . . , In(z, y)) = IOWA(z, y).

I3: Pela monotonicidade de OWA, se y ≤ z, segue que

IOWA(x, y) = OWA(I1(x, y), I2(x, y), . . . , In(x, y))

≤ OWA(I1(x, z), I2(x, z), . . . , In(x, z)) = IOWA(x, z).

I4: Pela propriedade A0, nós obtemos o seguinte:

IOWA(0, y) = OWA(I1(0, y), . . . , In(0, y)) = OWA(1, . . . , 1) = 1.

I6: Pela simetria contrapositiva de In, segue que

IOWA(N(y), N(x)) = OWA(I1(N(y), N(x)), . . . , In(N(y), N(x)))

= OWA(I1(x, y), . . . , In(x, y)) = IOWA(x, y).

I7: Quando OWA é uma função indempotente, segue que

IOWA(1, y) = OWA(I1(1, y) . . . , In(1, y)) = OWA(y, y, . . . , y) = y.

I8: Quando x ≤ y, o que segue é verificado: NIOWA
(x) = IOWA(x, 0) =

OWA(I1(x, 0) . . . , In(x, 0)) ≥ OWA(I1(y, 0) . . . , In(y, 0)) = NIOWA
(y)

Portanto, a Proposição 35 é verificada.

Proposição 36. O operador IOWA definido pelo agregador OWA e a família I(S,N) de
(S,N)-subimplicações, previamente definida na Equação(23),verifica I5.

Prova. De acordo com a Proposição 3, é suficiente provar que:

(ii) Para todo x, y1, . . . , yn ∈ U , vale o seguinte:

OWA(Ii(x, y1), . . . , Ii(x, yn)) =

= w1(1−
1
i
(x− xyσ(1))), . . . , wn(1− 1

i
(x− xyσ(n)))

=
n∑
i=0

wi −
1
i
(x− x

n∑
i=0

wiyσ(i))

= 1− 1
i
(x− x ·OWA(y1, y2, . . . yn))

= Ii(x,OWA(y1, y2, . . . yn)).
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Portanto, o operador OWA verifica A13.

(ii) Para Ii1 , Ii2 ∈ I, obtemos o seguinte:

Ii1(x, Ii2(y, z)) = Ii1(x, 1− 1
i2

(y − yz))

= 1− xy

i1i2
(1− z)

= 1− 1
i1

(y − y(1− 1
i2

(x− xz)))

= Ii1(y, Ii2(x, z)).

Logo, IOWA verifica (I5), o princípio da troca generalizado.

Corolário 8. Sejam o operador (OWA, I) e a família de (S,N)-subimplicações I pre-
viamente definida na Eq.(23). A função IOWA é uma (SOWA, NS)-subimplicação dada
por

IOWA(x, y) = SOWA(NS(x), y) (37)

Prova. Segue das Proposições 35 e 36.

Os principais resultados sobre como obter o operador IOWA estão resumidos no
diagrama da Figura 10, mostrando que o operador OWA preserva a classe das (S,N)-
subimplicações, como estabelecido na Proposição 35, ou ainda, ISOWA,NS é uma (S,N)-
subimplicação.

C(N)× S ×OWA
Eq.(19)

- C(N)× SOWA

IS,N ×OWA

Eqs.(22)

? Eq.(19)
- (IS,N)OWA

Eq.(37)

?

Figura 10: Diagrama comutativo da classe das (SOWA, NS)-subimplicações.

6.2 Agregação de QL-subimplicações

Esta seção introduz a agregação de QL-(sub)implicações fuzzy. As quais são obtidas
considerando o uso de t-subnormas, t-subconormas e a negação padrão.

6.2.1 Operador de Média Aritmética

Proposição 37. SejaM : Un → U o agregador média aritmética e J = {Ji : Uk → U},
para i ∈ {1, 2, . . . , n} uma família de subimplicações fuzzy dada por Ji = 1− 1

i
(x−x2y).
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Então JM é uma QL-implicação dada por

JM(x, y) = ISM ,NS ,TP (x, y). (38)

Prova. De acordo com a Proposição 22, vale o seguinte:

Para todos x, y ∈ U , tem-se que:

JM(x, y) = M(J1(x, y), . . . , Jn(x, y))Eq. (19)

= M(S1(NS(x), TP (x, y)), . . . , Sn(NS(x), TP (x, y)))Eq. (25)

= ISM ,NS ,TM (x, y).Prop. (13)

Logo, a Proposição 37 é verificada.

Proposição 38. Seja M : Un → U o agregador média aritmética e J uma família de
todas as subimplicações Ji. JM verifica Ik, para k ∈ {0, 2, 4, 15, 16a, 16b}.

Prova. Segue das Proposições 22 e 37.

6.2.2 Operador de Mediana

Proposição 39. Seja Md : Un → U o agregador mediana e J = {Ji : Uk → U}, para
i ∈ {1, 2, . . . , n} uma família de subimplicações fuzzy dada por Ji = 1− 1

i
(x− x2y).

Então JMd
é uma QL-implicação dada por

JMd
(x, y) = ISMd ,NS ,TMd (x, y). (39)

Prova. De acordo com a Proposição 22, vale o seguinte.

(i) Primeiramente, se n é ímpar, obtém-se o seguinte:

JMd
(x, y) = Md(J1(x, y), . . . , Jn(x, y))

= Md(S1(N(x), T1(x, y), . . . , Sn(N(x), Tn(x, y))

=
(
Sσ(n+1

2 )(N(x), T (x, y)
)

= ISMd ,NS ,TMd (x, y).

(ii) Caso contrário, quando n é par, segue que:

JMd
(x, y) = Md(J1(x, y), . . . , Jn(x, y))

= Md(S1(N(x), T (x, y)), . . . , Sn(N(x), T (x, y)))

= 1
2(Sσ(n2 )(N(x), T (x, y)) + Sσ(n+1

2 )(N(x), T (x, y)))

= ISMd ,NS ,TMd (x, y).

Logo, a Proposição 39 é verificada.
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Proposição 40. Seja Md : Un → U o agregador mediana e J uma família de todos os
subimplicadores Ji. JMd

verifica Ik, com k ∈ {0, 2, 4, 15, 16a, 16b}.

Prova. Segue das Proposições 22 e 39.

6.2.3 Agregador Média Ordenada Ponderada (OWA)

Esta seção analisa sob quais condições a classe das QL-subimplicações são preserva-
das pelo operador OWA.

Proposição 41. Seja o agregador OWA e J = {Ii : U2 → U, Ii(x, y) =
SP (NS(x), Ti(x, y)), 0 ≤ i ≤ n} uma família de QL-subimplicações. Então, para todos
x, y ∈ U , a função JOWA : U2 → U é uma QL-subimplicação, cuja definição é dada
por

JOWA(x, y) = ISP ,NS ,TOWA
(x, y). (40)

Prova. De acordo com a Eq. (19), para todos x, y ∈ U , tem-se que o seguinte vale.

JOWA(x, y) = OWA(I1(x, y), . . . , In(x, y)) =
n∑
i=1

wi · Iσ(i)(x, y)

=
n∑
i=1

wi · SP (N(x), Tσ(i)(x, y))

= SP (N(x),
n∑
i=1

wi · Tσ(i)(x, y)) = ISP ,NS ,TOWA
(x, y).

Portanto, a Proposição 41 é verificada.

Proposição 42. Seja OWA : Un → U o operador OWA e J uma família de todas as
QL-subimplicações como apresentado na Proposição 41. Então o operador (J , OWA),
referenciado como JOWA, verifica as propriedades Ik para k ∈ {0, 2, 4, 9, 16a, 16b}.

Prova. Segue das Proposições 22 e 41.

As resultados apresentados mostram que o operador OWA preserva a classe das
QL-subimplicações:

1. Primeiramente, podemos obter SOWA pelo operador OWA aplicado sobre n t-
subconormas Si. E após isso, definimos um operador (J , OWA) como uma
QL-subimplicação representada pela t-norma produto TP , a negação padrão NS

juntamente com uma t-subconorma Si.

2. Para cada t-subconorma Si, a família J , de QL-subimplicações, tem suas funções-
membro expressas por ISi,TP ,NS . E após, pela agregação das n funções-membro
de JQL, obtemos um operador (J , OWA).
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6.3 Agregação de D-subimplicações

Esta seção discorre sobre a agregação de D-(sub)implicações fuzzy. As quais são
obtidas considerando o uso de t-subconormas, t-subnormas, e a negação padrão.

6.3.1 Operador Média Aritmética

Esta subseção analisa sob quais condições a classe das D-subimplicações são preser-
vadas pelo operador média aritmética (M).

Proposição 43. Seja M : Un → U o agregador média aritmética e

L = {Ii : U2 → U : Ii(x, y) = Si(TP (x, y), NS(x)), 0 ≤ i ≤ n},

uma família de D-subimplicações. Então, para todo x, y ∈ U , a função LOWA : U2 → U

é uma D-subimplicação, cuja definição é dada por

LM(x, y) = ISM ,TP ,NS(x, y). (41)

Prova. De acordo com a Proposição 25, o seguinte vale.

LM(x, y) = M(I1(x, y), . . . , In(x, y))

= M
(
Sσ(1)(TP (NS(x), NS(y)), y), · · · , Sσ(n)(TP (NS(x), NS(y)), y)

)
= 1
n

(S1(TP (NS(x), NS(y)), y)+, · · · ,+Sn(TP (NS(x), NS(y)), y))

= ISM ,TP ,NS(x, y).

Portanto, a Proposição 43 é verificada.

Proposição 44. Seja M : Un → U o operador média aritmética e L uma família de
todas as D-subimplicações como apresentado na Prop. 43. Então o operador (L,M),
referenciado como LM , verifica as propriedades Ik para k ∈ {0, 2, 4, 16a, 16b, 17}.

Prova. Segue das Proposições 25 e 43.

Na Figura 11, está uma representação em diagrama dos resultados expostos nesta
subseção. O gráfico mostra que o operador média preserva a classe das D-subimplicações.

1. Primeiramente, podemos obter SM pelo operador média (M) aplicado sobre n
t-subconormas Si. E após isso, definimos um operador (L,M) como uma D-
subimplicação representada pela t-norma TP , a negação padrão NS juntamente
com uma t-subconorma Si.

2. Para cada t-subconorma Si, a família L, de D-implicações, com suas funções-
membro dadas por ISi,TP ,NS , é construída. E após isso, pela agregação das n
funções-membro de L, obtemos um operador (L,M).
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NS × TP × S ×M
Eq.(19)

- NS × TP × SM

ISi,TP ,NS ×M

Eqs.(26)

? Eq.(19)
- ISM ,TP ,NS

Eq.(41)

?

Figura 11: Classe de (SM , TP , NS)-subimplicações obtida pelo operador M.

6.3.2 Operador Mediana

Esta subseção analisa sob quais condições a classe das D-subimplicações é preservada
pelo operador mediana.

Proposição 45. Seja Md : Un → U o agregador Md e
L = {Ii : U2 → U : Ii(x, y) = Si(TP (x, y), NS(x)), 0 ≤ i ≤ n}
uma família de D-subimplicações. Então, para todos x, y ∈ U , a função LMd

: U2 → U

é uma D-subimplicação, cuja definição é dada por

LMd
(x, y) = ISMd ,TP ,NS(x, y). (42)

Prova. De acordo com a Proposição 25, o seguinte vale.
(i) Se n é ímpar:

LMd
(x, y) = Md(I1(x, y), . . . , In(x, y))

= Md

(
Sσ(1)(TP (NS(x), NS(y)), y), · · · , Sσ(n)(TP (NS(x), NS(y)), y)

)
= Sσ(n+1

2 )(TP (NS(x), NS(y)), y)

= ISMd ,TP ,NS(x, y).

(ii) Se n é par:

LMd
(x, y) = Md(I1(x, y), . . . , In(x, y))

= Md

(
Sσ(1)(TP (NS(x), NS(y)), y), · · · , Sσ(n)(TP (NS(x), NS(y)), y)

)
= 1

2
(
Sσ(n2 )(TP (NS(x), NS(y)), y) + Sσ(n2 +1)(TP (NS(x), NS(y)), y)

)
= ISMd ,TP ,NS(x, y).

Portanto, a Proposição 45 é verificada.

Proposição 46. SejaMd : Un → U o operador mediana e L uma família de todas as D-
subimplicações como apresentado na Prop. 45. Então o operador (L,Md), referenciado
como LMd

, verifica as propriedades Ik para k ∈ {0, 2, 4, 9, 16a, 16b, 17}.

Prova. Segue das Proposições 25 e 45.
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Na Figura 12, está uma representação em diagrama dos resultados expostos nesta
subseção. O gráfico mostra que o operador mediana (Md) preserva a classe das D-
subimplicações.

1. Primeiramente, podemos obter SMd
pelo operador mediana aplicado sobre n t-

subconormas Si. E após isso, definimos um operador (L,Md) como uma D-
subimplicação representada pela t-norma TP , a negação padrão NS juntamente
com uma t-subconorma Si.

2. Para cada t-subconorma Si, a família L, de D-implicações, com suas funções-
membro dadas por ISi,TP ,NS , é construída. E após isso, pela agregação das n
funções-membro de L, obtemos um operador (L,Md).

NS × TP × S ×Md

Eq.(19)
- NS × TP × SMd

ISi,TP ,NS ×Md

Eqs.(26)

? Eq.(19)
- ISMd ,TP ,NS

Eq.(42)

?

Figura 12: Classe de (SMd
, TP , NS)-subimplicações obtida pelo operador Md.

6.3.3 Operador Média Ordenada Ponderada (OWA)

Esta subseção analisa sob quais condições a classe das D-subimplicações é preservada
pelo operador OWA.

Proposição 47. Seja OWA : Un → U o agregador OWA e
L = {Ii : U2 → U : Ii(x, y) = Si(TP (x, y), NS(x)), 0 ≤ i ≤ n},
uma família de D-subimplicações. Então, para todos x, y ∈ U , a função LOWA : U2 → U

é uma D-subimplicação, cuja definição é dada por

LOWA(x, y) = ISOWA,TP ,NS(x, y). (43)

Prova. De acordo com a Proposição 25, o seguinte vale.

LOWA(x, y) = OWA(I1(x, y), . . . , In(x, y)) =
n∑
i=1

wi · Iσ(i)(x, y)

=
n∑
i=1

wi · Sσ(i)(TP (NS(x), NS(y)), y)

= ISP ,TOWA,NS(x, y).

Portanto, a Proposição 47 é verificada.
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Proposição 48. Seja OWA : Un → U o operador OWA e L uma família de todas
as D-subimplicações como apresentado na Prop. 47. Então o operador (L, OWA),
referenciado como LOWA, verifica as propriedades Ik para k ∈ {0, 2, 4, 9, 16a, 16b}.

Prova. Segue das Proposições 25 e 47.

Na Figura 13, está uma representação em diagrama dos resultados expostos na
Prop. 47. O gráfico mostra que o operador OWA preserva a classe das D-subimplicações.

1. Primeiramente, podemos obter SOWA pelo operador OWA aplicado sobre n t-
subconormas Si. E após isso, definimos um operador (L, A) como uma D-
subimplicação representada pela t-norma TP , a negação padrão NS juntamente
com uma t-subconorma Si.

2. Para cada t-subconorma Si, a família L de D-implicações, com suas funções-
membro dadas por ISi,TP ,NS , é construída. E após isso, pela agregação das n
funções-membro de L, obtemos um operador (L, OWA).

NS × TP × S ×OWA
Eq.(19)

- NS × TP × SOWA

ISi,TP ,NS ×OWA

Eqs.(26)

? Eq.(19)
- ISOWA,TP ,NS

Eq.(43)

?

Figura 13: Diagrama comutativo da classe das (SOWA, NS)-subimplicações.

6.4 Considerações Finais

O presente Capítulo abordou definições, proposições e propriedades relacionadas a
operadores de agregação aplicados sobre classes de subimplicações fuzzy.

Foram desenvolvidos estudos de casos para as classes de (S,N)- QL- e D-
subimplicações, considerando as funções de agregação: media Aritmética, Mediana e
o operador OWA.

Estes estudos também consideraram as principais propriedades, exemplos e a ex-
pressão das correspondentes funções conjugadas para as classes de (S,N)- QL- e D-
subimplicações.



7 CONCLUSÃO

As Implicações Fuzzy têm um papel importante na modelagem de sistemas inteligen-
tes permitindo a estes deduzir conclusões significativas de maneira similar ao raciocínio
humano. Esta dissertação abordou um estudo da Lógica Fuzzy, no sentido estrito, e
a construção de conectivos fuzzy obtidos por operadores de agregação com ênfase na
obtenção de uma nova classe de conectivos fuzzy.

Foram introduzidos operadores de agregação sobre t-subnormas, t-subconormas e
subimplicações, estendendo as classes de t-normas, t-conormas e implicações fuzzy.

O eixo central deste trabalho considerou as agregações de (sub)implicações fuzzy,
gerando novas (sub)implicações, para permitir uma maior flexibilidade na modelagem
de sistemas de inferência baseados na Lógica Fuzzy. Para tanto, foram estudados os
conceitos básicos relativos à representabilidade de implicações e as classes: (S,N)-, QL-
e D-subimplicações, incluindo análise de propriedades desses conectivos e exemplos.
Nestes, destacaram-se as subimplicações representadas pela t-subnorma produto e pela
t-conorma soma probabilística, respectivamente.

Definições e principais propriedades referentes aos operadores de agregação foram
estudas, como: identidade, condições de contorno, idempotência, e monotonicidade.
Desenvolveram-se estudos de caso baseados nos agregadores: média aritmética, mediana
e o operador OWA. Para a mediana, em particular, foi dada uma atenção maior quanto
à análise de propriedades verificadas. A classe de funções de agregação OWA (Ordered
Weighted Averaging) introduzida por Yager (YAGER, 1988), define uma família para-
metrizada cujos parâmetros satisfazem múltiplos critérios, unificando o comportamento
de conjunções e disjunções em um único operador.

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar novas classes de (sub)implicações
(como a Xor-subimplicação, por exemplo) que podem ser geradas pela aplicação de
um operador de agregação. Considera-se ainda, o estudo e a aplicação do operador
de dualidade entre os novos conectivos agregados, com a análise da sensibilidade dos
conectivos quanto a robustez, diante de perturbação nos dados de entrada nos sistemas
fuzzy modelados por operadores de agregação.
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