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1. INTRODUCAO

A resolucéo de equacdes diferenciais via transformada de Laplace precisa,
como ultimo passo, da aplicacdo da transformada inversa. Contudo, a inversao
analitica da transformada de Laplace, dependendo da funcéo particular que precisa
ser invertida, pode se tornar muito trabalhosa. Portanto, na pratica, muitas vezes é
necessario empregar algum método de inversdo numérica. Mais detalhes sobre a
teoria da transformada de Laplace podem ser encontrados em SCHIFF (1999) ou
SPIEGEL (1965).

Existem muitos métodos de inversdo numérica da Transformada de Laplace
como Talbot Fixo, Dubner-Abate, Durbin, Graver-Stehfest e Euler (LEMOS et al.
2021). Na nossa experiéncia, o algoritmo Talbot Fixo (ABATE; VALKO, 2004) é o
que tem melhor desempenho tanto em precisdo como em tempo computacional
(LEMOS et al. 2021). Entretanto, para algumas funcdes, pode ser dificil encontrar
os valores para os parametros M e N do algoritmo de Talbot Fixo (ver, Metodolo-
gia), que garantam a sua convergéncia.

ApoOs alguns experimentos computacionais realizados para varias funcées-
teste com a alteracdo dos parametros M e N chegou-se a seguinte pergunta: existe
um valor da razdo M /N que determina melhor convergéncia do método de inversédo
da transformada de Laplace por Talbot Fixo?

O objetivo deste trabalho é encontrar os valores mais adequados dos para-
metros M e N para garantir a convergéncia do método de Talbot Fixo. Especifica-
mente, conjectura-se uma condicéo suficiente para os valores dos parametros M e
N que garantem a convergéncia do método de Talbot Fixo pelo menos para as
funcdes testadas.

2. METODOLOGIA

Talbot em 1979 foi quem iniciou 0 movimento de abordagem da inversao da
Transformada de Laplace por métodos numéricos deformando o contorno padréo
B da integral de Bromwich

1 A
fO =5 efeas,
B

em que f(s) é a Transformada de Laplace da funcéo f(t), B é uma linha vertical
definida pors = r + iy, —oo < y < oo, e r tem valor fixo escolhido da forma que toda
singularidade da transformada estdo a esquerda de B.
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Assim, Talbot chega na seguinte formula para inversao aproximada da trans-
formada por método numérico:

M-1
1, A
frr(®) =1 {Ef(r)e” + ) Re[eB@0f(s(00)(1+ i8]}
k=1

em que 6, = %T g(0) =6 + (6cot (8) — 1)cot (0), r = % (com N =5), sendo M o
namero de termos a serem somados e que impacta diretamente na precisdo do
algoritmo segundo ABATE e VALKO (2004). Mais detalhes sobre todo o procedi-
mento até chegar a formula acima também podem ser encontrados em ABATE e
VALKO (2004).

Através da metodologia experimental foram realizados varios testes compu-
tacionais e observou-se que parece existir um intervalo para a razdo M /N no qual
tem-se a convergéncia para esse método numérico de inversdo de transformada
de Laplace. A qualidade da convergéncia foi medida utilizando o maximo erro ab-
soluto entre o resultado fornecido pelo algoritmo de Talbot fixo e o valor exato da
funcado correspondente:

Erro = trerfi)é] |f (&) = fre ().

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Os testes foram realizados para as seguintes fun¢cdes com suas respectivas
transformadas de Laplace, avaliadas no intervalo 0 < t < 10:

Tabela 1. Funcdes-teste e suas transformadas de Laplace

f(® 1 t et sin(t) cos(t) | sinh(t) | cosh(t)
A( ) 1 1 1 1 S 1 S
S s s s—1 s2+1 s?2+1 s?2—-1 sz -1

A experimentacao inicial com o algoritmo produziu resultados que sugeriram
a existéncia de um intervalo de variacao da razao entre a quantidade M de termos
do somatério e o parametro N que aparece na definicdo do parametro fixo r.

Para investigarmos a validade de tal conjectura foram realizados varios tes-
tes organizados da maneira a seguir. Primeiro com M = 40 e N variando, e segun-
damente foi mantido N = 7 e M variando.

Por exemplo, para a funcéo f(t) = et com transformada de Laplace f(s) =
S_il, invertendo a funcéo £ (s) pelo método numérico de Talbot Fixo com M fixo e N

variando encontramos os seguintes dados da Tabela 2.

Tabela 2. Erro de Talbot Fixo para f(t) = et com M = 40 e N variando.

M N M/N Erro Tempo
40 1 40 3,442E+33

40 3 13,33333 1,305E-4 0,2536782
40 5 8 1,586E-09 0,2530987
40 7 5,714286 0,6345161 0,2595801
40 35 1,142857 22,026

40 175 0,228571 22,026

40 875 0,045714 22,026

40 4375 0,009143 22,026
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Invertendo a pelo método numérico a mesma funcéo, agora com M variando
e N = 7, encontramos 0s seguintes resultados da Tabela 3.

Tabela 3. Erro de Talbot Fixo para f(t) = e‘ com M variando e N = 7.

M N M/N Erro Tempo

10 7 1,428571 22,026

20 7 2,857143 22,026

30 7 4,285714 31,898

40 7 5,714286 0.6345161 0,2595801
100 7 14,28571 4,891E-4 0,6346679
200 7 28,57143 951500000
1000 7 142,8571 3,02E+108

Apos realizar mesmo teste para todas as funcdes da Tabela 1, a afirmativa
da conjectura foi reforcada. Os resultados das outras fungdes ndo foram apresen-
tados devido ao espaco ocupado.

Agora passamos a variar a razédo a fim de encontrar quando o erro passa a
ser maior que 1, o qual consideramos como sendo 0 maior erro aceitavel.

Por exemplo, para a funcdo f(t) = sinh(t) com transformada de Laplace
! foram obtidos os resultados da Tabela 4. Para obter erros abaixo de 1

Fs) = =

é recomendado utilizar M/N < 18 (ocorre 0 mesmo com a funcgéo f(t) = sin(t)).

Tabela 4. Erro de Talbot Fixo para f(t) = sinh(t), com M /N variando.

M N M/N Erro Tempo
48 3 16 0,0031456 0,3231514
80 5 16 0,0034274 0,5343156
112 7 16 0,0017004 0,7766912
51 3 17 0,0378876 0,3257361
85 5 17 0,0340786 0,5873630
119 7 17 0,0162398 0,755531
54 3 18 0,1852326 0,3462534
90 5 18 0,1675772 0,5957213
126 7 18 0,1563340 0,8327127
57 3 19 1,53 0,3711752
95 5 19 0,9124668 0,6491525
133 7 19 0,8591083 0,9076268
60 3 20 10
100 5 20 10
140 7 20 8

ApOs analise da Tabela 4, ficou claro que ao aumentar a razao
M /N o erro também aumenta. O erro passa a ser maior ou igual a 1 para razéo
M/N = 19, deixando evidente erro menor que 1 para M/N < 19. Os resultados das
outras func¢des nao foram apresentados devido ao espacgo ocupado.
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4. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos de forma bem resumida o estudo que foi feito
e nos levou a uma conjectura de condic¢ao suficiente para convergéncia do método
de Talbot Fixo.

O método numérico converge quando a razdo M/N é talque 5 < M/N < 19
para as funcdes testadas, considerando um maximo erro absoluto menor que 1, no
intervalo (0,10], desde que se utilize o pelo menos N = 5, como adotado por ABATE
e VALKO (2004). Isso sugere um critério de escolha dos parametros.

A tentativa de demonstracdo e amplitude do intervalo testado seria objeto
de trabalhos futuros.
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